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Рассмотрен метод, позволяющий оценить деформационные характеристики несущих элемен-

тов камерно-столбовой системы подземной разработки, а также определять горизонтальные 

компоненты природного поля напряжений. Метод основан на решении обратных задач сме-

шанного типа в рамках двумерной упругой модели среды. Численными расчетами, выпол-

ненными для типичной конфигурации выработанного пространства, с использованием  

синтетических входных данных (относительных смещений точек контура выработанного 

пространства, зарегистрированных методами подземной геодезии) установлен объем данных, 

необходимый для обеспечения однозначной разрешимости обратной задачи. 
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The method for estimating deformation characteristics of load-bearing elements of the room-and-pillar 

system of solid mineral underground mining and horizontal components of the natural stress field is 

considered. The method is based on solving inverse problems of mixed type within the framework 

of two-dimensional elastic medium model. The required amount of measurement data, ensuring the 

unique solution of the inverse problem is obtained by numerical calculations performed for a typical 

configuration of the goaf, using synthetic input data (relative to displacements of the goaf contour 

points registered by underground geodesy methods). 

Rock mass, stress-strain state, geomechanical model, geodetic data, displacements, inverse problem,  
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Количественная оценка действующих напряжений в массиве горных пород необходима при 

проектировании рудников и шахт, выборе оптимальных схем вскрытия месторождений и техно-

логий выемки запасов [1]. Если вертикальная составляющая поля напряжений характеризуется 

весом вышележащих пород, то горизонтальные связаны с тектоническими процессами, проте-

кающими в верхней части земной коры [2]. Для литосферных плит и микроплит горизонталь-

ные компоненты находятся с помощью косвенных методов [3], а в масштабах месторождения 

применяются прямые измерения [4 – 6]. Важной задачей становится определение направления 

действия максимального горизонтального напряжения, так как параллельно этому направле-
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нию ориентируют капитальные штреки для обеспечения их длительной устойчивости и сохран-

ности [1]. В [7] проведено сравнение данных о действующих напряжениях верхней континен-

тальной коры, в [8] предложено ориентацию максимального горизонтального напряжения нахо-

дить из анализа сейсмотектонических деформаций по механизмам очагов землетрясений, но 

конкретные значения поля напряжения такая методика установить не позволяет.  

Методы определения напряжений в натурных условиях являются трудоемкими и, как пра-

вило, дорогостоящими. В поле напряжений вводится некоторое возмущение и по отклику среды 

оцениваются исследуемые компоненты. Среди методов in situ преимуществом обладает метод 

измерительного гидроразрыва [9, 10], что объясняется независимостью результатов от дефор-

мационных свойств пород. 

При отработке пластовых месторождений камерно-столбовой системой необходима инфор-

мация о свойствах оставленных целиков для прогноза их устойчивости. Получить ее путем лабо-

раторных испытаний образцов сложно из-за наличия природной или техногенной нарушености 

пластов [11, 12], что приводит к поиску искомых параметров в натурных условиях [13]. Меняю-

щаяся при отработке месторождения конфигурация подземного пространства обусловливает 

изменение полей смещений и деформаций не только вблизи участков ведения горных работ, но 

и во всем породном массиве, включая дневную поверхность [14]. В [15] предлагается находить 

составляющие природного поля напряжений по данным о смещениях и деформациях на дневной 

поверхности, возникающих при отработке месторождения, полученным методами космической 

геодезии [16, 17].  

В представленной работе в рамках двумерной упругой модели среды проводится количест-

венная оценка деформационных характеристик (модуля Юнга, коэффициента Пуассона) несу-

щих элементов камерно-столбовой системы разработки месторождений и компонент горизон-

тального поля напряжений на основе решения обратной задачи по данным о смещениях кон-

туров выработок. 

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 

На рис. 1. показан фрагмент типичной конфигурации подземного пространства при реали-

зации камерно-столбовой системы отработки пластового месторождения неглубокого субгори-

зонтального залегания с сохранением ленточных целиков. Длина этих выработок по простира-

нию много больше их поперечных размеров, поэтому в первом приближении можно считать, 

что расчетная область находится в плоском деформированном состоянии [4]. 

 
Рис. 1. Схема расчетной области и граничные условия 

Геометрические параметры исследуемой модели по осям декартовой системы координат 

составляют Lx = 400 м, Lz = 200 м, глубина залегания пласта H = 100 м, мощность пласта 10 м. 

Между выработками располагаются предохранительные целики. Поперечные размеры вырабо-

ток и целиков — 1010 м. Расчетная область находится в поле действия вертикального и гори-

зонтального сжимающих напряжений. Вертикальное напряжение соответствует весу вышеле-

жащих пород, а горизонтальное характеризуется коэффициентом бокового отпора q. 
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Будем описывать деформирование породного массива с помощью системы уравнений линей-

ной теории упругости, включающей уравнения равновесия (1), закон Гука (2) и соотношения 

Коши для малых деформаций (3): 

 , 0ij j izg    , (1) 

 2ij ij ij    , (2) 

 , ,0.5( )ij i j j iu u   (3) 

где ij  и ij  — компоненты тензоров напряжений и деформаций (i, j = x, z); xx zz     — объем-

ная деформация; iu  — смещения; ,  — параметры Ламе; ij  — символ Кронекера. 

По периметру расчетной области сформулируем следующие граничные условия: 

 (0, ) 0xu z  ,    (0, ) 0xz z  , (4) 

 ( , ) ( )xx x VL z q z  ,    ( , ) 0xz xL z  , (5) 

 ( ,0) 0zz x  ,    ( ,0) 0xz x  , (6) 

 ( , ) 0z zu x L  , ( , ) 0xz zx L  . (7) 

Между пластом и вмещающими породами действует жесткое cцепление Контуры вырабо-

ток свободны от напряжений. 

Система уравнений (1) – (3) с граничными условиями (4) – (7) решалась с использованием 

оригинального программного кода [18], реализующего метод конечных элементов для струк-

турно-неоднородных сред с нарушениями сплошности. Расчетная сетка состояла из выпуклых 

четырехугольников с линейными размерами 2 м и содержала 20301 узел. Расчеты осуществ-

лялись при условии, что вмещающая порода и пласт представляют собой упругую среду со 

свойствами, приведенными в таблице [19]. Через модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона   

можно найти  и . 

Свойства геосреды 

Геосреда E, ГПа   , кг/м3 

Вмещающая порода 2 0.3 2500 

Пласт 1.3 0.3 2400 

 

Оценим приращения горизонтальных смещений стенок выработки № 2 (рис. 1), вызванные 

образованием новой выработки № 3. Следить за сдвижением контура выработки можно, напри-

мер, с помощью реперов и высокоточных нивелиров [20], либо скважинных деформометров, 

обеспечивающих разрешающую способность до 5 мкм [21]. Отметим, что увеличение горизон-

тальных напряжений в природном поле ведет к росту конвергенции стенок выработок. 

На рис. 2 показана конвергенция боковых стенок камеры № 2 (x1 = 190 м, x2 = 200 м) при 

различных коэффициентах бокового отпора q = 0.4 – 0.8 (кривые 1 – 5 соответственно).  

 
Рис. 2. Приращения горизонтальных смещений стенок выработки 
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ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

Несущими элементами при камерно-столбовой системе отработки месторождения явля-

ются межкамерные целики, деформационные свойства которых могут значительно отличаться 

от свойств слагающих их пород по причине естественной или техногенной нарушенности плас-

тов. Для оценки устойчивости и времени жизни целиков необходимо знать их геомеханические 

свойства [22]. Сформулируем модельную обратную задачу: определить коэффициент бокового 

отпора q, модули Юнга Е1 и Е2, коэффициенты Пуассона 1  и 2  двух соседних целиков по 

зарегистрированным горизонтальным 0( )mU z  и вертикальным 0( )nV x  изменениям размеров 

камер ( nx , mz  — координаты местоположения регистрирующих устройств) после образования 

вблизи новой выработки (рис. 1). 

Введем целевую функцию, минимум которой дает решение обратной задачи: 

 
2 2

1 1 2 2 0 1 1 2 2 0[ ( , , , , , ) ( )] (1 ) [ ( , , , , , ) ( )] ,m m n n

m n

U q E E z U z V q E E x V x             (8) 

где  — эмпирическая константа ( 0 1  ); U и V — относительные горизонтальные и вер-

тикальные смещения контура первой и второй камер, рассчитанные по (1) – (7); 0U  и 0V  — сме-

щения, регистрируемые в натурных условиях.  

Целевые функции вычислялись с использованием синтетических входных данных: вместо 

реально зарегистрированных смещений взяты расчетные с наложенной случайной ошибкой: 

 
0 1 1 1 2 2 11 1 1 1 1 2 2 12 1

2 1 1 2 2 21 2 2 1 1 2 2 22 2

( ) (1 )[ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )]

(1 )[ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )],

s s s s s s s s s s
m x m x m

s s s s s s s s s s
x m x m

U z u q E E x z u q E E x z

u q E E x z u q E E x z

    

    

   

 
 (9) 

 
0 1 1 1 2 2 11 1 1 1 1 2 2 12 1

2 1 1 2 2 21 2 2 1 1 2 2 22 2

( ) (1 )[ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )]

(1 )[ ( , , , , , , ) ( , , , , , , )],

s s s s s s s ss s
n z n z n

s s s s s s s ss s
z n z n

V x u q E E z x u q E E z x

u q E E z x u q E E z x

    

    

   

  
 (10) 

где  — равномерно распределенная на отрезке [–, ] случайная величина;  — амплитуда 

ошибки; ,xi ziu u  — горизонтальное и вертикальное смещения контура выработки; xi1, xi2 и zj1, zj2 — 

координаты местоположения измерительных устройств в камерах ( 1,2i   — номер камеры).  

Для сформулированной обратной задачи смешанного типа [23] искомые параметры sq , 1
sE , 

1
s , 2

sE  2
s  находятся с помощью метода сопряженных градиентов [15, 24] в модификации [25]. 

При его реализации на каждом итерационном шаге необходимо численно определять значения 

частных производных по каждому аргументу целевой функции.  

На рис. 3 изображены изолинии целевой функции   в различных сечениях при уровне 

шума во входных данных, не превышающем предельное значение 20 %. Квадратами показаны 

начальные приближения искомых параметров, пунктирными линиями — траектории итераци-

онных процессов, кругами белого цвета — точное решение. 

 
Рис. 3. Изолинии целевой функции в сечениях: а — 1 2,  ; б — 2,q  ; в — 1 2,E E  
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Таким образом, для заданных условий сформулированная обратная задача разрешима — ис-

следуемая область содержит единственную область минимума целевой функции. На решение 

сильное влияние оказывает уровень ошибок во входных данных, и для его минимизации следует 

увеличить число измерительных пунктов в каждой выработке. 

ВЫВОДЫ 

Предложенный метод оценки горизонтальных компонент природного поля напряжений и 

упругих свойств несущих элементов камерно-столбовой системы разработки месторождений мо-

жет быть реализован на основе данных подземной геодезии, регистрируемых в процессе ведения 

горных работ относительных смещений точек контуров выработанного пространства. Численные 

эксперименты показали, что при уровне шума входных данных до 20 % коэффициент бокового 

отпора и упругие свойства слагающих целик пород могут быть определены с приемлемой точ-

ностью, если приращения смещений в выработках зарегистрированы не менее чем в 10 точках.  
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