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Предложена модифицированная модель несущей способности бесконечной изотропной
пластины, содержащей пять коллинеарных прямолинейных трещин со слившимися зо-
нами пластичности. Предполагается, что материал в зонах пластичности сжимается
нормальными напряжениями, изменяющимися по линейному закону. При решении зада-
чи использованы методы теории функции комплексной переменной. Получено численное
решение задачи при различной длине трещин. Показано, что полученные результаты
хорошо согласуются с известными данными.

Ключевые слова: множественные трещины, несущая способность, коэффициент ин-
тенсивности напряжений, модель Дагдейла, раскрытие в вершине трещины

Введение. При наличии трещин в материалах и конструкциях их остаточная проч-
ность в условиях нагружения быстро уменьшается [1]. Поэтому исследование остаточной
прочности материалов и конструкций, ослабленных трещинами или трещиноподобными
дефектами, является актуальной задачей. В работе [2] предложена модель остаточной
прочности пластины при наличии в ней одиночной трещины. В этой модели длина зо-
ны текучести вычисляется при общих условиях текучести. В работе [3] изучено влияние
линейно изменяющегося напряжения, действующего на бесконечности, в работе [4] при
оценке несущей способности пластины при наличии в ней одиночной трещины учитыва-
ется переменное напряжение текучести.

В случае если конструкция повреждена многочисленными трещинами, задача обеспе-
чения ее безопасности усложняется. При распространении таких трещин под действием
механических нагрузок риск катастрофического разрушения конструкции увеличивается.
В работе [5] предложена модель несущей способности бесконечной пластины при нали-
чии в ней двух коллинеарных прямолинейных трещин неодинаковой (одинаковой) длины.
При построении модели в [5] использовалась модель трещины Дагдейла. Изменение длины
зоны пластичности в окрестностях внутренней и внешней вершин двух прямолинейных

коллинеарных трещин исследовано в работе [6]. При общих условиях текучести несущая
способность бесконечной пластины с тремя коллинеарными трещинами изучалась в [7]. В
работе [8] учитывается линейное распределение напряжений. В [9] исследована остаточная
прочность фюзеляжа самолета, в котором имеются множественные трещины. В работе [10]
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для оценки остаточной прочности алюминиевой панели при наличии в ней множественных

повреждений предложено использовать модифицированный критерий текучести.
Взаимодействие множественных коллинеарных прямолинейных трещин можно рас-

сматривать как процесс непрерывного изменения локальных внутренних напряжений и

зон текучести, возникающих при распространении трещин. Зоны текучести, появляю-
щиеся в окрестности вершин внутренних трещин, сливаются при увеличении нагрузки,
приложенной на границе пластины [11]. В работе [12] изучены условия, при которых про-
исходит слияние зон текучести в случае наличия множественных трещин.

В данной работе получено аналитическое решение задачи о растяжении бесконечной

пластины из упругого идеально пластического материала при наличии в ней пяти колли-
неарных прямолинейных трещин со слившимися зонами текучести. Поскольку некоторые
конструкции разрушаются при напряжениях, значительно меньших предела текучести ма-
териала [13], предполагается, что на границах зон пластичности действуют сжимающие
линейно изменяющиеся напряжения, предотвращающие дальнейшее раскрытие трещин.
С использованием функции комплексной переменной получены аналитические выражения

для коэффициента интенсивности напряжений и для величины раскрытия трещины в вер-
шине в виде эллиптических интегралов.

1. Сведение плоской задачи теории упругости к краевой задаче теории

функции комплексной переменной. В плоской задаче теории упругости компоненты
напряжений σxx, σyy, σxy и компоненты вектора перемещений u, v могут быть выражены
через две комплексные функции Φ(z), Ω(z):

σxx + σyy = 2[Φ(z) + Φ(z) ], σyy − iσxy = Φ(z) + Ω(z̄) + (z − z̄) Φ′(z); (1)

2µ(u+ iv) =

∫
Φ(z) dz −

∫
Ω(z̄) dz − (z − z̄) Φ(z) (2)

(черта над функцией или переменной обозначает ее комплексное сопряжение; µ — модуль

сдвига).
Рассмотрим бесконечную пластину из изотропного материала (изотропную пласти-

ну), ослабленную n прямыми разрезами (трещинами) Li (i = 1, 2, 3, . . . , n), расположен-
ными на вещественной оси. Напряжения, действующие на берегах этих трещин, равны:
σ+

xy = σ−xy, σ
+
yy = σ−yy (верхние индексы “+” и “−” соответствуют значениям напряжений

на верхнем и нижнем берегах трещины).
Уравнения (1) могут быть сведены к двум уравнениям

Φ+(t) + Ω−(t) = σ+
yy − iσ+

xy, Φ−(t) + Ω+(t) = σ−yy − iσ−yy (3)

при условии lim
y→0

yΦ′(t+ iy) = 0.

Общее решение краевых задач (3) можно записать с использованием формул Племеля
в виде

Φ(z) + Ω(z) =
1

πiχ(z)

∫
L

χ(t)p(t)

t− z
dt+

2Pn(z)

χ(t)
, Φ(z)− Ω(z) =

1

πi

∫
L

q(t)

t− z
dt− Γ′,

где p(t), q(t) — напряжения, приложенные в зонах текучести:

p(t) =
1

2
(σ+

yy + σ−yy)−
i

2
(σ+

xy + σ−xy), q(t) =
1

2
(σ+

yy − σ−yy)−
i

2
(σ+

xy − σ−xy),

χ(z) =
n∏

k=1

√
z − ak

√
z − bk , Pn(z) = D0z

n +D1z
n−1 +D2z

n−2 + . . . ,
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ak, bk — координаты вершин k-й трещины; Γ′ = −((N1 − N2)/2) e−2iα; N1, N2 — зна-
чения главных напряжений на бесконечности; α — угол между направлением главного

напряжения N1 и осью Ox.
Постоянные Di (i = 0, 1, 2, . . . , n) в полиномах Pn(z) определяются с использовани-

ем условий нагружения пластины на бесконечности и условия однозначного определения

перемещений на берегах трещин:

2(κ + 1)

∫
Li

Pn(z)

χ(z)
dz + κ

∫
Li

[Φ+
0 (z)− Φ−0 (z)] dz +

∫
Li

[Ω+
0 (z)− Ω−0 (z)] dz = 0, (4)

где

Φ0(z) =
1

2πiχ(z)

∫
n⋃

i=1
Li

χ+(t)p(t)

t− z
dt+

1

2πi

∫
n⋃

i=1
Li

q(t)

t− z
dt,

Ω0(z) =
1

2πiχ(z)

∫
n⋃

i=1
Li

χ+(t)p(t)

t− z
dt− 1

2πi

∫
n⋃

i=1
Li

q(t)

t− z
dt,

κ = (3−γ)/(1+γ) в случае плоского напряженного состояния, κ = 3−4γ в случае плоской
деформации; γ — коэффициент Пуассона.

Для определения напряженного состояния вблизи вершины трещины z = z1 использу-
ется коэффициент интенсивности напряжений [6]:

KI = 2
√

2π lim
z→z1

√
z − z1 Φ(z). (5)

2. Постановка задачи. На рис. 1 представлена схема решаемой задачи.
Рассматривается бесконечная пластина из изотропного идеально упругопластического

материала, в которой имеется пять прямолинейных трещин Li (i = 1, 2, . . . , 5), располо-
женных на вещественной оси. Здесь L1 = (−a1,−d2); L2 = (−d1,−b1); L3 = (−c1, c1);
L4 = (b1, d1); L5 = (d2, a1). На бесконечности пластина растягивается равномерно рас-
пределенным напряжением σyy = σ∞, действующим перпендикулярно краям трещин.
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Рис. 1. Схема задачи
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В результате образуются трещины отрыва (трещины первого типа), а в их вершинах
появляются зоны пластичности. При увеличении напряжения, действующего на грани-
це пластины, зоны пластичности увеличиваются, а затем сливаются. Зоны пластичности
обозначаются Γi (i = 1, 2, . . . , 8) и занимают на вещественной оси интервалы (−a,−a1),
(−d2,−d1), (−b1,−b), (−c,−c1), (c1, c), (b, b1), (d1, d2), (a1, a). Предполагается, что для пре-
кращения распространения трещин зоны пластичности должны сжиматься напряжением

σyy = (t/a)σye (σye — предел текучести материала пластины).
Для того чтобы упростить решение задачи, она разделяется на две задачи, далее на-

зываемые задачей А и задачей Б. Эти задачи решаются по отдельности, решение исходной
задачи получается наложением решений задач А и Б. Решение задачи A (задачи о трех
трещинах) получено ранее [7, 14]. Ниже приводится это решение. Используемые в данной
работе математические выражения приведены в п. 5.

2.1. Задача А (случай растягивающих напряжений). Рассматривается задача о трех
коллинеарных прямолинейных трещинах одинаковой длины, находящихся в бесконечной
изотропной пластине, растягиваемой на бесконечности напряжением σ∞. Эти трещины
обозначаются R1 = (−a,−b), R2 = (−c, c), R3 = (b, a).

Задача решается при следующих граничных условиях:

σyy = σ∞, σxy = 0, y → ±∞, −∞ < x <∞,

σyy = σxy = 0, y = 0, x ∈
3⋃

i=1

Ri.

(6)

Искомая комплексная функция ΦA(z) находится с использованием алгоритма, изло-
женного в п. 1, и граничных условий (6):

ΦA(z) =
σ∞
2

( 1

χ(z)
[z3 − z(c2 + (a2 − c2)λ2

k)]−
1

2

)
(7)

(нижний индекс “A” соответствует задаче A; λk = E(k)/F (k); E(k), F (k) — полные эл-
липтические интегралы первого и второго рода; k = (a2 − b2)/(a2 − c2)).

Коэффициенты интенсивности напряжений в вершинах z = a, b, c трещин отрыва
KA(z) определяются путем подстановки выражения для ΦA(z) (7) в уравнение (5) и под-
становки в полученное выражение координат вершин трещин a, b, c:

KA(a) = σ∞(1− λ2
k)

√
πa

k
; (8)

KA(b) = σ∞
( λ2

k

1− k2
− 1

)√
πb(1− k2)

k
; (9)

KA(c) = σ∞

√
πc√

1− k2
λ2

k. (10)

Компоненты вектора смещения v±A(t) в вершинах трещин t = ±a1,±b1,±c1 определя-
ются с использованием уравнений (7), (2):

v±A(a1) = ±2amσ∞
kE

[E(ϕ(a1), k)− λ2
kF (ϕ(a1), k)],

v±A(b1) = ±2amσ∞
kE

[E(ϕ(b1), k)− λ2
kF (ϕ(b1), k)], (11)

v±A(c1) = ∓2amσ∞
kE

[ρ1(ψ(c1), k)− λ2
kF (ψ(c1), k)]

(верхние индексы “+”, “−” соответствуют значениям величин на верхнем и нижнем бе-
регах трещин; E — модуль Юнга).
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2.2. Задача Б (наличие зон пластичности). Рассматривается бесконечная изотроп-
ная упругая идеально пластическая пластина с пятью прямолинейными трещинами

L1, L2, . . . , L5 со слившимися между трещинами L1, L2 и L4, L5 зонами пластичности.
Трещины находятся на вещественной оси и занимают интервалы (−a1,−d2), (−d1,−b1),
(−c1, c1), (b1, d1), (d2, a1) соответственно. Напряжения на бесконечно удаленных границах
пластины равны нулю. Предполагается, что материал в зоне пластичности сжимается
напряжениями (t/a)σye.

В задаче Б ставятся следующие краевые условия:

σyy = 0, σxy = 0, y → ±∞, −∞ < x <∞,

σyy =
t

a
σye, σxy = 0, y → 0, x ∈

8⋃
n=1

Γn.

(12)

С использованием алгоритма, приведенного в п. 1, и граничных условий (12) можно
получить выражение для комплексной функции Φ(z) в данной задаче:

ΦБ(z) =
σye

2πiχ(z)

( ∫
L′

tχ(t)

a(t− z)
dt+ i(D1z

2 +D2z +D3)
)
. (13)

Здесь

L′ = [−a,−a1] ∪ [−d2,−d1] ∪ [−b1,−b] ∪ [−c,−c1] ∪ [c1, c] ∪ [b, b1] ∪ [d1, d2] ∪ [a1, a],

нижний индекс “Б” соответствует задаче Б.
В силу симметрии нагрузки константы D1, D3 равны нулю, а константа D2 вычисля-

ется с использованием уравнения (4):

D2 = −2m

k

(
a2m2(J1 − λ2

kJ2) + a2W1(m) +
1

2
[c21τ(ψ(c1), k)− b2W2(k2) + c2λ2

kW3(m2)]
)
. (14)

Учитывая, что

χ(t) = χ(−t) = i
√
a2 − t2

√
t2 − b2

√
t2 − c2 , −a < t < −b или b < t < a,

χ(t) = χ(−t) = −i
√
a2 − t2

√
b2 − t2

√
c2 − t2 , −c < t < c,

интеграл в уравнении (13) можно записать в простой форме

∫
L′

tχ(t)

a(t− z)
dt =

2z

a

( a∫
a1

tχ(t)

t2 − z2
dt+

b1∫
b

tχ(t)

t2 − z2
dt+

d2∫
d1

tχ(t)

t2 − z2
dt+

c∫
c1

tχ(t)

t2 − z2
dt

)
=

= 2iza2
{m3

k

[
I11 +

(
1− 1

n2(z)

)
H11(z)

]
− m2

2

k2

[
I22 +

(
1− 1

n2
2(z)

)
H22(z)

]}
. (15)

После подстановки уравнений (14), (15) в уравнение (13) и ряда вычислений можно
получить следующее выражение для комплексной функции ΦБ(z):

ΦБ(z) =
za2σye

πχ(z)

{m3

k

[
I11 +

(
1− 1

n2(z)

)
H11(z)

]
−

− m2
2

k2

[
I22 +

(
1− 1

n2
2(z)

)
H22(z)

]
+
D2

2a2

}
. (16)
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Коэффициенты интенсивности напряжений в вершинах z = a, b, c трещин отрыва
вычисляются в результате подстановки выражения для ΦБ(z) (16) в уравнение (5):

KБ(a) =
2a3σye√

aπ
√
a2 − b2

√
a2 − c2

{m3

k
(I11 +H11(a))−

− m2
2

k2

[
I22 +

(
1− 1

m2
2

)
H22(a)

]
+
D2

2a2

}
; (17)

KБ(b) =
−2a2bσye√

bπ
√
a2 − b2

√
b2 − c2

{m3

k
I11 −

m2
2

k2

[
I22 +

(
1− 1

k2
2

)
H22(b)

]
+
D2

2a2

}
; (18)

KБ(c) =
−2a2cσye√

cπ
√
b2 − c2

√
a2 − c2

{m3

k

[
I11 +

(
1− 1

k2

)
H11(c)

]
− m2

2

k2
I22 +

D2

2a2

}
. (19)

Затем с использованием уравнений (2), (16) можно получить выражения для смещений
в вершинах трещин:

v±
Б

(a1) = ∓
2σye

πE
[A1(ϕ(a1)) + A2(ϕ(a1))],

v±
Б

(b1) = ±
2σye

πE
[B1(ϕ(b1)) +B2(ϕ(b1))], v±

Б
(c1) = ∓

2σye

πE
[C1(ψ(c1)) + C2(ψ(c1))].

3. Результаты исследования. Ниже с использованием коэффициента интенсивно-
сти напряжений определяется прочность пластины при наличии в ней трещин, а также
исследуется влияние линейного распределения предела текучести на длину зоны текуче-
сти.

3.1. Длина зоны пластичности. Согласно модели Дагдейла [2] напряжения остают-
ся конечными в каждой вершине трещины. Следовательно, в каждой вершине трещины
коэффициенты интенсивности напряжений обращаются в нуль:

KA(z) +KБ(z) = 0. (20)

После подстановки коэффициентов интенсивности напряжений KA(a) и KБ(a) из уравне-
ний (8), (17) в уравнение (20) получаем нелинейное уравнение

m2

k2
(1− λ2

k)
(σ∞
σye

)
a

+
2

π

{m3

k
(I11 +H11(a))−

− m2
2

k2

[
I22 +

(
1− 1

m2
2

)
H22(a)

]
+
D2

2a2

}
= 0. (21)

Аналогично с использованием уравнений (9), (18), (20) находим уравнение для вер-
шины трещины z = b:

m2

k2
(1− k2 − λ2

k)
(σ∞
σye

)
b
+

2

π

{m3

k
I11 −

m2
2

k2

[
I22 +

(
1− 1

k2
2

)
H22(b)

]
+
D2

2a2

}
= 0. (22)

С помощью уравнений (10), (19), (20) получаем уравнение для вершины трещины z = c:

m2

k2
λ2

k

(σ∞
σye

)
c
− 2

π

{m3

k

[
I11 +

(
1− 1

k2

)
H11(c)

]
− m2

2

k2
I22 +

D2

2a2

}
= 0. (23)

3.2. Раскрытие трещины в вершине. Раскрытие трещин в вершинах t = a1, b1, c1
определяется по формуле [15]

δ(t) = (v+
A(t) + v+

Б
(t))− (v−A(t) + v−

Б
(t)). (24)
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Выражения для раскрытия трещин в вершинах x = ±a1,±b1,±c1 получаются путем
подстановки в уравнение (24) соответствующих значений компонент смещения v±A(t) из

уравнений (11) для задачи А и v±
Б

(t) из уравнений (21)–(23) для задачи Б. В результате
после ряда вычислений получаются аналитические выражения для раскрытия трещин

в вершинах:

δ(a1) =
4σye

E

[am
k

(σ∞
σye

)
a
τ(ϕ(a1), k)−

1

π
[A1(ϕ(a1)) + A2(ϕ(a1))]

]
,

δ(b1) =
4σye

E

[am
k

(σ∞
σye

)
b
τ(ϕ(b1), k) +

1

π
[B1(ϕ(b1)) +B2(ϕ(b1))]

]
, (25)

δ(c1) =
4σye

E

[am
k

(σ∞
σye

)
c
[λ2

kF (ψ(c1), k)− ρ1(ψ(c1), k)]−
1

π
[C1(ψ(c1)) + C2(ψ(c1))]

]
.

Справедливость выражений, полученных в данной работе, подтверждена в ранее опуб-
ликованных работах. Выражения для коэффициентов интенсивности напряжений в верши-
нах трещин a, b, c (соотношения (8)–(10)) подтверждаются выражениями, приведенными
в работе [14]. Уравнения (21)–(23), (25) подтверждаются выражениями, полученными в ра-
боте [8] для предельного случая d1 = d2.

4. Обсуждение результатов. Получить решения нелинейных уравнений (21)–(23)
для длины зоны пластичности в явном виде практически невозможно. Ниже приводятся
результаты численного решения, исследуется влияние линейного распределения напряже-
ния на длину зоны пластичности и величину раскрытия трещины в вершине, определяется
остаточная прочность пластины.

4.1. Оценка длины зоны пластичности. На рис. 2 приведена зависимость нормирован-
ной длины зоны пластичности Γ8/L5 от нормированной приложенной нагрузки σ∞/σye при

различных значениях параметра G = 2c1/(b1 + c1), характеризующего расстояние между
трещинами. Небольшое значение G (G = 0,5) свидетельствует о том, что трещины R1,
R2, R3 расположены на большом расстоянии друг от друга, в то время как большое зна-
чение G (G = 0,9) означает, что трещины расположены в непосредственной близости друг
от друга. Длина зоны пластичности |Γ8| увеличивается по мере увеличения нагрузки, при-
ложенной на границе пластины. При G = 0,5 несущая способность пластины существенно
больше, чем при G = 0,9.

На рис. 3 представлена зависимость нормированной длины зоны пластичности Γ6/L4,
образующейся в окрестности вершин трещины z = ±b1, при различных расстояниях меж-
ду трещинами. Из приведенных зависимостей следует, что на длину зоны пластичности
влияют как наличие соседних трещин (слившиеся зоны пластичности), так и приложенное
напряжение. Таким образом, длина зоны пластичности Γ6 существенно зависит от прило-
женной нагрузки и предела текучести. Кроме того, длина зоны пластичности |Γ6| больше
длины зоны пластичности |Γ8|.

На рис. 4 приведена зависимость нормированной длины зоны пластичности Γ5/L3,
образующейся в вершинах трещины x = ±c1, от приложенной нагрузки (σ∞/σye)c при
различных значениях параметра G. Следует отметить, что в силу изменения предела те-
кучести по линейному закону в вершине c возникает зона текучести большой длины |Γ5|,
что обусловливает низкую несущую способность пластины.

4.2. Оценка величины раскрытия трещин в вершинах. Величины раскрытия трещин
в вершинах δ(a1), δ(b1), δ(c1) определены в формулах (25). Раскрытие трещины в вершине
нормируется длиной этой трещины.

На рис. 5 показана зависимость величины раскрытия трещины δ(a1)/L5 в верши-
нах ±a1 от приложенной нагрузки (σ∞/σye)a при различных значениях параметра G, на
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Рис. 2. Зависимость нормированной длины зоны пластичности Γ8/L5 от нормиро-
ванной приложенной нагрузки (σ∞/σye)a при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9

Рис. 3. Зависимость нормированной длины зоны пластичности Γ6/L4 от приложенной

нагрузки (σ∞/σye)b при различных значениях G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9
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Рис. 4. Зависимость нормированной длины зоны пластичности Γ5/L3 от приложенной

нагрузки (σ∞/σye)c при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9

Рис. 5. Зависимость величины раскрытия трещины δ(a1)/L5 в вершинах ±a1 от

приложенной нагрузки (σ∞/σye)a при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9
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Рис. 6. Зависимость величины раскрытия трещины δ(b1)/L4 в вершинах ±b1

от приложенной нагрузки (σ∞/σye)b при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9

Рис. 7. Зависимость величины раскрытия трещины δ(c1)/L3 в вершинах ±c1

от приложенной нагрузки (σ∞/σye)c при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9

рис. 6 — зависимость величины раскрытия трещины δ(b1)/L4 в вершинах ±b1 от прило-
женной нагрузки (σ∞/σye)b при различных значениях параметра G. Трещины раскрыва-
ются по мере увеличения нагрузки, приложенной на границе пластины. Из зависимостей,
приведенных на рис. 5, 6, следует, что величина раскрытия в вершине внешней трещи-
ны больше, чем в вершине внутренней трещины. Это обусловлено небольшим пределом
текучести (b/a)σye в вершинах ±b1.

На рис. 7 приведена зависимость величины раскрытия трещины δ(c1)/L3 в верши-
нах ±c1 от приложенной нагрузки (σ∞/σye)c при различных значениях параметра G. Сле-
дует отметить, что в вершине c трещина раскрывается очень быстро при небольшом уве-
личении приложенной нагрузки, поскольку наличие крупных внешних трещин оказывает
на нее большое влияние.

На рис. 8–10 приведены зависимости отношения величин раскрытия трещин в вер-
шинах δ(a1), δ(b1) и δ(c1) к величине раскрытия одиночной трещины в вершине δ0 от
приложенной нагрузки.

Из зависимостей, приведенных на рис. 8, следует, что величина раскрытия трещины
в наиболее удаленной вершине очень мала по сравнению с величиной раскрытия одиноч-
ной центральной трещины длиной 2a1, в случае когда трещины расположены на большом
расстоянии друг от друга. Однако величина раскрытия трещины в наиболее удаленной
вершине равна величине раскрытия одиночной трещины, в случае если трещины располо-
жены на малом расстоянии друг от друга. В то же время на внутреннюю вершину внешней
трещины оказывает влияние наличие центральной трещины, поскольку величина раскры-
тия этой трещины в вершине приблизительно в два раза превышает величину раскрытия

одиночной центральной трещины, в случае если трещины расположены на небольшом

расстоянии друг от друга.



Н. Ахтар, С. Хасан, С. Шехар 147

0,1 0,2 0,50,40,3

0,4

0,6

0,8

0,2

1,0

1,2

0

d0

d(a1)

(    )s1sye a

4

5

1

2

3

0,05 0,10 0,15 0,300,250,20

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

0

d0

d(b1)

(    )s1sye b

4

5

1

2

3

Рис. 8 Рис. 9

Рис. 8. Зависимость величины раскрытия трещины δ(a1)/δ0 от приложенной

нагрузки (σ∞/σye)a при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9

Рис. 9. Зависимость величины раскрытия трещины δ(b1)/δ0 от приложенной

нагрузки (σ∞/σye)b при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9
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Рис. 10. Зависимость величины раскрытия трещины δ(c1)/δ0 от приложенной

нагрузки (σ∞/σye)c при различных значениях параметра G:
1 — G = 0,5, 2 — G = 0,6, 3 — G = 0,7, 4 — G = 0,8, 5 — G = 0,9
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Из зависимостей, приведенных на рис. 10, следует, что влияние внешних больших
трещин на малую центральную трещину очень существенно. Таким образом, при всех
рассмотренных значениях параметра G величина раскрытия внутренней трещины в вер-
шине c1 больше величины раскрытия одиночной центральной трещины той же длины.

5. Используемые математические выражения. Ниже приведены выражения, ис-
пользуемые в данной работе:

Ji = ji(ϕ(a1), k)− ji(ϕ(b1), k) + ji(ϕ(b), k) + ji(ϕ(d1), k)− ji(ϕ(d2), k),

I2i = li(ϑ(c1),m2, k2)− li(ϑ(c),m2, k2),

I1i = li(ϕ(a1),m, k)− li(ϕ(b1),m, k) + li(ϕ(b),m, k) + li(ϕ(d1),m, k)− li(ϕ(d2),m, k),

H1i(x) = hi(ϕ(a1),m, k, n(x))− hi(ϕ(b1),m, k, n(x)) +

+ hi(ϕ(b),m, k, n(x)) + hi(ϕ(d1),m, k, n(x))− hi(ϕ(d2),m, k, n(x)),

H2i(x) = hi(ϑ(c1),m2, k2, n2(x))− hi(ϑ(c),m2, k2, n2(x)),

F1 = F (ϕ(a1), k)− F (ϕ(b1), k) + F (ϕ(b), k) + F (ϕ(d1), k)− F (ϕ(d2), k),

E1 = E(ϕ(a1), k)− E(ϕ(b1), k) + E(ϕ(b), k) + E(ϕ(d1), k)− E(ϕ(d2), k),

F2 = F (Θ2(ϑ(c1),m2), k)− F (Θ2(ϑ(c),m2), k),

E2 = E(Θ2(ϑ(c1),m2), k)− E(Θ2(ϑ(c),m2), k),

Θ1(θ, p) = tg−1
( p cos θ√

1− p2

)
, Θ2(θ, p) = tg−1

(√
1− p2

p cos θ

)
,

τ(θ, p) = E(θ, p)− λ2
pF (θ, p), λ2

p = E(p)/F (p),

M(θ, p, q) =
1− q2

q2
√

1− p2
Π(θ1(θ, p), q

2, q1) +
1

pq
tg−1

( pq sin θ cos θ√
1− p2 sin2 θ

√
1− q2 sin2 θ

)
,

ρ1(θ, p) = E(θ, p)− tg θ

√
1− p2 sin2 θ , ρ2(z, p) = E(z, p)− tg z

√
1− p2 sin2 z ,

S(θ, p, q) =
p2 sin 2z

√
1− q2 sin2 θ

2(1− p2 sin2 θ)
, Λ(θ, p, q) =

sin 2z
√

1− q2 sin2 θ

4
√

1− p2 sin2 θ
,

sinψ(t) =

√
c2 − t2

b2 − t2
, sinϕ(t) =

1

k sinψ(t)
, sin ξ(t) =

sinψ(t)

k2
, sinϑ(t) =

t

c
,

sinϕ(t) =

√
a2 − t2

a2 − b2
, k =

√
a2 − b2

a2 − c2
, m =

√
a2 − b2

a2
, n(t) =

√
a2 − b2

a2 − t2
,

k1 = kk2, k2 =
c

b
, m2 =

c

a
, n2(t) =

c

t
, q1 =

√
q2 − p2

1− p2
, q2 =

q1
q
,

r1 =

√
r2 − p2

1− p2
, r2 =

r1
r
,

A1(θ) = a
{
E(θ, k)[I13−m2

2W3(m2)]−F (θ, k)
(
E1−m2I11 +

kD2

a2m
−ρ1(ψ(c1), k)−W1(m)

)
+

+ 2Λ(θ, 0, k)
[
n2(a1)H13(a1) +m2

(
F (ψ(c1), k)−

a2
1

a2
1 − c2

W7(N3(a))
)]}

,
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A2(θ) =
ik

a2m

(a2
1χ(a1)

a2 − a2
1

Π(θ, n2(a1), k)−
b21χ(b1)

a2 − b21
Π(θ, n2(b1), k) +

d2
1χ(d1)

a2 − d2
1

Π(θ, n2(d1), k)−

− d2
2χ(d2)

a2 − d2
2

Π(θ, n2(d2), k) +
c21χ(c1)

a2 − c21
Π(θ, n2(c1), k)

)
,

B1(θ) = −a
(
2E1S1(m) + F1(ρ2(θ, k)− S4(m)− 2S2(m))−

− m2
2

k2
2

(E1 + E2)S3(k2) + F2(ρ1(θ, k) + S1(m))
)
,

B2(θ) = T1F (θ, k) + T2(b1) + T3(a1)− T3(b1) +

+
2am2

k2

(
F2 − E2 −

2km2
2Λ(ϑ(c1),m2, k2)

mk2 sinϑ(c1)

)
ρ2(θ, k)−

− 2(a2 − c21)

a(a2 − c2)
Λ(Θ2(ϑ(c1),m2), 0, k)

(
a2S5(m) +

c21(a
2 − c21)

b2 − c21
S6(n4(c1))− c21F (θ, k)

)
,

C1(θ) = −a[2E1W4(m)− F1(ρ1(θ, k) +W1(m) + 2W5(m)) +m2
2(E1 + E2)W3(k2)−
− F2(ρ2(θ, k) +W4(m))],

C2(θ) = −T1F (θ, k) + T2(c1)− T4(a1) + T4(b1)−

− 2am2

k2

(
F2 − E2 −

2km2
2Λ(ϑ(c1),m2, k2)

mk2 sinϑ(c1)

)
ρ1(θ, k) +

+
2(a2 − c21)

a(a2 − c2)
Λ(Θ2(ϑ(c1),m2), 0, k)

(
a2W6(m) +

c21(a
2 − c21)

c2 − c21
W7(n3(c1))− c21F (θ, k)

)
,

T1 = 2am2I11 −
2bckI22

am
+
D2k

am
,

T2(z) =
z2
√
z2 − b2

√
z2 − c2

a
√
a2 − c2

√
a2 − z2

[
Π(ϕ(a), n2(z), k)− Π(ϕ(b), n2(z), k)−

− Π
(
Θ2(ϑ(c1),m2),

n2
2(z)−m2

2

n2
2(z)(1−m2

2)
, k

)]
,

T3(z) = 2am2Λ(ϕ(x), 0, k)
(
F (ϕ(b1), k) +

z2S6(n4(z))

b2 − z2

)
,

T4(z) = 2am2Λ(ϕ(x), 0, k)
(
F (ψ(c1), k) +

z2W7(n3(z))

c2 − z2

)
,

j1(θ, q) =
Λ(θ, 0, q)

3
− 1− q2

6q2
F (θ, q) +

(2− q2

3q2
− 1− q2 sin2 z

2q2

)
E(θ, q),

j2(θ, q) =
E(θ, q)

2q2
− 1− q2 sin2 z

2q2
F (θ, q),

W1(p) =
p2

3k2

(
(1− 2k2)ρ1(ψ(c1), k) + (k2 − 1)F (ψ(c1), k) +

2(1− k2)

cos4 ψ(c1)
Λ(ψ(c1), 0, k)

)
,

W2(p) = E(ψ(c1), k)− (1− p2)(F (ψ(c1), k)− ρ1(ψ(c1), k)),

W3(p) = F (ψ(c1), k) +
( 1

p2
− 1

)
ρ1(ψ(c1), k),
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W4(p) =
p2

k2
[(1− k2)F (ψ(c1), k)− ρ1(ψ(c1), k)],

W5(p) =
p2

3k2

(
2(1− k2)F (ψ(c1), k) + (k2 − 2)ρ1(ψ(c1), k) +

2(1− k2)

cos4 ψ(c1)
Λ(ψ(c1), 0, k)

)
,

W6(p) =
p2

k2
[F (ψ(c1), k)− ρ1(ψ(c1), k)],

W7(p) =
1

p2
[F (ψ(c1), k) + (p2 − 1)Π(ψ(c1), p

2, k)],

S1(p) =
p2

k2
[ρ2(ϕ(b1), k)− (1− k2)F (ϕ(b1), k)],

S2(p) =
p2

3k2

(
(2− k2)ρ2(ϕ(b1), k)− 2(1− k2)F (ϕ(b1), k) +

1− k2√
1− k2 sin2 ϕ(b1)

S(ϕ(b1), k, 0)
)
,

S3(p) = (1− p2)Π(ϕ(b1), k
2, k) + p2F (ϕ(b1), k),

S4(p) =
p2

3k2

(
(2k2 − 1)ρ2(ϕ(b1), k) + (1− k2)F (ϕ(b1), k) +

1− k2√
1− k2 sin2 ϕ(b1)

S(ϕ(b1), k, 0)
)
,

S5(p) =
p2

k2
[F (ϕ(b1), k)− ρ2(ϕ(b1), k)],

S6(p) =
1

p2
[(p2 − k2)Π(ϕ(b1), p

2, k) + k2F (ϕ(b1), k)],

l1(θ, p, q) =
1

3q2
[(1− q2)F (θ, q) + (2q2 − 1)E(θ, q)− 2q2Λ(θ, 0, q)],

l2(θ, p, q) =
(p2 + q2 − 2p2q2)

√
1− p2

3p2q
E(Θ1(θ, q), q2)−

− 2p2(1− q2) + q2(1− p2 sin2 θ)

3p2

2Λ(θ, q, p)

sin θ
− 2(1− q2)

√
1− p2

3q
F (Θ1(θ, q), q2),

l3(θ, p, q) =
1

q2
((q2 − p2)F (θ, q) + p2E(θ, q)),

h1(θ, p, q, r) =
q2

r2
F (θ, q)− E(θ, q) +

(
1− q2

r2

)
Π(θ, r2, q),

h2(θ, p, q, r) = − 2p2

sin θ
Λ(θ, p, q)− q

√
1− p2 [E(Θ2(θ, p), q2)− F (Θ2(θ, p), q2)] +

+
p2(r2 − q2)

qr2
√

1− p2
Π(Θ2(θ, p), r

2
2, q2),

h3(θ, p, q, r) =
1

r2
((r2 − p2)Π(θ, r2, q) + p2F (θ, q)).

Заключение. На основе численного исследования задачи о растяжении пластины
при наличии в ней пяти коллинеарных прямолинейных трещин со сливающимися зонами

пластичности можно сделать следующие выводы.
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Несущая способность пластины в вершинах внешних трещин значительно больше

несущей способности в вершинах внутренних трещин.
Вершины внутренних трещин имеют меньшую несущую способность по сравнению с

несущей способностью пластины.
Величина раскрытия трещин в вершинах ±a1 равна величине раскрытия одиночных

центральных трещин, в случае если трещины расположены в непосредственной близости
друг от друга.

В случае пяти коллинеарных прямых трещин со сливающимися зонами текучести

величина раскрытия внутренних трещин в вершинах больше величины раскрытия оди-
ночной трещины.
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