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Введение. Эффективным методом обработки поверхностей металлических деталей
является воздействие локализованных источников тепла, например лазерного излучения
или пучков электронов [1–3]. В общем случае анализ возникающих при этом тепловых

напряжений существенно затруднен, что обусловлено нелинейностью уравнения тепло-
проводности, связанностью полей температур и деформаций, наличием в уравнениях

движения инерционных членов. На практике часто реализуются условия, соответству-
ющие квазистатическому приближению, когда указанными выше эффектами можно пре-
небречь [4–6]. В этом случае напряжения зависят от времени неявно, через температуру.
В условиях плоской деформации расчет термических напряжений существенно упроща-
ется [7]. Для расчета термоупругих напряжений при плоской деформации применяется
теория функций комплексной переменной [8], а также комбинация термоупругого потенци-
ала перемещений и бигармонической функции напряжений [9, 10]. При этом напряжения
выражаются через вторые производные от указанных функций. В данной работе термо-
упругие напряжения определяются непосредственно из уравнений равновесия и условия

совместности при плоской деформации полосы.
1. Формулировка задачи. Рассматривается бесконечная полоса (|x1| < ∞, 0 6

x2 6 b), начальная температура которой равна T0. В момент времени τ = 0 на одном крае
(x2 = b) полосы создается тепловой поток q(x1), действующий на отрезке (|x1| 6 d1 =
const), другой край (x2 = 0) теплоизолирован. Материал полосы считается однородным
изотропным, его физико-механические свойства не зависят от температуры. Дальнейшие
вычисления проводятся в безразмерных координатах x = x1/b, y = x2/b, d = d1/b и
при безразмерном времени t = aτ/b2 (a — температуропроводность материала полосы).
Обозначим через θ разность текущей температуры T и начальной T0:

θ = T − T0.

c© Анферов П. И., Пьяных Т. А., Шевелева И. В., 2022



П. И. Анферов, Т. А. Пьяных, И. В. Шевелева 175

Функция θ находится из решения начально-краевой задачи

∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
=
∂θ

∂t
; (1)

θ(x, y, 0) = 0; (2)

∂θ(x, 0, t)

∂y
≡ 0; (3)

∂θ(x, 1, t)

∂y
=
q(x)h(t)b

λ
, (4)

где q(x) — тепловой поток; h(t) — единичная функция Хевисайда; λ — теплопроводность

материала полосы.
Напряжения определяются из уравнений равновесия [11]

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
= 0,

∂σyx

∂x
+
∂σyy

∂y
= 0 (5)

и условия совместности деформаций в напряжениях

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0. (6)

Гармоническая функция f связана с диагональными компонентами тензора напряжений и
разностью температур равенством [11]

f = σxx + σyy + βθ, (7)

постоянная β равна

β =
αE

1− ν
,

где α — коэффициент линейного теплового расширения; ν — коэффициент Пуассона; E —
модуль Юнга материала полосы. Указанные величины полагаются не зависящими от тем-
пературы. Граничные условия для уравнений (5) имеют вид

σyy(x, 0) = σxy(x, 0) ≡ 0, σyy(x, 1) = σxy(x, 1) ≡ 0. (8)

Поскольку значения σxx на границах полосы не выражаются через внешние силы,
граничные условия для уравнения (6) отсутствуют. Таким образом, решая задачу Дирихле
для уравнения Лапласа известными методами, невозможно найти функцию f .

Искомые величины представим интегралами Фурье в комплексной форме:

σjk(x, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

σ̄jk(ω, y, t) eiωx dω,

θ(x, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

θ̄(ω, y, t) eiωx dω, f(x, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

f̄(ω, y, t) eiωx dω.

Здесь и далее черта над символом означает преобразование Фурье для функции:

σ̄jk(ω, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

σjk(x, y, t) e−iωx dx; (9)

θ̄(ω, y, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

θ(x, y, t) e−iωx dx. (10)
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2. Вычисление температуры с помощью преобразования Фурье. Применим
преобразование Фурье (10) ко всем членам уравнения (1) и условиям (2)–(4):

∂2θ̄

∂y2
− ω2θ̄ =

∂θ̄

∂t
, 0 6 y 6 1; (11)

θ̄(ω, y, 0) = 0; (12)

∂θ̄

∂y
(ω, 0, t) = 0; (13)

∂θ̄

∂y
(ω, 1, t) = Q(ω)h(t). (14)

Здесь Q(ω) = (b/λ)q̄(ω).
Применив преобразование Лапласа ко всем членам уравнения (11) и его граничным

условиям (13), (14), с учетом начального условия (12) получаем краевую задачу для обык-
новенного дифференциального уравнения

∂2θ̄∗

∂y2
− (p+ ω2)θ̄∗ = 0; (15)

∂θ̄∗(ω, 0, p)

∂y
= 0; (16)

∂θ̄∗(ω, 1, p)

∂y
=

1

p
Q(ω), (17)

где индекс “∗” обозначает изображение по Лапласу функции θ̄(ω, y, t):

θ̄∗(ω, y, p) =

∞∫
0

θ̄(ω, y, t) e−pt dt,

p — комплексная переменная. Общим решением уравнения (15) является функция

θ̄∗ = C1 sh (y
√
p+ ω2 ) + C2 ch (y

√
p+ ω2 ), (18)

где C1, C2 — постоянные.
С учетом граничных условий (16), (17) запишем функцию θ̄∗(ω, y, p) (18) в виде

θ̄∗(ω, y, p) = Q(ω)Φ(ω, y, p). (19)

Функция Φ(ω, y, p) задается формулой

Φ(ω, y, p) =
ch (y

√
p+ ω2 )

p
√
p+ ω2 sh (

√
p+ ω2 )

. (20)

При ω = 0 оригинал для изображения (20) известен [12]:

Φ(0, y, p) : t− 1

6
(1− 3y2)− 2

∞∑
n=1

(−1)n

µ2
n

cos (µny) e−µ2
nt . (21)

Здесь µn = πn; знак “: ” означает обратное преобразование Лапласа.
Из формулы (21) с использованием теоремы дифференцирования оригинала при нуле-

вом начальном условии (12) получаем соответствие [13]

pΦ(0, y, p) : 1 + 2
∞∑

n=1

(−1)n cos (µny) e−µ2
nt . (22)
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Согласно теореме затухания из (20), (22) следует [13]

pΦ(ω, y, p) : e−ω2t + 2
∞∑

n=1

(−1)n cos (µny) e−αnt, (23)

где αn = µ2
n + ω2.

С использованием теоремы интегрирования оригинала [13] для изображения (20)
из (23) находим

Φ(ω, y, p) :
e−ω2t−1

−ω2
− 2

∞∑
n=1

(−1)n cos (µny)

αn
e−αnt + ϕ(y). (24)

Здесь ϕ(y) — сумма ряда Фурье при t = 0 [14]:

ϕ(y) = 2
∞∑

n=−1

(−1)n cos (πny)

π2n2 + ω2
=

ch (ωy)

ω sh (ω)
− 1

ω2
. (25)

Из формул (19), (21), (24), (25) находим преобразование Фурье для температуры:
— при ω = 0

θ̄(0, y, p) = Q(0)
(
t− 1

6
(1− 3y2)− 2

∞∑
n=1

(−1)n

µ2
n

cos (µny) e−µ2
nt

)
; (26)

— при ω 6= 0

θ̄(ω, y, p) = Q(ω)
( ch (ωy)

ω sh (ω)
− e−ω2t

ω2
− 2

∞∑
n=1

An(t) cos (µny)
)
. (27)

Здесь

An(t) =
(−1)n

αn
e−αnt .

3. Вычисление преобразований Фурье для напряжений. Применим преобразо-
вание Фурье (9) ко всем членам уравнений (5)–(7) и граничным условиям (8):

∂σ̄xy

∂y
+ iωσ̄xx = 0; (28)

∂σ̄yy

∂y
+ iωσ̄yx = 0; (29)

∂2f̄

∂y2
− ω2f̄ = 0; (30)

f̄ = σ̄xx + σ̄yy + β̄θ. (31)

Граничные условия для уравнений (28), (29) имеют вид

σ̄yy(ω, 0) = σ̄xy(ω, 0) = 0, σ̄yy(ω, 1) = σ̄xy(ω, 1) = 0. (32)

Выразим σ̄xx из равенства (31):

σ̄xx = f̄ − σ̄yy − βθ̄. (33)

В случае плоской деформации для σ̄zz известна формула [11]

σ̄zz = ν(σ̄xx + σ̄yy)− αEθ̄. (34)

С учетом (31) из (34) получаем

σ̄zz = νf̄ − βθ̄.

Подставляя σ̄xx из (33) в (28):

i
∂σ̄xy

∂y
+ ωσ̄yy = ω(f̄ − βθ̄), (35)
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складывая почленно уравнения (35) и (29), а затем вычитая (35) из (29) и вводя обозначе-
ния

σ1 = σ̄yy + iσ̄xy, σ2 = σ̄yy − iσ̄xy, (36)

запишем два дифференциальных уравнения

∂σ1

∂y
+ ωσ1 = ω(f̄ − βθ̄),

∂σ2

∂y
− ωσ2 = −ω(f̄ − βθ̄). (37)

В соответствии с формулами (36), (32) функции σ1, σ2 должны удовлетворять усло-
виям

σ1(ω, 0) = σ2(ω, 0) = 0; (38)

σ1(ω, 1) = σ2(ω, 1) = 0. (39)

Из равенств (36) следует

σ̄yy =
1

2
(σ1 + σ2), σ̄xy =

1

2i
(σ1 − σ2). (40)

Частные решения уравнений (37), удовлетворяющие условиям (38), представим в виде
равенств

σ1(ω, y) = ω e−ωy

y∫
0

(f̄(ω, y)− βθ̄(ω, y)) eωy dy,

σ2(ω, y) = ω eωy

y∫
0

(−f̄(ω, y) + βθ̄(ω, y)) e−ωy dy.

(41)

Общими решениями уравнения (30) являются функции

f̄(ω, y) = A e−ωy +B eωy, ω 6= 0; (42)

f̄(0, y) = A0y +B0, ω = 0, (43)

где A, B, A0, B0 — постоянные.
Подставляя функцию f̄ из (42) в подынтегральные выражения в (41), после ряда вы-

числений запишем

σ1(ω, y) = Ayω e−ωy +B sh (ωy)−R1(ω, y),

σ2(ω, y) = −A sh (ωy)−Byω eωy +R2(ω, y),
(44)

где

R1(ω, y) = βω e−ωy

y∫
0

θ̄(ω, y) eωy dy, R2(ω, y) = βω eωy

y∫
0

θ̄(ω, y) e−ωy dy. (45)

Подставляя θ̄(ω, y, t) из формулы (27) в подынтегральные выражения в (45) и проводя
вычисления, получаем

R1(ω, y, t) = βQ(ω)F (ω, y, t), R2(ω, y, t) = −βQ(ω)F (−ω, y, t).
Здесь

F (ω, y, t) = u(ω, y, t)− 2
∞∑

n=1

(−1)n e−αnt

α2
n

ψn(ω, y),
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u(ω, y, t) =
sh (ωy) + ωy e−ωy

2ω sh (ω)
+

e−ω2t(e−ωy −1)

ω2
,

ψn(ω, y) = [−ω eωy + ω cos (µny) + µn sin (µny)]ω.

Используя граничные условия (39) для напряжений σ1, σ2 (см. (44)), запишем два линей-
ных алгебраических уравнения, из которых определяются A, B:

A = [R1(ω, 1)ω eω −R2(ω, 1) sh (ω)][ω2 − sh2 (ω)]−1,

B = [R2(ω, 1)ω e−ω −R1(ω, 1) sh (ω)][ω2 − sh2 (ω)]−1.

Из равенств (40) с учетом (44) для σ̄yy, σ̄xy получаем зависимости

σ̄yy =
1

2
A[ωy e−ωy − sh (ωy)] +B[sh (ωy)− ωy eωy]−R1(ω, y) +R2(ω, y),

σ̄xy =
−i
2
A[ωy e−ωy − sh (ωy)] +B[sh (ωy)− ωy eωy]−R1(ω, y)−R2(ω, y).

(46)

Из формул (41), (46) следует, что при ω = 0 функции σ1, σ2, σ̄xy, σ̄yy тождественно

равны нулю, поэтому из равенств (33), (43) находим

σ̄xx(0, y) = A0y +B0 − βθ̄(0, y, t). (47)

Таким образом, функция σ̄xx(0, y) выражается так же, как и в задаче термоупругости для
пластины, температура которой меняется только по толщине.

Граничные условия для σ̄xx отсутствуют, поэтому, используя принцип Сен-
Венана [11], равнодействующие усилие и момент на контуре полосы принимаем равными
нулю:

1∫
0

σ̄xx(0, y) dy = 0; (48)

1∫
0

yσ̄xx(0, y) dy = 0. (49)

Подставляя σ̄xx из (47) в (48), (49), находим постоянные A0, B0:

A0 = 6β

1∫
0

(2y − 1)θ̄(0, y, t) dy, B0 = 2β

1∫
0

(2− 3y)θ̄(0, y, t) dy.

Подставляя θ̄(0, y, t) из формулы (26) в (47), (48), получаем

A0 = βQ(0)
(1

2
− 48S(t)

)
, B0 = βQ(0)

(
t− 1

4
+ 24S(t)

)
,

где S(t) — сумма ряда:

S(t) =
∞∑

k=1

e−π2(2k−1)2t

π4(2k − 1)4
.

Полученные выше зависимости позволяют вычислить аналитически преобразования

Фурье для температуры и компонент тензора напряжений. Обратные преобразования Фу-
рье для искомых величин проведены численно.
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4. Пример численного моделирования Проведем расчет температуры и напря-
жений в полосе из стали марки Ст. 45 толщиной 0,02 м. Полоса нагревается тепловым
потоком:

q(x) = q0g(x).

Здесь q0 = const; g(x) — четная финитная дважды непрерывно дифференцируемая функ-
ция, заданная в виде

g(x) =



1 +
x

d
− 1

2π
sin

(2πx

d

)
, −d < x 6 0,

1− x

d
+

1

2π
sin

(2πx

d

)
, 0 < x < d,

0, |x| > d.

Преобразование Фурье для функции q(x) равно

q̄(ω) = q0
4π2(cos (dω)− 1)

dω2(d2ω2 − 4π2)
.

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: q0 = 2,5 · 108 Вт/м2,
d = 0,5.
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На рисунке приведены результаты вычислений температуры (в градусах Цельсия) и
напряжений (в мегапаскалях) в полосе после нагрева в течение 30 с. Из данных, приве-
денных на рисунке, следует, что в областях, прилегающих к границам полосы, возникают
сжимающие усилия, а во внутренней области — растягивающие. Таким образом, предло-
женная модель адекватно описывает термоупругие процессы, происходящие при нагреве
полосы.
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9. Melan E. Wärmespannungen: Infolge stationärer Temperatirfelder / E. Melan, H. Parkus. Wien:
Springer Verlag, 1953.
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