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Представлена математическая модель нестационарного сопряженного конвективно-кондуктив-

ного теплопереноса в замкнутом объеме с локальными источниками тепловыделения в условиях кон-
вективно-радиационного теплообмена на одной из внешних граней области решения. Проведен чис-
ленный анализ режима термогравитационной конвекции для умеренных значений числа Грасгофа.

Получены характерные поля температуры и скорости, а также представлено сравнение полей искомых

величин плоской и пространственной моделей по одному из типичных сечений области решения.

ВВЕДЕНИЕ

Большинство реальных задач термогравитационной конвекции возникает для

областей, на внешних границах которых осуществляется теплообмен с внешней по

отношению к жидкости или газу средой. Но, с другой стороны, большая часть та-
ких задач решается без учета этого фактора, значение которого до настоящего

времени однозначно не оценено.

Решение задачи термогравитационной конвекции в сопряженной постановке

подразумевает совместный анализ теплопереноса как в газовой полости, так и в

элементах твердого материала. Особенностью таких задач является существенное

взаимное влияние свободноконвективного течения в газовой полости и кондук-
тивного теплопереноса в элементах конденсированной фазы.

Работы по сопряженному теплопереносу [1−5] ограничиваются только дву-
мерной постановкой задачи с достаточно простой геометрией. Численный анализ

ламинарного естественно-конвективного течения в квадратной замкнутой области

с теплопроводными стенками [1] показал существенное изменение характерных

параметров потока в пограничном слое по сравнению с аналогичной моделью, но

в несопряженной постановке. Исследование сопряженного теплопереноса в плоской

полуоткрытой каверне, где одна из стен находится под постоянным тепловым пото-
ком, две другие, ортогональные ей, являются адиабатическими, представлено в [2].

Анализ сопряженного теплопереноса при обтекании тепловыделяющего цилиндра

ламинарным потоком жидкости проведен в [3]. Теплоперенос моделировался двумя

механизмами: теплопроводность внутри самого цилиндра и конвективный тепло-
перенос от поверхности цилиндра к потоку жидкости. Исследование сопряженной
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осесимметричной задачи естественной конвекции в частично заполненном

жидкостью вертикальном цилиндрическом баке с теплопроводной стенкой

представлено в [4, 5].

В настоящей работе проведено решение задачи нестационарного пространст-
венного сопряженного конвективно-кондуктивного теплопереноса в замкнутом

объеме с локально сосредоточенными источниками тепловыделения в условиях

конвективно-радиационного теплообмена на одной из внешних граней области

решения.

ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ

Рассматривается краевая задача нестационарного сопряженного теплоперено-
са для области, показанной на рис. 1. Область решения включает 13 подобных по

форме параллелепипедов, имеющих разные размеры и различные теплофизиче-
ские характеристики. Температура на источниках тепловыделения остается посто-
янной в течение всего процесса. Горизонтальные (z = 0, z = H, где H  размер

рассматриваемой области решения по оси z) и вертикальные (x = Lx; y = 0 y = Ly, где

Lx  размер рассматриваемой области решения по оси х, Ly  размер рассматри-
ваемой области решения по оси у) стенки, образующие газовую полость, предпо-
лагаются теплоизолированными с наружной стороны. На внешней границе одной

из них (х = 0) осуществляется конвективно-радиационный теплообмен с окру-
жающей средой.

Предполагается, что теплофизические свойства элементов твердого материа-
ла и газа не зависят от температуры, а режим течения является ламинарным. Газ

считается ньютоновской жидкостью, несжимаемой и удовлетворяющей приближе-
нию Буссинеска. Движение газа и теплоотдача во внутреннем объеме принимаются

пространственными, теплообмен излучением от источника тепловыделения и между

стенами  пренебрежимо малым по сравнению с конвективным теплообменом, газ 
абсолютно прозрачным для теплового излучения. Также в области решения присут-
ствует зона с повышенной интенсивностью теплопередачи, состоящая из двух эле-
ментов твердого материала и слоя газа между ними (см. 4 на рис. 1).

В такой постановке процесс переноса тепла в рассматриваемой области

(см. рис. 1) описывается системой нестационарных пространственных уравнений

конвекции в приближении Буссинеска в газовой полости [6−8] и нестационарным

Рис. 1. Область решения рассматриваемой задачи: 1−4  элементы твердого материала,

                     5  газ, 6  локально сосредоточенные источники тепловыделения.
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пространственным уравнением теплопроводности на основе гипотезы Фурье для

элементов твердого материала [9] с нелинейными граничными условиями.

Математическая модель, соответствующая сформулированной физической

постановке, рассматривалась в безразмерных переменных.

В качестве масштаба расстояния выбрана длина рассматриваемой области

решения по оси х. Для приведения системы уравнений к безразмерному виду

использовались следующие соотношения:
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где х, у, z  декартовы координаты, X, Y, Z  безразмерные координаты, соответ-
ствующие х, у, z,  t  время, τ  безразмерное время, t0  масштаб времени, u, v,

w  составляющие скорости в проекциях на оси х, у, z соответственно, U, V, W 
безразмерные скорости, соответствующие u, v, w, V0  масштаб скорости (ско-

рость конвекции), T  температура, Θ  безразмерная температура, T0  началь-

ная температура, Tит  температура на источнике тепловыделения, gz−z-состав-

ляющая вектора ускорения силы тяжести (gx = gy = 0), β  температурный коэф-

фициент объемного расширения, 0 0Ho xV t L=   число гомохронности.

Моделирование процесса конвективного теплопереноса в газовой полости

рассматривалось на основе переменных [10−12]:
− векторного потенциала

,x y zi j kψ ψ ψ ψ= + +
�

� �
�

удовлетворяющего следующему условию:

0,yx z

x y z

ψψ ψ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
при этом

V rot ,ψ=
�

�

− вектора завихренности скорости

1
rotV.

2
ω =

�

�
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0 0
0 0 0

0
0

0 0 0

,   ,   ,   ,

 ,   ,   ,   ,

yx z
х y z x

yx z
x y z

x

V L

V

L

ψψ ψ ψ
ψ ψ ψ

ωω ω ω
ω ω ω

Ψ = Ψ = Ψ = =

Ω = Ω = Ω = =

где i, j, k
�

� �

  орты декартовой системы координат, ψx, ψy, ψz  компоненты век-

торного потенциала ψ�  в декартовой системе координат, Ψx, Ψy, Ψz  безразмер-

ные компоненты векторного потенциала, соответствующие ψx, ψy, ψz, ψ0  масштаб
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компоненты векторного потенциала, ωx, ωy, ωz  компоненты вектора завихрен-

ности скорости ω�  в декартовой системе координат, Ωx, Ωy, Ωz  безразмерные

компоненты вектора завихренности, соответствующие ωx, ωy, ωz, ω0  масштаб

компоненты вектора завихренности скорости.

Безразмерные уравнения Буссинеска в переменных векторный потенци-
ал−вектор завихренности скорости−температура для рассматриваемой задачи

имеют вид:

− в газовой полости (см. рис. 1)
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− для элементов твердого материала
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Начальные и граничные условия для сформулированной задачи (1)–(8) имеют

следующий вид:

начальные условия
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граничные условия

− на границе, разделяющей внешнюю среду и рассматриваемую область,

записываются граничные условия, отражающие теплообмен за счет конвекции

и излучения рассматриваемого объема с внешней средой
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здесь 1,  3,  4i =  в соответствии с рис. 1;

− на всех внешних границах рассматриваемой области кроме границы, на ко-
торой осуществляется теплообмен с внешней средой, заданы условия теплоизоля-
ции
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Использовались следующие обозначения: ( ) 3 2
ит 0Gr z xg T T Lβ ν= −   число

Грасгофа, Pr aν=   число Прандтля, ν  коэффициент кинематической вязко-

сти, а  коэффициент температуропроводности, 2
0Foi i xa t L=   число Фурье,

соответствующее i-ому материалу, Θi  безразмерная температура, соответст-

вующая i-ому материалу ( 1, 5i =   в соответствии с рис. 1), Bii x iLα λ=   чис-

ло Био, соответствующее i-ому материалу, α  коэффициент теплообмена, λi 
коэффициент теплопроводности, соответствующий i-ому материалу, Т

е
  темпе-

ратура окружающей среды, ( )3
ит 0Ni x iT T Lεσ λ= −   число Старка, соответст-

вующее i-ому материалу, ,i j i jλ λ λ=   относительный коэффициент теплопро-

водности.

МЕТОД  РЕШЕНИЯ

Задача (1)−(8) с соответствующими начальными и граничными условиями

решена методом конечных разностей [13−17].
Уравнения (1)−(8) решались последовательно, каждый временной шаг начи-

нался с вычисления поля температуры как в газовой полости, так и в элементах

твердого материала (уравнения (7), (8)), затем решались уравнения Пуассона для

векторного потенциала (4)−(6). Далее определялись граничные условия для ком-
понентов вектора завихренности и решались уравнения (1)−(3).

Для численного решения уравнений (1)−(3), (7) применялась локально одно-
мерная схема А.А. Самарского [16]. В этой схеме решение трехмерной системы

сводится к последовательному решению одномерных систем. В этом случае реше-
ние одномерной системы сводится к последовательному решению систем разно-
стных уравнений с трехдиагональными матрицами методом прогонки [16, 17].
При этом необходимо отметить, что аппроксимация конвективных членов рас-
сматривалась усредненной относительно U и |U| (V и |V| или W и |W|) для того, что-
бы схема не зависела от знака скорости [13]. Использовалась неявная разностная

схема. Эволюционный член представлял собой одностороннюю разность по вре-
мени и имел первый порядок точности относительно шага по времени. Все произ-
водные по пространственным координатам аппроксимировались со вторым поряд-
ком точности относительно шага по координате.

Уравнения (4)−(6) решались методом установления, т. е. рассматривалось

решение нестационарной задачи по аналогии с решением уравнений (1)−(3). Усло-
вие выхода на стационар, например, для х-компоненты векторного потенциала

имело вид
1

, , , ,
, ,

max ,n n
xi j k xi j k

i j k
ε+Ψ − Ψ <

где n  номер итерации, i, j, k  координаты сеточного узла, ε  точность

вычислений.

Уравнение (8) также решалось с использованием локально одномерной схемы

А.А. Самарского, причем для разрешения нелинейного граничного условия III ро-
да использовался метод простой итерации [17].

Представленный метод решения был протестирован на модельной задаче.

Рассматривалась естественная конвекция в замкнутом кубе, температура на одной

грани которого больше температуры противоположной грани, остальные грани 
адиабатические. В постановке (1)−(7) содержится три безразмерных комплекса.
Численные результаты данной задачи имеются для воздуха [18−21]. Поэтому число
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Прандтля фиксировано: Pr = 0,72, а также Ho = 1. Таким образом, число входных
параметров сократилось до одного  числа Грасгофа Gr (или числа Рэлея
Ra = Gr⋅Pr). Решения получены до Ra = 106

. Большинство решений получено ре-
шением нестационарной задачи на установление. В качестве определяемой вели-
чины выступало среднее число Нуссельта по грани, имеющей наибольшую темпе-
ратуру (табл.).

Результаты, представленные в таблице, наглядно показывают, что используе-
мый метод приводит к достаточно хорошим соответствиям с результатами других

авторов.

ОБСУЖДЕНИЕ  РЕЗУЛЬТАТОВ

Численные исследования краевой задачи (1)−(8) с соответствующими началь-
ными и граничными условиями проведены при следующих значениях безразмер-
ных комплексов: Ho = 1, Gr = 106, Pr = 0,71. Безразмерные определяющие темпера-

туры имели следующие значения: Θe
 = −1, Θит = 1, Θ0 = 0.

Линии тока и поле температуры, возникающие в области расположения

источников тепловыделения Х = 0,26, представлены на рис. 2. Сплошные линии

тока (рис. 2, а) соответствуют движению против часовой стрелки, а штриховые 
по часовой стрелке.

На рис. 2, а представлены линии тока, соответствующие режиму конвектив-
ного теплопереноса Gr = 106

. Наличие циркуляционных течений в данном сечении

области решения объясняется влиянием источника тепловыделения, которое в на-
шем случае описывается числом Грасгофа. Линии тока наглядно демонстрируют

движение газовых масс: у источников тепловыделения они поднимаются, а у бли-
жайшего элемента твердого материала с относительно низкой температурой опус-
каются.

Значения средних чисел Нуссельта

Число Рэлея, Rа [18] [19] [20] [21] Полученные результаты

10
4 2,055 2,100 2,062 2,061 2,053

10
5 4,339 4,361 4,382 4,372 4,307

10
6 8,656 8,770 8,908 9,056 8,627

Рис. 2. Типичные линии тока (а) и поле температуры (b) в сечении X = 0,26.
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Симметричное положение изотерм на рис. 2, b объясняется симметрией
источников тепловыделения относительно оси Y = 0,5. Заметно прогревание пря-
моугольного элемента твердой стенки у основания области решения (температура

в этой зоне увеличивается), что в свою очередь подтверждает влияние конвектив-
ного теплопереноса в газовой полости на интенсификацию теплопроводности

в элементе твердого материала.

На рис. 3 изображены линии тока и поле температуры, соответствующие се-
чению Y = 0,36, проходящему через источник тепловыделения и область с повы-
шенной интенсивностью теплопередачи. Сплошные линии тока (рис. 3, а) соответ-
ствуют движению по часовой стрелке, а штриховые  против часовой стрелки.

В этом сечении присутствует область с повышенной интенсивностью тепло-
передачи, состоящая из двух элементов твердого материала и газовым слоем меж-
ду ними. Между этими двумя слоями твердого материала происходит движение

массы газа против часовой стрелки, поскольку первый слой (при движении по оси

Х в положительном направлении) имеет температуру меньшую, чем второй слой.

Аналогичная картина течения имеет место за вторым слоем твердого материала.

Появившееся течение в этой области деформирует основное циркуляционное те-
чение, находящееся внутри газовой полости.

Область с повышенной интенсивностью теплопередачи также вносит измене-
ния в конфигурацию изотерм. В твердых слоях этой зоны изотермы продвигаются

вглубь быстрее, чем в других окружающих элементах твердой стенки. Источник

тепловыделения оказывает влияние на элемент твердого материала, у которого он

находится. В этой области происходит сопряжение изотерм, соответствующих

низкой и высокой температурам, что приводит к деформации тепловой волны

и неравномерному распределению температуры во втором твердом слое зоны

с повышенной интенсивностью теплопередачи.

Было проведено сравнение линий тока и полей температуры плоской [22]

и пространственной постановок сопряженного конвективно-кондуктивного тепло-
переноса для одного из характерных сечений.

На рис. 4 представлены линии тока для сравниваемых моделей.

Рис. 4 наглядно показывает, что масштабы вторичного течения в плоском

случае превышают аналогичные в пространственном случае. Такой эффект объяс-
няется тем, что в двумерной постановке движение газовых масс осуществляется

только в плоскости без возможных перетоков в третьем направлении. А в случае

Рис. 3. Типичные линии тока (а) и поле температуры (b) в сечении Y = 0,36.
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пространственной задачи на распределения как температуры, так и скорости ока-
зывают влияние не только элементы данного сечения, но и вся область в целом,

что и приводит к таким отличиям.

Распределения температуры для сравниваемых моделей представлены на

рис. 5.

Характер отличий в распределении температуры аналогичен различиям в ли-
ниях тока. Основной причиной является отсутствие в двумерной модели перетоков

тепла и теплоотвода во внешние области в третьем направлении. Поэтому изотер-
мы, соответствующие безразмерным температурам 0,05 и 0,175, охватывают

большую площадь, чем в случае пространственной постановки. Можно сказать,

что теплоотвод на внешних границах области конвективного теплопереноса

приводит не только к снижению абсолютных значений температуры в каждой точке

области (см. 1 на рис. 1), но и к некоторой стабилизации самого течения и соответ-
ственно процесса теплопереноса. Полученные результаты позволяют сделать вы-
вод о том, что интенсивность теплообмена на внешних границах области термо-
гравитационной конвекции определяет не только абсолютные значения темпера-
тур, но и характер самого конвективного течения. Возможно, регулируя условия

Рис. 4. Типичные линии тока: двумерная (а) и пространственная (b) постановки.

Рис. 5. Типичные поля температуры: двумерная (а) и пространственная (b) постановки.
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теплоотвода на внешних границах области свободноконвективного течения, мож-
но будет достаточно эффективно управлять течением жидкости, а соответственно

и полем температур в этой области. Такой механизм управления тепловым режи-
мом может быть целесообразен при реализации тонких химических технологий,

технологий получения элементной базы радиоэлектроники, при получении новых

материалов, в биотехнологиях. Выделенный механизм управления тепловым ре-
жимом может быть очень эффективным в тех приложениях, где требуются, исходя

из регламента основного технологического процесса, определенные уровни гради-
ентов температур или скоростей нагрева или охлаждения объектов.

Полученные результаты создают предпосылки для более детального анализа

тепловых режимов современных малогабаритных узлов и блоков радиоэлектрон-
ной аппаратуры (РЭА) с характерными размерами 10

−2−10−1
 м. Предложенный

подход позволяет учесть все основные факторы, определяющие температурные

поля узлов и блоков РЭА. К таким факторам можно отнести наличие источников

тепловыделения, существенные отличия характерных размеров и теплофизических

характеристик отдельных элементов РЭА, кондуктивный и конвективный тепло-
обмен между отдельными поверхностями и объемами РЭА, нестационарный, как

правило, характер работы аппаратуры, существенно пространственную неодно-
родность температурных полей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Численно исследован режим термогравитационной конвекции в сопряженной

постановке в условиях конвективно-радиационного теплообмена на одной из

внешних граней области решения. Показано влияние как конвективного течения

на интенсификацию теплопереноса в элементах твердого материала (рис. 2, b,
3, b), так и кондуктивного теплопереноса в элементах твердой стенки на появление
свободноконвективного течения (рис. 3, а). Все это говорит о взаимном влиянии

свободноконвективного течения в газовой полости и кондуктивного теплоперено-
са в конденсированной фазе. При этом существенную роль играют источники теп-
ловыделения. Они являются своеобразной преградой для тепловой волны, движу-
щейся от окружающей среды, а также инициируют конвективное течение в газо-
вой полости.
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