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Изучаются пространственные периодические контактные задачи о бесконечных прямо-
линейных цепочках штампов, действующих на грань трансверсально-изотропного упру-
гого слоя, другая грань которого находится в условиях скользящей заделки. Плоскости
изотропии параллельны или перпендикулярны граням слоя. Для решения контактных
задач применяется метод нелинейных граничных интегральных уравнений, позволяю-
щий одновременно определить область контакта и контактные давления. Выполнены
расчеты для известных трансверсально-изотропных материалов.
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Введение. Актуальность контактных задач и задач механики анизотропных матери-
алов обусловлена тем, что в инженерных приложениях часто встречаются периодические
профили, возникающие после машинной обработки поверхности [1–3]. При этом волни-
стость вдоль средней линии может приводить к появлению линейно-периодической цепоч-
ки пятен контакта. Ранее для трансверсально-изотропных тел исследовались контактные
задачи о действии штампа на слой (плоскости изотропии параллельны его граням) [4], а
также на полупространство (плоскости изотропии перпендикулярны его границе) [5, 6].
Изучалась задача о периодической системе круговых штампов на изотропном слое [7]. Для
решения периодических контактных задач для круговых инденторов разработан метод ло-
кализации [8, 9]. Метод нелинейных граничных интегральных уравнений применялся при
исследовании прямолинейной цепочки штампов на неоднородном по толщине слоя [10]. Рас-
сматривались двоякопериодические контактные задачи [11, 12]. Численно исследовалось
упругое взаимодействие двумерной волнистой поверхности и полупространства, сдавлива-
емых до полного контакта [13]. В области периодического контакта учитывалось влияние
сложных явлений (трение, адгезия, износ) [14, 15], которые возникают на разных мас-
штабных уровнях [16]. В большинстве работ, посвященных исследованию периодического
контакта, рассматривались плоские задачи [17]. Целью настоящей работы является по-
лучение и решение новых интегральных уравнений периодических контактных задач для

трансверсально-изотропного слоя при различной ориентации плоскостей изотропии. В слу-
чае, когда плоскости изотропии параллельны граням слоя, ядро интегрального уравнения
можно представить в двух эквивалентных формах, методика получения одной из которых
предложена ранее [11]. В случае, когда плоскости изотропии перпендикулярны граням
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Рис. 1. Схемы контакта штампов со слоем в задаче 1 (а), задаче 2 (б), зада-
че 3 (в)

слоя, а функции-символы ядер интегральных уравнений становятся несимметричными,
рассматривается два варианта ориентации цепочек штампов.

Постановка задач. Ниже исследуются три задачи. Рассмотрим трансверсально-
изотропный упругий слой {|x| < ∞, |y| < ∞, 0 6 z 6 h}, на верхней грани которого
находится периодическая система одинаковых жестких штампов, распределенных вдоль
оси x с периодом 2m. Начало координат находится в области контакта Ω под штампом

с формой основания f(x, y). Плоскости изотропии z = const параллельны граням слоя (за-
дача 1, рис. 1,a). Нижняя грань слоя лежит без трения на недеформируемом основании
(скользящая заделка). К штампам приложены силы P , осадка штампов равна δ, перекос
отсутствует. Рассмотрим две аналогичные задачи для слоя {0 6 x 6 h, |y| < ∞, |z| < ∞},
которые отличаются от задачи 1 направлением осей координат и тем, что плоскости изо-
тропии z = const перпендикулярны граням слоя (рис. 1,б,в). В задаче 2 ось периодической
цепочки штампов совпадает с осью z, а в задаче 3 — с осью y. Для всех трех задач закон
Гука приведен в работе [5]. В задаче 1 граничные условия имеют вид

z = 0: uz = δ − f∗(x, y), (x, y) ∈ Ω∗, σz = 0, (x, y) /∈ Ω∗, τxz = τyz = 0,

z = h: uz = τxz = τyz = 0,

(1)

а в задачах 2, 3 —

x = 0: ux = δ − f∗(y, z), (y, z) ∈ Ω∗, σx = 0, (y, z) /∈ Ω∗, τxz = τxy = 0,

x = h: ux = τxz = τxy = 0

(2)

(Ω∗ — объединенная область контакта, в которой формы штампов описываются функци-
ей f∗).
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При заданных параметрах упругости Amn [5], известных величинах h, m, δ и функции
f(x, y) (задача 1) или f(y, z) (задачи 2, 3) требуется определить область контакта Ω и кон-
тактное давление σz(x, y, 0) = −q(x, y) ((x, y) ∈ Ω для задачи 1) или σx(0, y, z) = −q(y, z)
((y, z) ∈ Ω для задач 2, 3). Затем с использованием интегрального условия равновесия
штампов может быть найдена сила P .

Интегральные уравнения. Для сведения задач с граничными условиями (1), (2)
к интегральным уравнениям (ИУ) следует рассмотреть вспомогательные задачи типа за-
дачи Буссинеска о действии заданной сосредоточенной силы на грани слоя при различных

ориентациях плоскостей изотропии. Решения таких задач находятся с помощью двойных
преобразований Фурье. В результате для задачи 1 с учетом периодичности расположения
штампов получаем ИУ ((x, y) ∈ Ω)∫ ∫

Ω

q(x0, y0)K(x− x0, y − y0) dx0 dy0 = 2πθh[δ − f(x, y)], (3)

где

K(x, y) =
1

2π

∞∑
k=−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

L(r)

r
cos

(
ξ

x + 2km

h

)
cos

(
η

y

h

)
dξ dη; (4)

L(r) =
γ1 − γ2

γ1 cth (r/γ1)− γ2 cth (r/γ2)
, θ =

A11A33 − A2
13

A11(γ1 + γ2)
, r =

√
ξ2 + η2.

Для задач 2 (n = 1) и 3 (n = 2) аналогичное уравнение имеет вид ((y, z) ∈ Ω)∫ ∫
Ω

q(y0, z0)Kn(y − y0, z − z0) dy0 dz0 = 2πA66h[δ − f(y, z)], (5)

где

K1(y, z) =
1

2π

∞∑
k=−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

M(ξ, η) cos
(
ξ

z + 2km

h

)
cos

(
η

y

h

)
dξ dη; (6)

K2(y, z) =
1

2π

∞∑
k=−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

M(ξ, η) cos
(
ξ

z

h

)
cos

(
η

y + 2km

h

)
dξ dη; (7)

M(ξ, η) =
(m2 −m1)γ

2
3ξ2ζ1ζ2

D
,

D = m2h
2
1ζ2 cth ζ1 −m1h

2
2ζ1 cth ζ2 + 4(m1 −m2)η

2ζ1ζ2ζ3 cth ζ3,

ml =
A11γ

2
l − A44

A13 + A44
, hl = (ml + 1)γ2

3ξ2 + 2η2 (l = 1, 2), ζl =
√

γ2
l ξ2 + η2 (l = 1, 2, 3),

γl (l = 1, 2) — корни характеристического уравнения [2, 5]

γ4A11A44 − γ2[A11A33 − A13(A13 + 2A44)] + A33A44 = 0, γ3 =
√

A44/A66.

В силу положительной определенности матрицы упругих постоянных θ > 0 [2]. В слу-
чае изотропного материала в формулах (3), (4) с учетом пределов

lim
γ1→γ2→1

L(r) = L1(r) =
ch 2r − 1

sh 2r + 2r
, lim

γ1→γ2→1
θ =

G

1− ν
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(G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона) получаем известное ядро ИУ контактной
задачи для изотропного слоя [18]. Возможен аналогичный предельный переход в задаче
(5)–(7).

При h → ∞ после соответствующих замен переменных интегрирования функции-
символы ядер уравнений (4), (6), (7) переходят в известные для транстропного полупро-
странства (функция-символ L(r) стремится к единице, в функции-символе M(ξ, η) исчеза-
ют котангенсы) [4–6]. При этом меняются значения функций-символов в начале координат
и ряды в ядрах расходятся. Таким образом, корректность поставленных периодических за-
дач обеспечена заделкой нижней грани слоя.

Для функции-символа в задаче 1 имеет место асимптотика

L(r)− 1 = O(e−2/γ1) (r →∞, γ1 > γ2). (8)

В отличие от задачи 1 в задачах 2, 3 функции-символы несимметричны: M(ξ, η) 6=
M(η, ξ), но обладают важным асимптотическим свойством: их поведение на бесконечности
по одному из аргументов зависит от поведения в нуле по другому аргументу. Если один
из аргументов фиксирован, то

M(ξ, η) → B1

η
L1(η) (ξ → 0), M(ξ, η)ξ → B2 (ξ →∞),

M(ξ, η) → B2

ξ
L2(ξ) (η → 0), M(ξ, η)η → B1 (η →∞),

(9)

где

B1 =
γ2
3(m2 −m1)

2(γ2
3(m2 −m1)−m2γ2

1 + m1γ2
2)

, B2 =
γ1γ2(m2 −m1)

γ2
3(m1 + m2 + 2)(γ2 − γ1)

,

L2(ξ) =
γ1 − γ2

γ1 cth (γ2ξ)− γ2 cth (γ1ξ)
.

Метод решения. Дополним ИУ (3), (5) условием отсутствия контакта вне области Ω
и условием положительности контактного давления в Ω. Применяя метод нелинейных гра-
ничных ИУ [19], сведем их и граничные условия к эквивалентным нелинейным ИУ по

заданному прямоугольнику S со сторонами 2a и 2b соответственно поперек и вдоль оси
цепочки штампов (b > a), содержащему область Ω. Для численного решения нелинейных
ИУ в области S используем модифицированный метод Ньютона, при этом область Ω опре-
деляется точками S, в которых решение положительно. В нелинейные уравнения входят
ядра (4), (6), (7), которые требуется рассчитать в узлах решетки в S. Представим эти
ядра в форме, удобной для расчетов.

Введем безразмерные величины

x∗ =
x

b
, y∗ =

y

b
, z∗ =

z

b
, q∗(x∗, y∗) =

q(x, y)

2πθ
, q∗(y∗, z∗) =

q(y, z)

2πA66
, ε =

a

b
,

δ∗ =
δ

b
, λ =

h

b
, µ =

m

b
, f∗(x∗, y∗) =

f(x, y)

b
, f∗(y∗, z∗) =

f(y, z)

b
, Ω → Ω∗

(10)

(индекс “∗” далее опускается). Параметр λ характеризует относительную толщину слоя,
параметр µ > 1 — относительное расстояние между соседними областями контакта. Ис-
пользуя обозначения (10), соотношение [20]

∞∑
k=−∞

cos
(
ξ

x + 2kµ

λ

)
= 2π cos

(
ξ

x

λ

) ∞∑
k=−∞

δ
(2ξµ

λ
− 2πk

)
, (11)
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свойства δ-функции Дирака δ(x) и замену ξ = tπkλ (πk = πk/µ), запишем ядро (4) для
задачи 1 в виде

K(x, y) =
1

µ

∞∫
0

L(t)

t
cos

(
t
y

λ

)
dt +

2

µ

∞∑
k=1

cos (πkx)

∞∫
0

L(πkλ
√

1 + t2 )√
1 + t2

cos (πkyt) dt. (12)

Первое слагаемое в правой части формулы (12) совпадает с ядром ИУ соответствую-
щей плоской контактной задачи для слоя. Его главная логарифмическая часть сокраща-
ется в силу формул [21, 22]

∞∫
0

cos (ty)− e−t

t
dt = − ln |y|,

∞∫
0

cos (ty)√
1 + t2

dt = K0(y),

∞∑
k=1

K0(ky) cos (kx) =
π

2
√

x2 + y2
+

1

2

(
C + ln

y

4π

)
+ (13)

+
π

2

∞∑
k=1

( 1√
(2πk − x)2 + y2

+
1√

(2πk + x)2 + y2
− 1

πk

)
,

где K0(y) — функция Бесселя; C — постоянная Эйлера. С использованием равенств (13)
улучшим сходимость интегралов и рядов в ядре (12), выделяя главную часть с учетом

асимптотики (8):

K(x, y) =
1

µ

∞∫
0

[
(L(t)− 1) cos

(
t
y

λ

)
+ e−t

] dt

t
+

1

µ

(
C + ln

λ

4µ

)
+

+
2

µ

∞∑
k=1

cos (πkx)

∞∫
0

L(πkλ
√

1 + t2)− 1√
1 + t2

cos (πkyt) dt +

+
1√

x2 + y2
+

∞∑
k=1

( 1√
(2µk − x)2 + y2

+
1√

(2µk + x)2 + y2
− 1

µk

)
. (14)

Ядро K(x, y) в задаче 1 можно представить в эквивалентной форме, введя функ-
цию [11]

M(t) = L(t)− 1 + e−2/γ1 , γ1 > γ2.

Для задачи 2 преобразуем ядро (6) на основе соотношений (10), (11), (13) и асимптотик
(9) к форме

K1(y, z) =
B1

µ

∞∫
0

[
(L1(t)− 1) cos

(
t
y

λ

)
+ e−t

] dt

t
+

B1

µ

(
C + ln

λ

4µ

)
+

+
2

µ

∞∑
k=1

cos (πkz)

∞∫
0

(
M1(t)−

B1√
1 + t2

)
cos (πkyt) dt +

B1√
y2 + z2

+

+ B1

∞∑
k=1

( 1√
(2µk − z)2 + y2

+
1√

(2µk + z)2 + y2
− 1

µk

)
, (15)
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M1(t) = (m2 −m1)γ
2
3ζ11ζ21/D1,

D1 = m2h
2
11ζ21 cth (πkλζ11)−m1h

2
21ζ11 cth (πkλζ21) + 4(m1 −m2)t

2ζ11ζ21ζ31 cth (πkλζ31),

hl1 = (ml + 1)γ2
3 + 2t2 (l = 1, 2), ζl1 =

√
γ2

l + t2 (l = 1, 2, 3).

Для задачи 3 аналогично получаем

K2(y, z) =
B2

µ

∞∫
0

[
(L2(t)− 1) cos

(
t
z

λ

)
+ e−t

] dt

t
+

B2

µ

(
C + ln

λ

4µ

)
+

+
2

µ

∞∑
k=1

cos (πky)

∞∫
0

(
M2(t)−

B2√
1 + t2

)
cos (πkzt) dt +

B2√
y2 + z2

+

+ B2

∞∑
k=1

( 1√
(2µk − y)2 + z2

+
1√

(2µk + y)2 + z2
− 1

µk

)
, (16)

M2(t) = (m2 −m1)γ
2
3t2ζ12ζ22/D2,

D2 = m2h
2
12ζ22 cth (πkλζ12)−m1h

2
22ζ12 cth (πkλζ22) + 4(m1 −m2)ζ12ζ22ζ32 cth (πkλζ32),

hl2 = (ml + 1)γ2
3t2 + 2 (l = 1, 2), ζl2 =

√
γ2

l t2 + 1 (l = 1, 2, 3).

При µ → ∞ ядра (14)–(16) переходят в ядра соответствующих контактных задач
для одного штампа. Ядра (15), (16) содержат ядра соответствующих плоских контактных
задач. При этом характерные для плоских задач логарифмические особенности сокра-
щаются в силу (9). Ряд-интеграл в формуле (14) сходится при любых x, y, требуется

регуляризация только особого члена (x2 + y2)−1/2 при x = y = 0. В отличие от задачи 1
в задачах 2, 3 в рядах-интегралах требуется дополнительная регуляризация при y = 0
(в формуле (15)) и z = 0 (в формуле (16)), поскольку подынтегральные функции убывают

по закону t−2 (t →∞). При y 6= 0 (в формуле (15)) и z 6= 0 (в формуле (16)) ряды-интегралы
сходятся быстро, так как при k → ∞ интегралы убывают по экспоненциальному закону.
Для вычисления этих интегралов рекомендуется разбивать промежуток интегрирования

по нулям подынтегрального косинуса и рассчитывать эти интегралы отдельно на каждом

интервале.
Численный анализ. Для расчетов выбраны следующие трансверсально-изотропные

материалы (параметры упругости Aij приведены в [1. С. 22–23]): древесина, в частности
ель Дугласа (γ2

1 = 13,79, γ2
2 = 0,1227, γ2

3 = 0,7101, m1 = 76,22, m2 = 1/m1), и гнейс
влажный (γ2

1 = 2,627, γ2
2 = 0,2999, γ2

3 = 0,5660, m1 = 4,085, m2 = 1/m1). В качестве

штампов используются эллиптические параболоиды f(x, y) = Ax2 + By2 (задача 1) и
f(y, z) = Ay2 + Bz2 (задачи 2, 3). На рис. 2, 3 показаны зависимости безразмерной инте-
гральной характеристики контактных давлений P0 = P/θ от осадки δ и относительной
толщины слоя λ (ε = 1) соответственно. Видно, что величина P0 существенно зависит

как от материала слоя, так и от положения плоскостей изотропии. Для гнейса влажного
(задачи 2, 3) с ростом δ или λ может меняться направление оси периодической цепочки
на грани слоя, вдоль которого требуется меньшая сила P для внедрения штампов. Для
транстропного полупространства, в случае когда плоскости изотропии перпендикулярны
его границе (задачи 2, 3 при λ → ∞), решение задачи типа задачи Буссинеска (нор-
мальное перемещение точек границы под действием нормальной сосредоточенной силы,
приложенной в начале координат) получается в форме, свободной от квадратур [6]. Имея
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Рис. 2. Зависимость P0(δ) для древесины (а) и гнейса влажного (б) при λ = 2,
µ = 1,1, A = B = 10−3:
сплошные линии — задача 1, штриховые — задача 2, пунктирные — задача 3
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Рис. 3. Зависимость P0(λ) для древесины (а) и гнейса влажного (б) при µ = 1,1,
δ = A = B = 10−3:
сплошные линии — задача 1, штриховые — задача 2, пунктирные — задача 3

такое решение, нетрудно показать, что для точек, равноудаленных от начала координат,
нормальные перемещения вдоль оси y могут быть меньше перемещений вдоль оси z (древе-
сина ели), и наоборот (гнейс влажный). Этим объясняется пересечение кривых на рис. 3,б
для задач 2, 3 при достаточно больших λ. Вдавливающая сила возрастает при увеличении
осадки (см. рис. 2), а также при уменьшении λ вследствие увеличения влияния скользящей
заделки нижней грани слоя (см. рис. 3). Как показывают расчеты, в относительно тонкий
слой легче вдавить один штамп, чем цепочку, тогда как для внедрения периодической
цепочки инденторов в относительно толстый слой требуется меньшая сила.

Для изучения перколяции (слияния) [13] областей контакта положим µ = 1. При этом
прямоугольники, содержащие области контакта, соприкасаются сторонами, в точках ко-
торых возможна перколяция при увеличении силы P или осадки δ. При µ = 1 в ядрах (14)–
(16) помимо классической интегрируемой особенности появляются новые интегрируемые
особенности в точках возможной перколяции (на сторонах прямоугольника S, перпенди-
кулярных оси цепочки штампов). Например, в задаче 1 помимо известной особенности

(x2 + y2)−1/2 возникают особенности вида ((2 ± x)2 + y2)−1/2, |x| 6 2, |y| 6 2ε. В таб-
лице приведены значения осадки и силы в начальный момент перколяции (µ = ε = 1,
A = 5 · 10−4, B = 10−3). Из таблицы следует, что зависимость осадки δ от относительной
толщины слоя λ является монотонной, в то время как зависимость P0(λ) имеет немоно-
тонный характер вследствие наличия заделки нижней грани слоя.
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Значения осадки и силы в начальный момент перколяции в задаче 1

λ

δ · 103 P0 · 103

Древесина

(ель Дугласа)
Гнейс

влажный

Древесина

(ель Дугласа)
Гнейс

влажный

1 0,7 0,8 0,724 0,520
2 0,9 1,2 0,617 0,602
3 1,1 1,4 0,629 0,589
4 1,2 1,6 0,591 0,609
5 1,3 1,8 0,580 0,641

Заключение. Полученные ИУ трехмерных периодических контактных задач для

трансверсально-изотропного слоя являются обобщением как ИУ соответствующих трех-
мерных задач для одного штампа (предельный переход при µ → ∞), так и ИУ плоских
задач (в случае области контакта Ω в виде полосы и плоского штампа). Форма обла-
стей контакта существенно зависит от ориентации плоскостей изотропии. Для достаточно
близко расположенных штампов при увеличении контактного давления может возникнуть

перколяция — просачивание областей контакта друг в друга и образование односвяз-
ной сплошной бесконечно длинной области контакта. Переход от дискретного контакта
к непрерывному обусловлен образованием новых интегрируемых особенностей ядра ИУ в

точках слияния областей контакта.
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