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Предложена новая формулировка задачи о колебаниях балки на упругом основании на
основе нелинейной теории пятого порядка, построенной с использованием точного выра-
жения для кривизны балки. Проведено исследование мод поперечных колебаний балки,
которые определяются собственными частотами системы. С помощью аналитическо-
го метода разложения по параметру решено частотное уравнение. Показано, что для
описания колебаний балки на упругом основании достаточно использовать первый член
в разложении. Выполнена оценка точности предложенного метода путем сравнения по-
лученных на его основе результатов с результатами численного решения.

Ключевые слова: нелинейность пятого порядка, метод разложения по параметру,
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Введение. При решении прикладных задач представляет интерес изучение поведе-
ния балочных конструкций при больших деформациях.Многие конструкции и их элементы
(лопасти вертолетов, антенны космических кораблей, крылья самолетов, высотные здания,
большие пролеты мостов, колонны бурильных машин и т. п.) можно рассматривать как
балки. В работах [1–17] получены дифференциальные уравнения в частных производных и
различные краевые условия задачи о поперечных колебаниях балки. Исследовались нели-
нейные частоты балки, сведения о которых необходимы при расчете многих конструкций.
Для того чтобы получить характеристики конструкций в случае нелинейных колебаний,
нужно провести точный анализ задачи. Уравнения движения большинства моделей, опи-
сывающих нелинейную динамику гибких балок, содержат нелинейные члены третьего по-
рядка. Для того чтобы получить новую информацию, необходимы уравнения движения,
содержащие нелинейные члены более высокого порядка. Существует небольшое количе-
ство работ, в которых исследуются уравнения, содержащие нелинейные члены высокого
порядка [5].

В последнее время достигнут существенный прогресс в построении аналитических ре-
шений нелинейных уравнений без малых параметров. При этом использовались различные
классические методы решения нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих
нелинейные колебания, при наличии больших параметров: метод энергетического балан-
са и вариационный метод [18], преобразование Лапласа [2], метод Гамильтона [19], метод
многомасштабной декомпозиции [20], метод минимакса [21], итерационный метод возму-
щения [22], метод непрерывных возмущений [23], многостадийный метод декомпозиции

c© Седиги Х. М., Ширази К. Х., 2014



Х. М. Седиги, К. Х. Ширази 187

Адомиана [24], итерационный вариационный метод [3], метод многих масштабов [25], мо-
нотонные итерационные схемы [26], решения типа решений Навье и Леви [27, 28]. В разных
методах используются различные способы исключения малых параметров.

С помощью метода разложения по параметру [29] точно и достаточно просто решает-
ся большой класс нелинейных задач. Приближения этого метода быстро сходятся к реше-
нию. Как правило, для достижения большой точности достаточно использовать несколько
приближений. Метод разложения по параметру применяется при решении различных ин-
женерных задач.

В работе [1] показаны преимущества метода разложения по параметру, вариационно-
го итерационного метода, метода Гамильтона, метода минимакса, метода энергетического
баланса решения уравнения задачи о поперечных колебаниях консоли. В работе [30] с
использованием модифицированного метода разложения по параметру вычислялось при-
ближенное значение периода нелинейного осциллятора с дискретно распределенными мас-
сами. В [31] метод разложения по параметру применялся для изучения сильнонелинейного
осциллятора. В [6–8] методом разложения по параметру исследовались колебания консоли
при наличии “мертвых” зон и краевых условий для нагрузок.

Также показана эффективность использования метода разложения по параметру при

анализе нелинейной задачи о колебаниях массы, прикрепленной к натянутой упругой про-
волоке [32], и при решении задачи об устойчивости и свободных колебаниях микроба-
лок [33].

Целью данной работы является получение методом разложения по параметру ана-
литического решения геометрически нелинейной задачи о колебаниях балки Эйлера —
Бернулли с учетом точного выражения для кривизны балки и с сохранением нелинейно-
го члена пятого порядка. Для получения нелинейного обыкновенного дифференциального
уравнения из уравнения в частных производных используется метод Галеркина.

Уравнение движения. Рассмотрим свободно опертую балку длиной l, лежащую на
упругом основании и нагруженную сжимающей силой P (рис. 1). Пусть I — момент инер-
ции балки, m — масса балки на единицу ее длины, E — модуль упругости материала

балки, kf — жесткость упругого основания, w — поперечное смещение балки. Дифферен-
циальное уравнение равновесия балки в деформированном состоянии имеет вид

d2

dx2

( EIw′′(x, t)

[1− w′2(x, t)]1/2

)
+ Pw′′(x, t) + kfw(x, t) + mẅ(x, t) = 0,

где w′′(x, t)/
√

1− w′2(x, t) — “точное” выражение для кривизны [34]. С использованием
аппроксимации

w′′(x, t)

[1− w′2(x, t)]1/2
' w′′(x, t)

(
1 +

1

2
w′2(x, t) +

3

8
w′4(x, t)

)

kf

l

P

Рис. 1. Однородная свободно опертая балка, покоящаяся на упругом основании
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нелинейное дифференциальное уравнение записывается в следующем виде:

EIw(4)
(
1 +

1

2
w′2 +

3

8
w′4

)
+ 3EIw′′′w′w′′ +

9

2
EIw′′′w′3w′′ + EIw′′3 +

9

2
EIw′2w′′3 +

+ Pw′′ + kfw + mẅ = 0. (1)

Краевые условия для уравнения (1) имеют вид

w(0, t) =
∂2w

∂x2
(0, t) = 0, w(l, t) =

∂2w

∂x2
(l, t) = 0.

Положим

ϕ(x) = sin (πx/l).

Здесь ϕ(x) — первая мода свободно опертой балки.
Используя метод Бубнова — Галеркина, получаем

l∫
0

[
EIw(4)

(
1 +

1

2
w′2 +

3

8
w′4

)
+ 3EIw′′′w′w′′ +

9

2
EIw′′′w′3w′′ + EIw′′3 +

+
9

2
EIw′2w′′3 + Pw′′ + kfw + mẅ

]
ϕ(x) dx = 0.

В безразмерных переменных

τ =

√
EI

ml4
t, q̄ =

q

l

нелинейное дифференциальное уравнение для q̄ имеет вид

d2q̄(τ)

dτ2
+ γ1q̄(τ) + γ2(q̄(τ))3 + γ3(q̄(τ))5 = 0, (2)

где

γ1 = π4 − Pl2π2

EI
+

kf l4

EI
, γ2 =

1

8
π6, γ3 =

3

64
π8. (3)

Аналитический метод решения. Рассмотрим уравнение колебаний балки Эйле-
ра — Бернулли (2) с начальными условиями

q(0) = A, q̇(0) = 0.

Свободное колебание системы без затухания является периодическим и может быть пред-
ставлено фундаментальной системой функций

cos (mωτ), m = 1, 2, 3, . . . .

Обозначим через ω круговую частоту. Необходимо определить зависимость ω(A), где A —
начальная амплитуда. При использовании метода разложения по параметру вводится па-
раметр p ∈ [0, 1], по которому выполняется разложение. В соответствии с этим методом
решение уравнения (2) будем искать в виде

q(τ) = q0(τ) + pq1(τ) + p2q2(τ) + . . . . (4)

Выражения для коэффициентов 1 и γ1 в уравнении (2) представляются в аналогичном
виде [29]:

1 = 1 + pa1 + p2a2 + . . . , γ1 = ω2 − pb1 − p2b2 + . . . , 1 = pc1 + p2c2 + . . . , (5)
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где константы ai, bi, ci (i = 1, 2, 3, . . .) подлежат определению. При p = 0 уравнение (2) ста-
новится линейным дифференциальным уравнением, для которого можно построить анали-
тическое решение и вычислить его значение при p = 1. Подставляя (5), (4) в уравнение (2),
получаем

(1 + pa1)(q̈0 + pq̈1) + (ω2 − pb1)(q0 + pq1 + p2q2) +

+ (pc1 + p2c2)[γ2(q0 + pq1)
3 + γ3(q0 + pq1)

5] = 0. (6)

Сохраняя в уравнении (6) члены при одинаковых степенях параметра p, получаем линей-
ные дифференциальные уравнения, первое из которых имеет вид

q̈0(τ) + ω2q0(τ) = 0, q0(0) = A, q̇0(0) = 0. (7)

Решением задачи (7) является функция

q0(τ) = A cos (ωτ). (8)

Подставляя решение (8) в правую часть второго уравнения, получаем

q̈1(τ) + ω2q1(τ) = −
(3

4
c1γ2A

3 +
5

8
c1γ3A

5 − a1Aω2 − b1A
)

cos (ωτ)−

−
(1

4
c1γ2A

3 +
5

16
c1γ3A

5
)

cos (3ωτ)− 1

16
c1γ3A

5 cos (5ωτ). (9)

Для того чтобы исключить из уравнения (9) секулярный член, необходимо приравнять
к нулю коэффициент при cos (ωt):

c(ω) =
3

4
c1γ2A

3 +
5

8
c1γ3A

5 − a1Aω2 − b1A = 0. (10)

Сохраняя в аппроксимациях (5) только один член и полагая p = 1, находим

a1 = 0, b1 = ω2 − γ1, c1 = 1. (11)

Из (10), (11) получаем зависимость

ω(A) = ±
√

γ1 + (3/4)γ2A2 + (5/8)γ3A4 , (12)

где параметры γ1, γ2, γ3 определены в (3). Из (8) с учетом (12) получаем

q(τ) ≈ q0(τ) = A cos (
√

γ1 + (3/4)γ2A2 + (5/8)γ3A4 τ). (13)

Решая уравнение (9), находим q1(t). Таким образом, удерживая только два члена в разло-
жении (4), получаем

q(τ) = q0(τ) + q1(τ) = A cos (ωτ)− 1

96

A3 cos (ωτ)(3γ2 + 4γ3A
2)

ω2
+

+
1

384

A3(12γ2 cos (3ωτ) + 15γ3A
2 cos (3ωτ) + γ3A

2 cos (5ωτ))

ω2
−

− A3 sin (ωτ)

384

12γ2 sin ω + 16A2γ3 sin ω − 36γ2 sin (3ω)− 45γ3A
2 sin (3ω)− 5γ3A

2 sin (5ω)

ω2 cos ω
.

Результаты исследования и их обсуждение. Для балки, сжатой осевой силой и
лежащей на упругом основании, проведено сравнение аналитического решения, полученно-
го с использованием аппроксимации (13), и численного решения при различных начальных
условиях (рис. 2). На рис. 2 приведена зависимость безразмерной амплитуды q̄ от безраз-
мерного времени ωτ . Численное решение получено путем интегрирования уравнения (2)
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Рис. 2. Аналитическое (линии) и численное (точки) решения задачи:
1 — A = 0,02, q̇(0) = 0, 2 — A = 0,05, q̇(0) = 0, 3 — A = 0,1, q̇(0) = 0, 4 — A = 0,15,
q̇(0) = 0, 5 — A = 0,2, q̇(0) = 0

методом Рунге — Кутты четвертого порядка. Из приведенных результатов следует, что
при построении аналитического решения достаточно сохранить только первый член ряда

в разложении (4). Заметим, что период также определяется точно, несмотря на осцил-
ляцию амплитуды. При построении решений использовались следующие данные: осевая
нагрузка P = 1000 Н, модуль упругости E = 200 ГПа, момент инерции I = 22,5 · 10−8 м4,
модуль упругости основания kf = 8,3 · 105 Н/м2, длина балки l = 1 м, масса балки на
единицу ее длины m = 23,5 кг/м.

Для балки Эйлера — Бернулли уравнение колебаний Эйлера — Лагранжа имеет сле-
дующий вид:

d2

dx2
(EIw′′(x, t)) + Pw′′(x, t) + kfw(x, t) + mẅ(x, t) = 0.

Используя метод Бубнова — Галеркина, для первой моды колебаний получаем уравнение

d2q̄

dt2
+ γ1q̄(τ) = 0,

где

γ1 = π4 − Pl2π2

EI
+

kf l4

EI
.

На рис. 3 приведена зависимость безразмерной амплитуды от безразмерного време-
ни при различном количестве удержанных нелинейных членов в выражении (13). Из (13)
следует, что нелинейная собственная частота является функцией амплитуды, а значит,
точность аппроксимации частоты в классической теории балки (γ2 = γ3 = 0) и при куби-
ческой аппроксимации кривизны (γ3 = 0) уменьшается.

Из результатов, приведенных на рис. 3, следует, что при увеличении начальной ампли-
туды различие результатов, полученных с помощью классической теории балки и теории,
в которой используется аппроксимация кривизны балки пятого порядка, увеличивается.
Это различие становится незначительным при стремлении начальной амплитуды к нулю.

Также изучено влияние аппроксимаций третьего и пятого порядков в выражении (13)
на собственную частоту. Установлено, что с увеличением амплитуды различие результа-
тов, полученных с помощью классической теории балки, теории, в которой используется
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Рис. 3. Влияние на динамику балки нелинейных членов при A = 0,2 (а) и A = 0,3 (б):
1 — классическая теория балки, 2 — теория с учетом нелинейных членов пятого порядка
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Рис. 4. Зависимость безразмерной частоты от безразмерной амплитуды, вы-
численная по различным теориям:
1 — нелинейная теория пятого порядка, 2 — нелинейная теория третьего порядка, 3 —
классическая теория балки

аппроксимация третьего порядка, и теории, в которой используется аппроксимация пятого
порядка, увеличивается (рис. 4).

Таким образом, для того чтобы адекватно описать нелинейное поведение балки при
больших смещениях, в уравнениях движения необходимо учитывать нелинейные члены
высокого порядка. При движении свободно опертых гибких балок при больших амплиту-
дах существенным является влияние нелинейных эффектов. На рис. 5 представлена зави-
симость погрешности результатов δ, полученных по различным теориям, от безразмерной
амплитуды.

На рис. 6 представлена зависимость безразмерной собственной частоты от парамет-
ра γ1 при удержании в уравнении нелинейного члена пятого порядка для различных зна-
чений безразмерной амплитуды A. Видно, что при увеличении амплитуды A погрешность
определения собственной частоты по классической теории балки возрастает. Относитель-
ная погрешность результатов, полученных при различных значениях A, показана на рис. 7.
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Рис. 5. Относительная погрешность определения собственной частоты по класси-
ческой теории балки (1) и нелинейной теории третьего порядка (2) по сравнению с

результатами, полученными с использованием нелинейной теории пятого порядка

Рис. 6. Зависимость безразмерной частоты от параметра γ1 при различных значениях

амплитуды A:
1–3 — теория с использованием аппроксимации пятого порядка в выражении для кривизны

балки (1 — A = 0,1, 2 — A = 0,2, 3 — A = 0,3) 4 — классическая теория балки
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Рис. 7. Относительная погрешность определения собственной частоты по класси-
ческой теории балки по сравнению с результатами, полученными с использованием
нелинейной теории пятого порядка:
1 — A = 0,01, 2 — A = 0,05, 3 — A = 0,1, 4 — A = 0,2, 5 — A = 0,3

Рис. 8. Относительная погрешность определения собственной частоты по нелинейной
теории третьего порядка по сравнению с результатами, полученными с использова-
нием нелинейной теории пятого порядка:
1 — A = 0,05, 2 — A = 0,1, 3 — A = 0,2, 4 — A = 0,3, 5 — A = 0,35
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На рис. 8 показана относительная погрешность результатов, полученных по нелиней-
ной теории третьего порядка, по сравнению с результатами, полученными по нелинейной
теории пятого порядка.

Следует отметить, что предложенный в данной работе метод можно использовать
в случае балки с другими краевыми условиями, выбрав соответствующим образом функ-
цию ϕ(x).

Заключение. В работе предложен новый аналитический метод решения нелинейного
уравнения колебаний покоящейся на упругом основании балки, полученного с использова-
нием аппроксимации пятого порядка. Показано, что при больших амплитудах результаты
вычисления собственной частоты балки по классической теории балки и теории с удер-
жанием нелинейного члена третьего порядка могут содержать погрешности по сравнению

с результатами вычислений по теории с удержанием нелинейного члена пятого порядка.
Предлагаемое аналитическое решение может иметь большое значение при изучении

влияния параметров балки и начальных условий на ее нелинейную динамику. Проведено
сравнение полученного аналитического решения с численным решением. Предлагаемый
метод может быть использован при анализе сильнонелинейных систем.
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