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Подмодель идеального газа, инвариантная относительно переносов по времени и по од-
ному пространственному направлению, в случае вихревых движений имеет четыре ин-
теграла. Для функции тока и удельного объема получена система нелинейных диффе-
ренциальных уравнений третьего порядка с одним произвольным элементом, включа-
ющим уравнение состояния и произвольные функции интегралов. Найдены преобразо-
вания эквивалентности по произвольному элементу. Решена задача групповой класси-
фикации. Получена оптимальная система неподобных подалгебр для алгебр групповой
классификации. Рассмотрены примеры инвариантных решений, описывающих вихре-
вые движения газа с переменной энтропией, в том числе точечный источник или сток.
С использованием двумерных подалгебр получены аналоги простых волн.
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Введение. Модель идеальной газовой динамики изучена достаточно хорошо [1–3]:
разработаны численные и аналитические методы решения краевых задач [4, 5], для те-
стирования расчетов и выявления новых особенностей движения газа созданы методы

симметрийного анализа [6, 7], классические результаты, полученные для плоских устано-
вившихся безвихревых течений [2, 3, 8], обобщены на случай вихревых изоэнтропических
течений [9, 10].

В данной работе выводится математическая подмодель вихревых движений с пере-
менной энтропией для произвольного уравнения состояния и произвольных значений ин-
тегралов Бернулли, энтропии, завихренности, которые объединены в один произвольный
элемент. С использованием методов группового анализа [1, 11–13] получены преобразова-
ния эквивалентности модели, изменяющие лишь произвольный элемент.

1. Стационарная двумерная подмодель и преобразования эквивалентности.
Уравнения газовой динамики [8]

ut + (u · ∇)u + ρ−1∇p = 0, ρt + (u · ∇)ρ+ ρ∇ · u = 0,

St + u · ∇S = 0, p = g(V, S) = −εV (V, S), T = εS , V = ρ−1,
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где ε — удельная внутренняя энергия; ε = ε(V, S) — уравнение состояния; p — давление;
ρ — плотность; S — энтропия; T — температура; V — удельный объем, инвариантны
относительно переносов по времени t, по пространству x, относительно галилеевых пере-
носов (движения системы отсчета с постоянной скоростью) и вращений, а также относи-
тельно равномерных растяжений по t и x. Преобразования образуют 11-параметрическую
группу [1]. Рассмотрим инвариантные движения относительно переносов по t и z в декар-
товой системе координат x = (x, y, z), u = (u, v, w). Построим инвариантную стационар-
ную двумерную подмодель [2, 3, 8]

Du+ V px = 0, Dv + V py = 0, Dw = 0, DS = 0,

Dρ+ ρ(ux + vy) = (ρu)x + (ρv)y = 0,
(1)

где p = g(V, S) — уравнение состояния; D = u ∂x + v ∂y. Введем функцию тока ψ(x, y) в
соответствии с последним уравнением системы (1):

u = V ψy, v = −V ψx, ∂ψ ≡ 0, D = V ∂, ∂ = ψy ∂x − ψx ∂y.

Система (1) с энтальпией i = ε+pV , iV = −V εV V = V gV имеет три интеграла (Бернулли,
энтропии и третьей компоненты скорости):

V 2(ψ2
x + ψ2

y) + 2i = B2(ψ), S = S(ψ), w = w(ψ). (2)

В результате в системе (1) остается одно уравнение

(∂u)y = (∂v)x,

которое с учетом (2) записывается в виде

∂ [−BB′V −1 + S′εSV
−1 + V ∆ψ +∇ψ · ∇V ] = 0.

Отсюда следует четвертый интеграл, который вместе с интегралом Бернулли образует
уравнения подмодели

V ∆ψ +∇ψ · ∇V = Kψ/2, ψ2
x + ψ2

y +KV = 0, KV 6= 0, (3)

где K = B2(ψ)V −1−2εV −1−2P1(ψ) — произвольный элемент, который выражается через
уравнение состояния и произвольные функции интегралов B(ψ), S(ψ), P1(ψ).

С учетом интегралов (2) выражение для вихря скорости инвариантной подмодели
записывается в виде

ω = ∇× u = (wy − vz, uz − wx, vx − uy) = (w′ψy,−w′ψx, ω), ω = vx − uy.

Величина ω в силу (3) равна

ω = −Kψ/2 = −P ′
1 −BB′V −1 + S′εSV

−1

и в силу (1), (2) удовлетворяет равенству

∂ω = −(ω + S′gS)V −1 ∂V.

Отсюда получаем интеграл завихренности

ωV = Ω′(ψ) + S′εS ⇒ K = −2P (ψ)− 2V −1Ω− 2V −1ε. (4)

Выражения для K в (3) и (4) различаются на линейное слагаемое по ρ = V −1: P = P1,
Ω = −B2/2.

В случае изоэнтропических течений вихревые движения рассмотрены в [9, 10]. Далее
рассматриваются вихревые движения с переменной энтропией.
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Для произвольного элемента выполнены равенства

Kx = Ky = 0. (5)

Преобразования переменных x, y, V, ψ, не меняющие вид уравнений (3), (5), но изменяю-
щие функцию K(V, ψ), называются преобразованиями эквивалентности и образуют груп-
пу, алгебра Ли которой задается операторами, продолженными на производные, входящие
в уравнения (3), (5) [1, 12]:

Y = ξx ∂x + ξy ∂y + ηV ∂V + ηψ ∂ψ + ηK ∂K + (D̃xη
V − VxD̃xξ

x − VyD̃xξ
y) ∂Vx +

+ (D̃yη
V − VxD̃yξ

x − VyD̃yξ
y) ∂Vy + ζx ∂ψx + ζy∂ψy + (D̃xζ

x − ψxxD̃xξ
x − ψxyD̃xξ

y) ∂ψxx +

+(D̃yζ
y−ψxyD̃yξ

x−ψyyD̃yξ
y) ∂ψyy +(Djη

K−KxDjξ
x−KyDjξ

y−KVDjη
V −KψDjη

ψ) ∂Kj
,

j = x, y, V, ψ,

где

ζi = D̃iξ
ψ − ψxD̃iξ

x − ψyD̃iξ
y, i = x, y, Dj = ∂j +Kj ∂K ,

D̃i = ∂i + Vi ∂V + ψi ∂ψ + (Ki +KV Vi +Kψψi) ∂K +

+ (Kji +KjV Vi +Kjψψi) ∂kj + ψxi ∂ψx + ψyi ∂ψy .

Координаты оператора ξi, ηl, l = V, ψ,K — функции переменных x, y, V, ψ,K. Условия ин-
вариантности уравнений (3), (5) задают переопределенную систему линейных однородных
уравнений для координат оператора Y [1], из решения которой следует

Теорема 1. Алгебра Ли преобразований эквивалентности бесконечномерна. Базис-
ные операторы имеют вид

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = y ∂x − x ∂y, X4 = x ∂x + y ∂y + ψ ∂ψ,

X5 = ψ ∂ψ + 2K ∂K , 〈η〉 = −V η′(ψ) ∂V + η(ψ) ∂ψ, 〈ζ〉0 = ζ(ψ) ∂K ,

где η(ψ), ζ(ψ) — произвольные функции.
Замечание 1. Преобразования, не изменяющие функцию K(ψ, V ), образуют ядро до-

пускаемых групп {X1, X2, X3}.
Замечание 2. Преобразования, изменяющие функцию K, имеют следующий вид:
a) K̃ = K + ζ(ψ);

б) ψ̃ = bψ, K̃ = Kb2;

в) x̃ = cx, ỹ = cy, ψ̃ = cψ;

г) Ṽ η(ψ̃) = V η(ψ), a =

ψ∫
ψ̃

dt

η(t)
.

Здесь ζ(ψ) — произвольная функция; η(t) — любая фиксированная функция; a, b, c —
постоянные групповые параметры.

Если η = A — постоянная, то преобразование “г” есть перенос по ψ:

Ṽ = V, ψ̃ = ψ − aA.

Если η(t) = t, то преобразование “г” есть растяжение:

ψ̃ = ψ e−a, Ṽ = ea V.

Замечание 3. Допускается отражение ψ → −ψ.
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2. Групповая классификация подмодели. Задача групповой классификации за-
ключается в том, чтобы с точностью до преобразований эквивалентности найти произ-
вольные элементы системы (3), для которых ядро допускаемых групп расширяется.

Оператор алгебры Ли точечных преобразований продолжается на производные, вхо-
дящие в уравнения системы (3) [1]:

X = ξx ∂x + ξy ∂y + ηV ∂V + ηψ ∂ψ + ζx ∂ψx + ζy ∂ψy +

+ (Dxη
V − VxDxξ

x − VyDxξ
y) ∂Vx + (Dyη

V − VxDyξ
x − VyDyξ

y) ∂Vy +

+ (Dxξ
x − ψxxDxξ

x − ψxyDxξ
y) ∂ψxx + (Dyξ

y − ψxyDyξ
x − ψyyDyξ

y) ∂ψyy .

Здесь ζi = Diη
ψ − ψxDiξ

x − ψyDiξ
y (i = x, y); Di = ∂i + Vi ∂V + ψi ∂ψ + Vij ∂Vj + ψij ∂ψj

(j = x, y) — операторы полного дифференцирования; операторные координаты ξx, ξy, ηV ,
ηψ — функции переменных x, y, V , ψ.

Условие инвариантности первого уравнения системы (3) определяют координаты опе-
ратора

ξx = Nx+ Ey + E1, ξy = Ny − Ex+ E2,

ηψ = ηψ(ψ), ηV = V (2N − ηψψ),

где E, E1, E2, N — постоянные, и два определяющих соотношения

KψV V (2N − ηψψ) + ηψKψψ = 0,

V KV V (2N − ηψψ) +KV ψη
ψ + 2(N − ηψψ)KV = 0.

(6)

Последнее уравнение интегрируется по V , и система (6) принимает вид

V (2N − ηψψ)KV + ηψKψ − ηψψK = χ(ψ),

(V KV +K)ηψψψ + χ′(ψ) = 0.
(7)

Здесь χ(ψ) — произвольная функция.
Определяющие соотношения для функции K(ψ, V ) задаются переопределенной систе-

мой уравнений

V (C − b′)KV + b(ψ)Kψ − b′K = µ(ψ),

(V KV +K)b′′ + µ′ = 0
(8)

с некоторыми функциями b(ψ), µ(ψ) и постоянной C.
Требуется найти общее решение системы (8) с точностью до преобразований эквива-

лентности при различных b(ψ). Если b′′ 6= 0, то из второго уравнения (8) следует

K = −µ
′

b′′
+
λ(ψ)

V
→ λ(ψ)

V
.

Здесь действует преобразование эквивалентности “а” (см. п. 1). Из системы (8) с точно-
стью до преобразований эквивалентности следует

µ = 0, λ = exp
(
C

∫
b−1 dψ

)
.
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В результате подстановки функции K в систему (7) определяются функции χ(ψ),
ηψ(ψ), ηV :

χ = 0, ηψ = η(ψ), ηV = 2NV λλ′′/λ′2 (C 6= 0),

χ = 0, ηψ = η(ψ), ηV = −V η′(ψ) (C = 0),

где N — произвольная постоянная; η(ψ) — произвольная функция.
Рассмотрим случай b = Bψ +B0.
Из (8) следует, что µ = M — постоянная и выполняется равенство

(C −B)V KV + (Bψ +B0)Kψ = BK +M. (9)

Если B 6= 0, то с точностью до преобразований эквивалентности “а” и “г” можно считать
B0 = M = 0. Общее решение уравнения (9), где CB−1 = m, имеет вид

K = ψk(I), I = V −1ψm−1

для любого m и k 6= 0. Последнее неравенство следует из физического смысла системы (3).
Из уточненных соотношений (7)

χ′ = ψηψψψ(IkI − k),

(ηψψ − 2N)ψIkI + ηψ((m− 1)IkI + k)− ψηψψk = χ

получаем равенство

mηψψ = 2N.

Если m = 0, то N = 0 и

(IkI − k)(ψηψψ − ηψ) = χ.

При ψηψψ = ηψ χ = 0, k(I) — произвольная функция,

ηψ = Bψ, ηV = −BV.

При ψηψψ 6= ηψ k = −n+K0I, K → ψI, ηψ = η(ψ) — произвольная функция, ηV = −V η′.
Пусть m 6= 0, тогда ηψ = (2N/m)ψ +B0, χ = M , B0((m− 1)IkI + k) = M .
Если B0 = M = 0, то k(I) — произвольная функция и выполняются равенства

ηψ = (2N/m)ψ, ηV = 2N(1− 1/m)V, K = ψk(I).

При B0 6= 0 с точностью до преобразований эквивалентности имеем

K = V 1/(m−1), ηψ = (2N/m)ψ +B0, ηV = 2N(1− 1/m)V.

В случае B = 0 уравнение (9) принимает вид

CVKV +B0Kψ = M.

С точностью до преобразований эквивалентности можно считать K = k(I), I = V emψ,
k′ < 0 при B0 6= 0 и K = − lnV при B0 = 0. С учетом этих выражений для K из (7)
следует

(k + Ik′)ηψψψ + χ′ = 0,

(2N − ηψψ)Ik′ +mηψIk′ − ηψψk = χ ⇒ mηψψ = 0
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(переменные I, ψ можно полагать независимыми). При m 6= 0 отсюда следуют равенства
ηψ = −2N , χ = 0, ηV = 2NV . При m = 0 k(V ) — произвольная функция, ηψ = B, N = 0,
χ = 0, ηV = 0. В случае K = − lnV из (7) получаем ηψ = B, ηV = 2NV .

Из сказанного выше следует

Теорема 2. Система (3) с произвольной функцией K(ψ, V ) допускает ядро
{X1, X2, X3}, где X1, X2, X3 определены в теореме 1. Для специальных функций воз-
можны следующие расширения:

1) K = V −1λ(ψ), λ′ 6= 0, X4 = x ∂x + y ∂y + (2λ/λ′) ∂ψ + (2λλ′′/λ′2)V ∂V ;

2) K = V −1, 〈η〉 = η(ψ) ∂ψ − η′(ψ)V ∂V ;

3) K = ψk(V ψ), X4 = ψ ∂ψ − V ∂V ;

4) K = ψk(I), I = V −1ψm−1, X4 = x ∂x + y ∂y + (2/m)ψ ∂ψ + 2(1− 1/m)V ∂V ;

5) K = k(I), I = V eψ, k′ < 0, X4 = x ∂x + y ∂y − 2 ∂ψ + 2V ∂V ;

6) K = V 1/(m−1), m 6= 0, X4 = x ∂x + y ∂y + (2ψ/m) ∂ψ + 2(1− 1/m)V ∂V , X5 = ∂ψ;

7) K = k(V ), k′ < 0, X5 = ∂ψ;

8) K = − lnV , X4 = x ∂x + y ∂y + 2V ∂V , X5 = ∂ψ.

3. Оптимальные системы. Алгебры Ли для расширений в теореме 2 имеют разные
размерности и структуры. В случаях 1, 4, 5 алгебра разлагается в полупрямую сумму

абелевой подалгебры {X3, X4} и абелева идеала {X1, X2}

L4 = {X1, X2}⊕̇{X3, X4} (10)

в соответствии с коммутаторами базисных операторов

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = −X2, [X1, X4] = X1,

[X2, X3] = X1, [X2, X4] = X2, [X3, X4] = 0.

Внутренние автоморфизмы в L4 вычисляются по следующему правилу: для каждого ба-
зисного оператора линейное преобразование является решением задачи

X ′
ak

= [Xk, X
′], X ′ = x′iXi

∣∣
ak=0

= X = xiXi.

Для оператора Xk автоморфизм Ak задается преобразованием координат оператора X
(неменяющиеся координаты не указаны)

A1: x′1 = x4a1 + x1, x′2 = −x3a1 + x2,

A2: x′1 = x3a2 + x1, x′2 = x4a2 + x2,

A3: x′1 = x1 cos a3 + x2 sin a3, x′2 = x1 sin a3 − x2 cos a3,

A4: x′1 = x1 e−a4 , x′2 = x2 e−a4 .

Абелева подалгебра разложения (10) имеет подалгебры

0, X3 + αX4, X4, {X3, X4}.

К каждой из этих подалгебр добавляем линейную комбинацию элементов из абелева идеа-
ла. Некоторые произвольные коэффициенты обнуляем автоморфизмами и проверяем усло-
вия подалгебры.
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Оптимальная система состоит из следующих неподобных подалгебр:

1.1. X1, 1.2. X3 + αX4, 1.3. X4,

2.1. {X1, X2}, 2.2. {X1, X4}, 2.3. {X3, X4},
3.1. {X1, X2, X3 + αX4}, 3.2. {X1, X2, X4}

(k.i— номер подалгебры; k — размерность подалгебры; i— порядковый номер подалгебры

в данной размерности).
Для случая 2 (см. теорему 2) допускаемая алгебра бесконечномерна. Имеют место

внутренние автоморфизмы A1, A2, A3. Алгебра разлагается в прямую сумму двух идеалов

{X1, X2, X3} ⊕ 〈η(ψ)〉.
Подалгебры трехмерного идеала подобны следующим подалгебрам:

0, X3, X1, {X1, X2, X3}.
Коммутатор операторов, принадлежащих бесконечному идеалу, равен

[〈ζ(ψ)〉, 〈η(ψ)〉] = 〈ζη′ − ηζ ′〉.
Внутренний автоморфизм для оператора 〈ζ(ψ)〉 удовлетворяет задаче

η̄a = ζη̄ψ − ζ ′η̄, η̄
∣∣
a=0

= η(ψ),

решение которой имеет вид

η̄ = ζ(ψ)G
(
a+

∫
dψ

ζ(ψ)

)
, η(ψ) = ζ(ψ)G

( ∫
dψ

ζ(ψ)

)
.

Введем следующие обозначения: µ(ψ) =

∫
dψ

ζ(ψ)
, λ(ψ) — функция, обратная µ, т. е.

λ(µ(ψ)) = ψ. Тогда автоморфизм задается равенством

η̄ = λ′(µ(ψ))
η(λ(a+ µ(ψ)))

λ′(a+ µ(ψ))
.

С точностью до этого преобразования вычислим конечномерные подалгебры в бесконеч-
номерном идеале. Для двумерной подалгебры выполняется условие

[〈η(ψ)〉, 〈η1(ψ)〉] = α〈η(ψ)〉+ β〈η1(ψ)〉.
Отсюда следует уравнение для η1(ψ)

ηη′1 = αη + (β + η′)η1.

Если β 6= 0, то η1 = −αβ−1η + C0η exp
(
β

∫
η−1 dψ

)
и замена базиса приводит к

подалгебре {
〈η〉,

〈
η exp

( ∫
η−1 dψ

)〉}
. (11)

Если β = 0, то η1 = C0η + αη

∫
η−1 dψ и замена базиса приводит к подалгебре{
〈η〉,

〈
η

∫
η−1 dψ

〉}
. (12)

Получим трехмерные алгебры, используя классификацию Бианки структур над полем

действительных чисел [14]. Структуры не должны иметь нулевой коммутатор. Из двух
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неразрешимых алгебр действительное решение имеет только одна с таблицей коммутато-
ров из базисных элементов

[X1, X2] = X1, [X2, X3] = X3, [X1, X3] = 2X2.

Если Xi = 〈ηi(ψ)〉, то из этой структуры следует система уравнений

η1η
′
2 − η2η

′
1 = η1, η2η

′
3 − η3η

′
2 = η3, η1η

′
3 − η3η

′
1 = 2η2.

Общее решение первых двух уравнений имеет вид

η1 = Cη2 exp
(
−

∫
η−1
2 dψ

)
, η3 = Dη2 exp

( ∫
η−1
2 dψ

)
.

Подставляя это решение в третье уравнение, получаем соотношение CD = 1.
Таким образом, имеем трехмерную подалгебру{〈

η exp
(
−

∫
η−1 dψ

)〉
, 〈η〉,

〈
η exp

( ∫
η−1 dψ

)〉}
. (13)

Объединение проекций на идеалы дает подалгебры размерности не более трех:

〈η〉, X1 + 〈η〉, X3 + 〈η〉,{
X1 + 〈η〉,

〈
η exp

( ∫
η−1 dψ

)〉}
,

{
X3 + 〈η〉,

〈
η exp

( ∫
η−1 dψ

)〉}
,

{X1, X2, X3 + 〈η〉},

а также подалгебры (11)–(13).
В случае 6 (см. теорему 2) допускаемая алгебра разлагается в полупрямую сумму

идеала {X1, X2, X3} и подалгебры {X4, X5}:

{X1, X2, X3} ⊕̇ {X4, X5}.

Автоморфизмы A1, A2, A3 введены выше, автоморфизм A4 дополняется преобразованием

x̄′5 = x5 e−2a5 . Появляется дополнительный автоморфизм

A5: x′5 = 2x4a5 + x5.

Проекции на двумерную подалгебру содержат подалгебры с точностью до внутренних

автоморфизмов

0, X4, X5, {X4, X5}.

Добавляя проекции из идеала, получаем оптимальную систему

X1, X3 + αX4, X3 + αX5, X4, X5 + βX1,

{X3, X4}, {X2, X4}, {X3, X5}, {X1, X5},

{X4, X5 + βX1, β(m− 2) = 0}, {X3 + αX4, X5},

{X4, X1, X2}, {X1, X2, X3 + αX4}, {X1, X2, X3 + αX5}, {X1, X2, X5},

{X3, X4, X5}, {X4, X5 + αX2, X1, β(m− 2) = 0},

{X1, X2, X3, X4}, {X1, X2, X3, X5}, {X4 + αX3, X5, X1, X2}.
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Рис. 1. Граф вложенных подалгебр

В случае 7 (см. теорему 2) четырехмерная алгебра имеет центр X5. Автоморфизмы
A1, A2, A3 создают оптимальную систему

X1 +X5, X3 + αX5, α = 0 или α = 1,

{X1, X2 + αX5}, {X1, X5}, {X3, X5}, {X3 + αX5, X1, X2}.
В случае 8 (см. теорему 2) пятимерная алгебра имеет центр X5 и автоморфизмы

A1, A2, A3, A4. Оптимальная система подалгебр та же, что и в случае 4, но к ней добавля-
ется центр

X1 + αX5, X3 + βX4 + αX5, X4 + αX5, {X1 + αX5, X2}, {X1 + αX5, X4},
{X3 + αX5, X4 + βX5}, {X1, X5}, {X3, X5}, {X4, X5},

{X1, X2, X3 +βX4 +αX5}, {X1, X2, X4 +αX5}, {X1, X2, X5}, {X1, X4, X5}, {X3, X4, X5},
{X1, X2, X3 + αX5, X4 + βX5}, {X1, X2, X3 + αX4, X5}, {X1, X2, X4, X5}.

В случае 3 (см. теорему 2) к ядру добавляется центр X4. Оптимальная система полу-
чается из оптимальной системы подалгебр ядра с добавлением центра

X4, X1 + αX4, X3 + αX4, {X1, X2 + αX4}, {X1, X4}, {X3, X4}, {X1, X2, X3 + αX4}.
Оптимальную систему можно представить в виде графа вложенных подалгебр, например,
для алгебры L4 в случаях 1, 4, 5 (рис. 1).

С помощью графа можно построить систему вложенных подмоделей [15]. Построенные
оптимальные системы фактически представляют собой классификацию групповых подмо-
делей системы (3). Одномерные подалгебры задают инвариантные решения, двумерные
подалгебры — частично инвариантные подмодели типа простых волн, подалгебры боль-
ших размерностей — дифференциально-инвариантные подмодели с инвариантными диф-
ференциальными связями.

4. Инвариантные подмодели. Рассматриваются инвариантные подмодели на одно-
мерных подалгебрах. Для этого вычисляются три инварианта подалгебры. Инварианты,
содержащие функции, принимаются в качестве новых функций инварианта, состоящего
из независимых переменных. Это представление решения подставляется в систему (3).
Данную процедуру можно выполнить для любого расширения в теореме 2.

Для подалгебры 1.1 представление инвариантного решения имеет вид

ψ = ψ(y), V = V (y),
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одномерная подмодель задается системой обыкновенных дифференциальных уравнений

для любой функции K(V, ψ):

ψ′2 +KV = 0, V ψ′′ + ψ′V ′ = Kψ/2.

С помощью обратной функции y = y(ψ), V (y(ψ)) = V (ψ) подмодель сводится к уравнению

(V KV V + 2KV )Vψ + V KV ψ +Kψ = 0.

В силу (4) и уравнения состояния p = g(V, S) это уравнение интегрируется:

g(V (ψ), S(ψ)) = P (ψ).

По известным значениям интегралов S(ψ) и P (ψ) определяется V (ψ) с использованием
заданного уравнения состояния p = g(V, S) = −εV (V, S).

Величина ψ′ определяется формулой

ψ′ = V −1(B2 − 2V P (ψ)− 2ε(V, S(ψ)))1/2 = 1/Ψ′(ψ) ⇒ y = Ψ(ψ).

Линия тока ψ = c является прямой y = Ψ(c), параллельной оси x, на которой заданы
удельный объем V (c), энтропия S(c), давление P (c) = g(V (c), S(c)). Профиль скорости
задается равенством

u = V (c)(Ψ′(c))−1.

В случае если подалгебра содержит оператор вращения X3, целесообразно проводить
вычисления в полярных координатах x = r cosϕ, y = r sinϕ. Уравнения (3) в полярных
координатах принимают вид

ψ2
r + r−2ψ2

ϕ +KV = 0,

V (ψrr + r−2ψϕϕ + r−1ψr) + ψrVr + r−2ψϕVϕ = Kψ/2.
(14)

В случае 1 (см. теорему 2) подалгебра 1.2 задается оператором

X3 + αX4 = −∂ϕ + α(r ∂r + (2λ/λ′) ∂ψ + (2λλ′′/λ′2)V ∂V ),

который имеет инварианты

s = ln r + αϕ, λ(ψ)r−2, V/λ′.

Подставляя представление инвариантного решения

λ(ψ) = r2Λ(s), V = λ′ϑ(s)

в систему (14), получаем систему уравнений

(Λ′ + 2Λ)2 + α2Λ′2 = Λϑ−2,

ϑ′((α2 + 1)Λ′ + 2Λ) + ϑ((α2 + 1)Λ′′ + 4Λ′ + 4Λ) = (2ϑ)−1,
(15)

инвариантных относительно переноса по s. Поэтому система допускает понижение поряд-
ка, в случае если инварианты Λ′, ϑ полагаются функциями другого инварианта Λ:

Λ′ = Λk(Λ), ϑ2 = v(Λ).

Система (15) интегрируется для любой функции λ(ψ):

Λϑ((α2 + 1)k2 + 4k + 4) = 1 ⇒ ϑ = C(k + 2)−1,
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à á

Рис. 2. Два типа источника:
а — точечный источник, обтекающий полуполосу, б — неточечный источник, обтека-
ющий угол

−dΛ
Λ

=
4α2k dk

(k + 2)((α2 + 1)k2 + 4k + 4)
⇒

C2Λ =
(k + 2)2

k2(α2 + 1) + 4k + 4
=

(
1 +

( αk

k + 2

)2)−1
,

ds =
dΛ

Λk
⇒ Dr eαϕ =

(
1 +

( αk

k + 2

)2)1/2
exp

(
− α arctg

(α2 + 1)k + 2

2α

)
,

где C, D — постоянные. Линии тока ψ = ψ0 образуют семейство прямых

D eαϕ0 r sin (ϕ− ϕ0 − β) = 1, tg β = α, D2C2λ(ψ0) = e−2αϕ0 .

Огибающая семейства — логарифмическая спираль Dr eαϕ =
√

1 + α2 eαπ/2. Угол между
радиусом точки огибающей и касательной постоянен и равен π/2 − β. Такая огибающая
является источником на участке логарифмической спирали, обрезанной радиусом (рис. 2).

В случае 3 (см. теорему 2) при K = ψk(I), I = ψV подалгебра 1.2 имеет инварианты

r, ψV = I, ψ eαϕ = Ψ.

Представление инвариантного решения

ψ = e−αϕ Ψ(r), V = eαϕ I(r)Ψ(r)−1

подставляется в систему (14):(Ψ′

Ψ

)2
= −k′ − α2r−2,

(Ψ′

Ψ

)′
+

(I ′
I

+
1

r

)Ψ′

Ψ
=

1

2

(
k′ +

k

I

)
, k′ < 0. (16)

Система (16) сводится к одному нелинейному уравнению первого порядка для функции

I(r) с заданной функцией k(I).
В предположении k(I) = I−1 система (16) имеет интеграл

Ψ−1Ψ′Ir = C.

Решение принимает вид

I = α−1
√
r2 − C2, r > C, Ψ = Ψ0 exp (−α arcsin (Cr−1)).

Линии тока ψ = ψ0 являются прямыми, касательными к окружности r = C, на которой
плотность бесконечна. При r →∞ плотность стремится к нулю. Такое решение соответ-
ствует разлету частиц из неточечного источника в вакуум.
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Если k = −I, то решение системы (16)

I =
C√

r2 − α2
e−
√
r2−α2

, Ψ = Ψ0 exp
(√

r2 − α2 − 2α arctg

√
r − α

r + α

)
определено вне окружности r > α. Окружность r = α есть граница между областью тече-
ния и вакуумом. При r →∞ I → 0, Ψ →∞, V → 0, ρ→∞. Это решение соответствует
установившемуся вихрю с вакуумом на окружности r = α. Линия тока подходит к окруж-
ности вертикально:

(r − α)3/2 ∼
√

2α3/2(ϕ− ϕ0).

В случае 1 (см. теорему 2) при K = V −1λ(ψ) подалгебра 1.3 задает представление
инвариантного решения

λ(ψ) = r2Λ(ϕ), V = λ′(ψ)ϑ(ϕ).

Подставляя это представление в систему (14), получаем подмодель

ϑ2 = Λ(Λ′2 + 4Λ2)−1, 2ΛΛ′′ = Λ′2 − 4Λ2.

Общее решение уравнений подмодели имеет вид

Λ = C2 cos2(ϕ− ϕ0), ϑ = (2C)−1,

где C, ϕ0 — постоянные. Линии тока ψ = ψ0 являются прямыми:

r cos (ϕ− ϕ0) = C−1
√
λ(ψ0).

Вдоль линии тока выполняются равенства V = λ′(ψ0)C
−1/2 (плотность постоянна), ω =

−Kψ/2 = −C (вихрь постоянен). Решение описывает неточечный источник или сток.

На той же подалгебре в случае 5 (см. теорему 2) при K = k(I), I = V eψ представление
инвариантного решения

ψ = −2 ln r + ln Ψ(ϕ), V = r2I(ϕ)Ψ−1

задает подмодель (Ψ′

Ψ

)2
+ 4 = −Ψk′(I),

Ψ′′

Ψ′ −
3

2

Ψ′

Ψ
+
I ′

I
= 2

Ψ

Ψ′ ,

которая допускает перенос по ϕ. Следовательно, порядок системы можно понизить путем
замены переменных, выраженной через инварианты.

Общее решение последней системы уравнений выражается квадратурами

Ψ = −8(Ik)′′−1, k′ < 0, k′′ > 0,

−I ′(Ik)′′′ = ±(Ik)′′(8k′(Ik)′′−1 − 4)1/2.

Например, при k = I−ν , 0 < ν < 1 решение имеет вид

I = I0 exp
(
± 2ϕ√

1− ν2

)
, Ψ =

8Iν−1
0

ν(1− ν)
exp

(
± 2ϕ

√
1 + ν

1− ν

)
.

Линии тока ψ = ψ0 представляют собой логарифмические спирали:

r = r0 exp
(
±

√
1 + ν

1− ν
(ϕ− ϕ0)

)
.

При ϕ → ∞ (знак “−” в решении) r → 0, V → 0, ρ → ∞. Это решение соответствует
точечному спиральному вихрю (рис. 3).
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Рис. 3. Точечный источник логарифмических траекторий

5. Простые волны. На двумерных подалгебрах рассматриваются частично инвари-
антные решения дефекта 1 ранга 1 (простые волны) [1].

Подалгебра 2.1 имеет инварианты V и ψ. Представление решения имеет вид V = V (ψ).
В случае 1 (см. теорему 2) при K = V −1λ(ψ) система (3) становится переопределенной:

ψ2
x + ψ2

y = λV −2 = µ > 0,

∆ψ = (λV −2)′/2 = µ′/2.

Продифференцировав первое уравнение, определяем все вторые производные:

ψxy =
1

2

µ′

µ
ψxψy, ψxx =

1

2

µ′

µ
ψ2
x, ψyy =

1

2

µ′

µ
ψ2
y .

Отсюда следует соотношение

cosϕ0ψy = sinϕ0ψx ⇒ ψ = ψ(s), s = x cosϕ0 + y sinϕ0,

где ϕ0 — постоянная. Подмодель простых волн сводится к уравнению

V 2ψ′2 = λ

с произвольной функцией ψ(s) и заданной функцией λ(ψ). Линия тока ψ = ψ0 — прямая,
уравнение которой имеет вид

x cosϕ0 + y sinϕ0 = χ(ψ0).

Эта прямая касается окружности радиусом χ(ψ0), χ — функция, обратная ψ(s). Плотность
и завихренность вычисляются по формулам

ρ =
ψ′√
λ(ψ)

, ω = −1

2

(ψ′′

ψ′

√
λ+ λ′

ψ′

2
√
λ

)
.

В случае 3 (см. теорему 2) K = ψk(I), I = V ψ, V = V (ψ). При этом система (3)
принимает вид

ψ2
x + ψ2

y = −ψ2k′ = A2, k′ < 0,

∆ψ = ψ2 I
′

I
k′ +

1

2
ψ

(k
I
− k′

)
= B.

(17)
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Из первого уравнения (17) следует ψx = A cosϑ, ψy = A sinϑ. Из условий совместности
получаем уравнение для ϑ(x, y)

ϑx cosϑ+ ϑy sinϑ = 0,

общее решение которого имеет вид

x sinϑ− y cosϑ = λ(ϑ), (18)

где λ(ϑ) — произвольная функция.
Второе уравнение (17) принимает вид

(B/A− A′)(x cosϑ+ y sinϑ− λ′) = 1. (19)

Продифференцировав (18) по x и y, с учетом (19) получаем

ϑx = −(B/A− A′) sinϑ, ϑy = (B/A− A′) cosϑ.

Из условия совместности последней системы уравнений следует уравнение подмодели(B
A
− A′

)′
A+

(B
A
− A′

)2
= 0 ⇒ B

A
= A′ +

(
C +

∫
A−1 dψ

)−1
,

где C — постоянная.
Подставляя A и B из определения в (17), получаем интегродифференциальное урав-

нение для функции I(ψ) с заданной функцией k(I):

ψIψ(Ik)′′ + (Ik)′ = 2I
√
−k′

(
C +

∫
dψ

ψ
√
−k′

)−1
. (20)

Для любого решения уравнения (20) функция тока ψ определяется из равенств (18), (19),
где ϑ — параметр.

Пусть k(I) = −I. Тогда уравнение (20) принимает вид

ψI−1Iψ + 1 + (C + ln |ψ|)−1 = 0 ⇒ I =
D

ψ(C + ln |ψ|)
,

где D — постоянная.
В полярных координатах x = r cosϕ, y = r sinϕ равенства (18), (19) имеют вид

r cos (ϑ− ϕ) = λ′(ϑ) + C + ln |ψ|, r sin (ϑ− ϕ) = λ(ϑ)

и задают общее решение системы (17) в параметрическом виде с произвольной функцией
λ(ϑ) (простая волна).

Если λ = λ0 — постоянная, то линия тока ψ = ψ0 представляет собой окружность,
уравнение которой записывается в виде

r2 = λ2
0 + (C + ln |ψ0|)2.

Если λ(ϑ) = ϑ, то линии тока заданы параметрически:

ϕ = ϑ− arctg (ϑ/σ0), r =
√
ϑ2 + σ2

0, σ0 = 1 + C + ln |ψ0|.

Пусть β — угол между касательной к окружности радиусом r и касательной к кривой
r = r(ϕ) в некоторой ее точке:

tg β =
dr

r dϕ
=

ϑ

ϑ2 + σ2
0 − σ0

.
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Рис. 4. Спиралевидный канал

Если σ0 > 1, то при ϑ = ϑk > 0, 2πk = ϑk − arctg (ϑk/σ0), k = 0, 1, 2, . . . линия тока

пересекает окружности rk =
√
ϑ2
k + σ2

0 в точках ϕk = 2πk под углами

βk > 0, tg βk =
ϑk

ϑ2
k + σ2

0 − σ0
, β0 = 0.

Точка с координатами r1, ϕ1 = 2π — вершина спиралевидного канала, из которой выходит
другая линия тока ψ = ψ1. В области течения между линиями тока ψ = ψ0 и ψ = ψ1

функция тока принимает значения ψ0 6 ψ 6 ψ1 (рис. 4).
В случае 5 (см. теорему 2) при K = k(I), I = V eψ подалгебра 2.3 имеет инварианты

V r−2, ψ + 2 ln r.

Частично инвариантное решение представляется в виде

V = r2F (Ψ), ψ = −2 ln r + Ψ(r, ϕ), I = F eΨ .

Система (14) принимает вид

(Ψr1 − 2)2 + Ψ2
ϕ = −k′ eΨ = A2 > 0,

Ψr1r1 + Ψϕϕ + 2
I ′

I
Ψr1 = 4

I ′

I
− A2

(I ′
I
− 1

2

)
,

(21)

где r1 = ln r. Решение системы (21) будем искать в виде

Ψr1 = 2 + A cosϑ, Ψϕ = A sinϑ.

Условия совместности и второе уравнение (21) представляют собой систему для функции ϑ

ϑr1 =
(
C + 2

I ′

I
cosϑ

)
sinϑ, ϑϕ = −2

A′

A
−

(
C + 2

I ′

I
cosϑ

)
cosϑ,

где C = A′ + A(I ′I−1 − 2−1). Условие совместности этих уравнений принимает вид

4 cos2 ϑ
((I ′

I

)2
+ 2

I ′

I

A′

A
−

(I ′
I

)′)
+ 2 cosϑ

(
C

(
2
I ′

I
+
A′

A

)
− C ′ − A

(I ′
I

+
A′

A

)′)
+

+ C2 − AC ′ − 4
A′

A

I ′

I
− 4

(A′

A

)′
= 0.
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Таким образом, либо ϑ = ϑ(Ψ), либо все коэффициенты при степенях cosϑ равны нулю.
Во втором случае уравнения имеют интегралы

A2 = DI ′I−2 > 0,
A′

A
+
I ′

I
− 1

2
= EI,

A′

A
+

1

8
ED = HI−1,

где D, E, H — постоянные. Исключая A2 из этих уравнений, получаем два уравнения
для I. Условие совместности имеет вид ED = 4. Уравнение для I интегрируется, а из (21)
определяется k(I):

Ψ =

∫
dI

EI2 + I −H
, k′ = 4

EI2 + I −H

EI2
exp

(
−

∫
dI

EI2 + I −H

)
.

Для определенных функций I(Ψ), k(I) совместные уравнения подмодели имеют вид

Ψr1 = 2 + A cosϑ, Ψϕ = A sinϑ,

ϑr1 = 2−1EIA(2 + A cosϑ) sinϑ, ϑϕ = 1− 2HI−1 − 2−1EIA(2 + A cosϑ) cosϑ,
(22)

причем I ′ = EI2 + I −H, EI2A2 = 4I ′.
Система (22) интегрируется при H = 0. В этом случае I = eΨ(1 − E eΨ), A =

2E−1/2 e−Ψ/2. Для функции χ = E1/2 eΨ/2 уравнения (22) принимают вид

χr1 = χ+ cosϑ, χϕ = sinϑ,

ϑr1 =
2

1− χ2
(χ+ cosϑ) sinϑ, ϑϕ = 1− 2

1− χ2
(χ+ cosϑ) cosϑ.

(23)

Последние два уравнения в (23) интегрируются:

er1 = J(s) sinϑ, s = ϑ− ϕ,

2
(

cosϑ+
J ′

J
sinϑ

)
(χ+ cosϑ) + χ2 = 1.

Здесь J(s) — произвольная функция. Первые два уравнения в (23) выполняются при усло-
вии (J ′

J

)′
=

(J ′
J

)2
+ 1 ⇒ J cos s = J0,

где J0 — постоянная. Таким образом, решение системы (23) задается в неявной форме

ctg ϑ = ctgϕ+
J0

r cosϕ
, χ2 +

2 cosϕ

cos (ϑ− ϕ)
(χ+ cosϑ) = 1.

В случае ϑ = ϑ(Ψ) получаем систему уравнений для функций I(Ψ), ϑ(Ψ) с любой
функцией k(I):

2
A′

A
sinϑ+ 2ϑ′ cosϑ = −ϑ′A,

−2ϑ′ sinϑ+ 2
(A′

A
+
I ′

I

)
cosϑ = −A′ − A

(I ′
I
− 1

2

)
.

При k = −I решение этой системы задается формулами

(G sinϑ− cosϑ) eΨ/2 = 2, I = I0
sinϑ

G cosϑ+ sinϑ
,∫

e−Ψ/2 dΨ

sinϑ
= G ln r + ϕ,

где G, I0 — произвольные постоянные.
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Заключение. Проведен симметрийный анализ стационарной двумерной вихревой мо-
дели, описывающей течения идеального газа с переменной энтропией. С использованием
четырех интегралов подмодель задается нелинейной системой дифференциальных урав-
нений третьего порядка для функции тока и удельного объема. В системе имеется одна
произвольная функция двух переменных, которая выражается через уравнение состояния
и произвольных функций интегралов. Найдены преобразования эквивалентности. Приве-
дены произвольные элементы системы, при которых допускаемая группа расширяется.
Построены оптимальные системы подгрупп расширенных групп, которые представляют
собой классификацию групповых подмоделей рассматриваемой модели. Приведены приме-
ры инвариантных и частично инвариантных решений.
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