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Сложность упругопластических задач заключается в том, что при их решении необ-
ходимо найти неизвестную границу, разделяющую области упругого и пластического де-
формирования. Это обстоятельство затрудняет численное и аналитическое решение таких
задач даже в двумерном случае. Кроме того, уравнения, описывающие пластическое состо-
яние, являются уравнениями гиперболического типа, а уравнения, описывающие упругое
состояние, — уравнениями эллиптического типа. Обзор решенных задач и методов их
решения приведен в работе [1]. Заметим, что упругопластичеcкие задачи, как правило,
решались методами теории функций комплексной переменной [2–5].

В данной работе используется методика, основанная на построении законов сохране-
ния для дифференциальных уравнений [6]. Эта методика применялась при решении кра-
евых задач для двумерных уравнений пластичности [7, 8], а также при решении упруго-
пластических задач о кручении стержней и изгибе балок постоянного сечения [9]. В [10]
определена граница областей упругого и пластического деформирования в задаче о дефор-
мированном состоянии прямоугольной пластины, ослабленной отверстиями.

Методика исследования и решения дифференциальных уравнений с помощью законов

сохранения разработана в классических работах С. Ли и развита Л. В. Овсянниковым и
его учениками [11]. Однако в отличие от локальных симметрий, используемых в методике
Ли — Овсянникова, законы сохранения являются глобальными, поэтому более целесооб-
разно использовать их для решения краевых задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке Красноярского математического центра, финансируемо-
го Министерством образования и науки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных

научно-образовательных математических центров (соглашение 075-02-2020-1631).
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Рис. 1. Геометрия пластины

В данной работе решена задача о нахождении областей упругого и пластического

деформирования в пластине с вырезами, ослабленной круговыми отверстиями. Предпола-
гается, что пластина находится в плоском напряженном состоянии.

1. Постановка задачи. Рассмотрим пластину длиной l и шириной h, ослабленную
двумя круговыми отверстиями радиусом r (рис. 1). Заметим, что форма пластины вы-
брана в соответствии с формой образцов, используемых при проведении испытаний на
растяжение. Внешний контур пластины задается следующими уравнениями:

Γ1: 0 < x < l/2− a, y = 0, Γ2: y = (b/a)
√

a2 − (x− l/2)2, l/2− a < x < l/2 + a,

Γ3: y = 0, l/2 + a < x < l, Γ4: x = l, 0 < y < h, Γ5: y = h, l < x < l/2 + a,

Γ6: y = h− (b/a)
√

a2 − (x− l/2)2, l/2 + a < x < l/2− a,
(1)

Γ7: y = h, l/2− a < x < 0, Γ8: x = 0, 0 < y < h.

Для численных расчетов выбраны размеры пластины l = 0,1 м, h = 0,02 м и ради-
усы отверстий r = 0,0025 м. Длины большой и малой полуосей эллипсов, дуги которых
представляют собой контуры Γ2 и Γ6, соответственно равны a = 0,02 м и b = 0,005 м.

Пластина подвергается одноосному растяжению вдоль оси x. Внешний контур Γ пла-
стины (Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 ∪ Γ7 ∪ Γ8), а также два внутренних (Γ9 и Γ10)
находятся в пластическом состоянии. К каждому из контуров Γ9 и Γ10 равномерно прило-
жено давление 2p.

Для определения границы областей упругого и пластического деформирования необ-
ходимо решить упругопластическую задачу для области, ограниченной контурами Γ, Γ9

и Γ10.
Заметим, что в случае плоского напряженного состояния компоненты тензора напря-

жений σx, σy, τ удовлетворяют уравнениям равновесия

∂σx

∂x
+

∂τ

∂y
= 0,

∂σy

∂y
+

∂τ

∂x
= 0. (2)

В области упругого деформирования имеет место уравнение совместности в напряже-
ниях

∆ (σx + σy) = 0. (3)

Условие пластичности на границах пластины в случае плоского напряженного состояния

имеет вид

σ2
x + σ2

y − σxσy + 3τ2 = 3k2, (4)

где k — постоянная пластичности материала, равная пределу текучести при чистом
сдвиге.
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Граничные условия для пластины записываются следующим образом:

σxn1 + τn2 = X, σyn2 + τn1 = Y. (5)

Здесь n1, n2 — компоненты вектора нормали к контуру Γ; X, Y — компоненты вектора

внешних усилий.
Учитывая, что контуры Γ1, Γ3 и Γ5, Γ7 пластины свободны от внешних усилий, c ис-

пользованием условий (4), (5) можно найти значения нормальных и касательных напря-
жений, возникающих на них при растяжении пластины:

σx · 0 + τ · 1 = 0, σy · 1 + τ · 0 = 0,

σ2
x + σ2

y − σxσy + 3τ2 = 3k2.

Отсюда получаем

σx = ±
√

3 k, σy = 0, τ = 0. (6)

На контуры Γ2 и Γ6 внешние силы также не действуют.
С учетом уравнения контура в (1) вектор нормали к контуру Γ2 пластины имеет вид

n =
( x− l/2√

(x− l/2)2 + (a/b)4y2
;

y√
(b/a)4(x− l/2)2 + y2

)т
,

для контура Γ6 вектор нормали равен

n =
( x− l/2√

(x− l/2)2 + (a/b)4(y − h)2
;

y − h√
(b/a)4(x− l/2)2 + (y − h)2

)т
.

С учетом равенств (4), (5) получаем значения нормальных и касательных напряжений,
возникающих на контурах Γ2, Γ6:

Γ2: σx = ±
√

3 k
(a/b)4y2

(l/2− x)2 + (a/b)4y2
, σy = ±

√
3 k

(l/2− x)2

(l/2− x)2 + (a/b)4y2
,

τ = ±
√

3 k
(a/b)2y(l/2− x)

(l/2− x)2 + (a/b)4y2
;

(7)

Γ6: σx = ±
√

3 k
(a/b)4(y − h)2

(l/2− x)2 + (a/b)4(y − h)2
, σy = ±

√
3 k

(l/2− x)2

(l/2− x)2 + (a/b)4(y − h)2
,

τ = ±
√

3 k
(a/b)2(y − h)(l/2− x)

(l/2− x)2 + (a/b)4(y − h)2
.

(8)

На пластину действует растягивающее усилие вдоль оси абсцисс. Заметим, что вели-
чина растягивающего усилия, а следовательно, и возникающего на контурах Γ4, Γ8 напря-
жения σx с учетом (4), (5) находится в диапазоне [−2k, 2k].

Форма и размеры областей упругого и пластического деформирования, образующихся
в пластине при растяжении, зависят от условий нагружения пластины и значений возни-
кающих при этом нормальных и касательных напряжений на ее контурах. Рассмотрим
несколько случаев распределения напряжений на контурах исследуемой пластины.

Случай 1. На контурах Γ1, Γ3, Γ5, Γ7 действуют напряжения σx =
√

3 k, σy = τ = 0, на

контурах Γ4, Γ8 — напряжения σx =
√

3 k, σy = τ = 0, на контурах Γ2, Γ6 — напряжения,
определяемые выражениями (7), (8) соответственно при σx > 0, σy > 0, τ > 0.

Случай 2. На контурах Γ1, Γ3, Γ5, Γ7 действуют напряжения σx =
√

3 k, σy = τ = 0, на

контурах Γ4, Γ8 — напряжения σx = (
√

3/2)k, σy = ((
√

3 −
√

39 )/4)k, τ = 0, на контурах
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Γ2, Γ6 — напряжения, определяемые выражениями (7), (8) соответственно при σx > 0,
σy > 0, τ > 0.

Случай 3. На контурах Γ1, Γ3, Γ5, Γ7 действуют напряжения σx = −
√

3 k, σy = τ = 0,

на контурах Γ4, Γ8 — напряжения σx =
√

3 k, σy = τ = 0, на контурах Γ2, Γ6 — напряже-
ния, определяемые выражениями (7), (8) соответственно при σx < 0, σy < 0, τ < 0.

Случай 4. На контурах Γ1, Γ3, Γ5, Γ7 действуют напряжения σx = −
√

3 k, σy = τ = 0,
на контурах Γ4, Γ8 — напряжения σx = 2k, σy = k, τ = 0, на контурах Γ2, Γ6 — напряже-
ния, определяемые выражениями (7), (8) соответственно при σx < 0, σy < 0, τ < 0.

Для всех указанных выше случаев получим значения напряжений на внутренних кон-
турах Γ9, Γ10 пластины, учитывая, что напряжения на этих контурах удовлетворяют усло-
вию

σx + σy = 2p, τ = 0, (9)

где p — постоянная величина, значение которой определяется условием пластичности (4):

σ2
x + σ2

y − σxσy = 3k2. (10)

Заметим, что в данном случае τ = τrϕ = 0 [10], где r, ϕ — координаты полярной

системы координат.
Решая систему (9), (10), находим значения функций напряжений σx, σy:

σx = p∓
√

k2 − p2/3, σy = p±
√

k2 − p2/3 .

Полагая p =
√

3 k, для контуров Γ9, Γ10 получаем σx =
√

3 k, σy =
√

3 k.
2. Применение законов сохранения при решении задачи. Получим решение

поставленной выше упругопластической задачи, используя законы сохранения. Более по-
дробно данная методика изложена в [10].

Решение поставленной задачи включает три основных этапа.
На первом этапе решается уравнение Лапласа ∆F = 0 с граничными условиями

F
∣∣
Γ,Γ9,Γ10

= σx + σy (σx, σy — функции в условиях (4), (5); F = σx + σy — гармоническая

функция в (3)). Для случаев 1–4 получаем следующие значения функции F на контурах Γ,
Γ9, Γ10:

— случай 1:

F
∣∣
Γ1,Γ3,Γ5,Γ7

=
√

3 k, F
∣∣
Γ4,Γ8

=
√

3 k, F
∣∣
Γ2,Γ6

=
√

3 k, F
∣∣
Γ9,Γ10

= 2
√

3 k;

— случай 2:

F
∣∣
Γ1,Γ3,Γ5,Γ7

=
√

3 k, F
∣∣
Γ4,Γ8

=
3
√

3−
√

39

4
k, F

∣∣
Γ2,Γ6

=
√

3 k, F
∣∣
Γ9,Γ10

= 2
√

3 k;

— случай 3:

F
∣∣
Γ1,Γ3,Γ5,Γ7

= −
√

3 k, F
∣∣
Γ4,Γ8

=
√

3 k, F
∣∣
Γ2,Γ6

= −
√

3 k, F |Γ9,Γ10
= 2

√
3 k;

— случай 4:

F
∣∣
Γ1,Γ3,Γ5,Γ7

= −
√

3 k, F
∣∣
Γ4,Γ8

= 3k, F
∣∣
Γ2,Γ6

= −
√

3 k, F |Γ9,Γ10
= 2

√
3 k.

Далее, с использованием метода конечных элементов находим значения функции F во

всех точках (x0, y0) области (узлах сетки), ограниченной контурами Γ, Γ9, Γ10. Количество
полученных точек зависит от способа разбиения области, а также от размера конечных
элементов. Из найденных значений функции F уравнения Лапласа в каждом узле сетки и
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Рис. 2. Распределение функции F (решения уравнения Лапласа), полученное
с помощью метода конечных элементов при различных значениях этой функции

на границах:
а — случай 1, б — случай 3

координат самих узлов были составлены матрицы, все последующие вычисления прово-
дились с использованием этих матриц.

На рис. 2 представлены результаты решения уравнения Лапласа с помощью метода
конечных элементов для случаев 1 и 3.

На втором этапе решения задачи по формулам, найденным с использованием законов
сохранения, определяются функции σx, σy, τ в каждой точке (x0, y0) области. Ниже при-
веден алгоритм получения этих формул. Более подробно алгоритм изложен в работе [10].

Из уравнений равновесия (2) и определения F = σx + σy получаем

∂σx

∂x
+

∂τ

∂y
= 0,

∂τ

∂x
+

∂F

∂y
− ∂σx

∂y
= 0, σy = F − σx. (11)

Запишем законы сохранения для первых двух уравнений в (11). Пусть A = A(x, y, σx, τ),
B = B(x, y, σx, τ). Законы сохранения будем искать в виде равенства DxA + DyB = 0,
выполняющегося в силу уравнений (11) (Dx, Dy — операторы полных производных по

переменным x, y соответственно). Тогда

Ax + Aσx

∂σx

∂x
+ Aτ

∂τ

∂x
+ By + Bσx

∂σx

∂y
+ Bτ

∂τ

∂y
= 0,

или с учетом (11)

Ax + Aσx

(
− ∂τ

∂y

)
+ Aτ

∂τ

∂x
+ By + Bσx

∂τ

∂x
+ Bσx

∂F

∂y
+ Bτ

∂τ

∂y
= 0.

Из последнего уравнения следует

Aτ + Bσx = 0, −Aσx + Bτ = 0, Ax + By + Bσx

∂F

∂y
= 0. (12)

Пусть Aσx = ω1
1, Aτ = ω2

1, Bσx = ω1
2, Bτ = ω2

2. Тогда из (12) получаем

ω1
1 = ω2

2, ω2
1 = −ω1

2. (13)
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Предположим, что функции A и B имеют вид

A = ω1
1σx + ω2

1τ + f1, B = ω1
2σx + ω2

2τ + g1,

где

ω1
1 = ω1

1(x, y), ω2
1 = ω2

1(x, y), ω1
2 = ω1

2(x, y), ω2
2 = ω2

2(x, y),

f1 = f1(x, y), g1 = g1(x, y).

Положим

ω1
1 =

x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, ω2

1 = − y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

ω1
2 =

y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
, ω2

2 =
x− x0

(x− x0)2 + (y − y0)2
.

(14)

Очевидно, что в этом случае выполняются условия (13). Несложно показать, что функ-
ции (14) удовлетворяют также условиям Коши — Римана

∂ω1
1

∂x
− ∂ω2

1

∂y
= 0,

∂ω2
1

∂x
+

∂ω1
1

∂y
= 0. (15)

Формулы (15) позволяют выделить бесконечное число законов сохранения для урав-
нений (2).

C использованием теории функции комплексной переменной [10] получаем формулу
для нахождения значений функции σx в любой точке (x0, y0) области, ограниченной кон-
турами Γ, Γ9, Γ10:

σx(x0, y0) =
1

2π

∫
Γ+Γ9+Γ10

(ω1
1σx + ω2

1τ + f1) dy − (−ω2
1σx + ω1

1τ + g1) dx. (16)

Здесь f1 = 0; g1 =

∫
ω2

1 dyF .

Проводя аналогичные рассуждения, получаем формулу для вычисления значений

функции τ(x0, y0):

τ(x0, y0) =
1

2π

∫
Γ+Γ9+Γ10

(ω1
2σx + ω2

2τ + f2) dy − (−ω2
2σx + ω1

2τ + g2) dx, (17)

где f2 = 0; g2 =

∫
ω2

2 dyF .

Зная значения σx(x0, y0) и используя последнее соотношение в (11), находим формулу
для вычисления значений функции σy в соответствующих точках (x0, y0) области:

σy(x0, y0) = F − σx(x0, y0). (18)

На третьем этапе решения поставленной задачи проверяется условие пластичности (4)
в каждой внутренней точке области, ограниченной контурами Γ, Γ9, Γ10. Точки, в которых
выполняется условие для напряжений

σ2
x + σ2

y − σxσy + 3τ2 < 3k2,

принадлежат области упругого деформирования. Точки, в которых напряжения не удовле-
творяют данному условию, принадлежат области пластического деформирования.

На рис. 3 представлены области упругого и пластического деформирования, полу-
ченные в результате вычислений для четырех указанных выше случаев распределения

напряжений и значений функции F на контурах пластины.
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Рис. 3. Области упругого (1) и пластического (2) деформирования в пластине
при различных случаях распределения напряжений и значений функции F на

контурах:
а — случай 1, б — случай 2, в — случай 3, г — случай 4
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С использованием предложенной методики можно определить области упругого и пла-
стического деформирования, образующиеся в пластине при ее растяжении, и построить
границу областей упругого и пластического деформирования.

Для решения задачи применены законы сохранения. Построенное решение может быть
использовано для оценки прочностных характеристик пластин, применяемых в качестве
образцов при испытаниях на растяжение.
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