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Рассмотрена возможность использования неархимедова анализа для построения моделей 
многомасштабной геосреды на основе понятия диссипативной функции. В качестве коорди-
нат введены неархимедовые прямые, обладающие неограниченной иерархией. Дано обобще-
ние на двумерный случай основных понятий одномерного математического анализа. 
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“Математика — это язык, на котором написана книга природы”. Весь ход развития естест-
вознания показывает истинность этого известного высказывания Галилео Галилея. И геомеха-
ника не исключение. Математические объекты живут собственной идеальной жизнью. Глав-
ное, что эта жизнь, если ее правильно организовать, будет соответствовать жизни реальных 
объектов. В геомеханике это означает, что математические модели будут адекватно отражать 
реальные явления, а значит, и предсказывать новые, прогнозировать развитие ситуаций, для ко-
торых еще нет опытных данных. 

Но что такое математическая модель? Из какого материала она создается? Такая постанов-
ка вопроса дает довольно неожиданный ответ: объем средств, который используется в боль-
шинстве моделей, весьма ограничен. Это, прежде всего, набор функций, зависящих от четырех 
вещественных координат, причем функций довольно гладких (разрывы допускаются только на 
изолированных поверхностях). Для таких функций имеет смысл понятия производных. На этой 
основе строятся замкнутые системы, как правило, дифференциальных уравнений, т. е. матема-
тические модели среды. 

Любое оправданное расширение арсенала исходных средств открывает новые возможности 
для дальнейших построений. В качестве примера можно сослаться на такие новые понятия ма-
тематического языка, как “фракталы” и “дробные производные” [1, 2]. Данная работа посвяще-
на расширению набора средств, которые можно использовать для построения математических 
моделей геосреды. 

Основанием для такого расширения служит факт, который в настоящее время становится 
общепризнанным: реальная геосреда имеет блочно-иерархическое строение [3 – 5]. Это обстоя-
тельство определяет важнейшие свойства геосреды: формирование в ней поля напряжений [6, 7], 
генерацию и распространение волн [8], способность запасать и высвобождать упругую энер-
гию [9, 10] и др. 

 

Работа выполнена за счет средств Российского научного фонда (проект № 16-17-10121). 
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Для теоретического описания этих процессов используются методы механики сплошной 
среды и классического математического анализа, которые базируются на общепринятой концеп-
ции арифметического пространства и времени: точка пространства — это тройка веществен-
ных чисел, а момент времени — одно вещественное число. Таким образом, в основе теоретиче-
ских методов лежит концепция вещественной прямой. 

Одно из свойств вещественной прямой состоит в следующем. Если выбрать любой шаг 
(масштаб) и двигаться с ним вдоль прямой, то можно достичь любой точки на данной прямой 
(аксиома Архимеда). В этом смысле (обычную) вещественную прямую можно считать прямой, 
имеющей только один масштабный уровень. Именно поэтому вещественная прямая представ-
ляется недостаточно адекватным объектом для описания процессов деформирования много-
масштабных сред. 

Наличие многих масштабных уровней так или иначе должно учитываться в математических 
моделях. Как правило, для этого используются модели, содержащие внутренние переменные. 
Внутренние переменные описывают дополнительные степени свободы, которые появляются на 
различных масштабах. Последовательное развитие таких моделей приводит к необходимости 
наделить многими масштабами сами координатные оси. 

Каким образом это можно сделать? Вещественная прямая, как известно, является сплош-
ной. Вопрос о том, как поместить на нее множество новых точек, относящихся к новым мас-
штабным уровням, становится нетривиальным. 

НЕАРХИМЕДОВ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

Рассмотрим один из возможных вариантов решения данного вопроса. По Кантору, вещест-
венное число — это определенная совокупность последовательностей рациональных чисел 
(рациональные числа )(nrrn =  так же, как и натуральный ряд n = 1, 2, 3…, считаются заданны-
ми). Например, вещественное число нуль состоит из последовательностей nδ  таких, что для 
любого натурального N найдется натуральное M такое, что Nn /1<δ  при n > M. Вещественное 

число 2 — это последовательность ...,414.1,41.1,4.1=na  и другие последовательности вида 

nna δ+ . Таким образом, вещественное число можно представить как шарообразную туман-
ность, частицами которой являются указанные последовательности. Сама вещественная пря-
мая подобна спице, на которую как бусины нанизаны указанные шарообразные туманности. 
Причем нанизаны так, что зазоров между ними нет. Ничто не мешает некоторые частицы ту-
манностей объединить в более крупные частицы и дальше иметь дело уже только с ними. Бу-
дем считать, что крупная частица состоит из одной какой-то последовательности nb  и любой 
другой последовательности, которая может отличаться от nb  только конечным числом чле-
нов. Крупные частицы будем называть элементарными числами и обозначать как 

 nnn
bbB LimLim ==

→ω
. (1) 

Необходимо также ввести элементарные числа, которым соответствуют последовательно-
сти nb , необязательно фундаментальные (т. е. последовательности Коши) или ограниченные. 
Арифметические операции и сравнение чисел типа B введем через их компоненты nb . Напри-
мер, если ndD Lim= , то nn dbDB ⋅=⋅ Lim , DB ≥ , если nn db ≥  начиная с некоторого номера n. 
Объект B по отношению к последовательности nb  будем считать пределом последовательности 
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в смысле Lim, а компонент nb  по отношению к В — приближением В. Число nLim=ω  больше 
любого натурального числа. Будем считать его эталоном актуально бесконечно больших чисел. 
Тогда ω/1=E  — эталон актуально бесконечно малых чисел. Рациональные числа r отождест-
вим с rLim . 

Объект ω  используем для продолжения натурального ряда в область актуальных беско-
нечно больших чисел:  

 )(Lim...,...,...,2...,1,...,3,2,1 2 nvv =+ ωωωωωω , … (2) 

Продолженный натуральный ряд может служить инструментом для построения неархиме-
дова анализа, подобно тому как (обычный) натуральный ряд используется для построения клас-
сического математического анализа. 

Начнем с объекта нуль — Осущ, который принципиально отличается от натурального числа 
нуль (в классическом анализе ситуация такая же: вещественное число нуль принципиально от-
личается от натурального числа 0). Числом Осущ назовем класс последовательностей элемен-
тарных чисел vс  таких, что для любого числа μ  из ряда (2) найдется номер Λ из ряда (2) такой, 
что при Λ>v  будет выполняться условие μ/1<vс . 

Теперь вместо вещественных чисел α введем более подходящие объекты *α , которые на-
зовем ядрами вещественных чисел α. Пусть )(lim nr

n ∞→
=α . Образуем следующую последова-

тельность элементарных чисел: 
 ...),)((Lim...),(Lim...),(...,11 nrAnrAnrArA n vv ==== ω . (3) 

Класс последовательностей, в который входит (3) и другие последовательности vv cA + , на-
зовем пределом последовательности (3) и обозначим как 

 vAitlim* =α . (4) 

Вместо вещественных чисел везде будем использовать только их ядра. Неформально такой 
переход означает следующее. В центре туманности α с помощью процедуры (3), (4) ставится 
точка *α . Затем вся туманность сбрасывается, а ее центр *α  как представитель всей туманно-
сти α — остается. Между ядрами вещественных чисел появляется сколько угодно места для 
новых чисел новых масштабных уровней. Для наших целей достаточно ограничиться только 
числами вида 

 mm ExExxX )()1( ...+++= ; (5) 

 mm EyEyyY )()1( ...+++= ,  

где mm yxyx ,...,, )(  — ядра вещественных чисел. Между новыми числами *α  и обычными ве-
щественными числами α есть полное соответствие. Например, сумме двух чисел βα +  соответ-

ствует сумма ** βα + , поэтому в техническом отношении с ядрами можно действовать так же, 
как с обычными вещественными числами. 

Оси OX, OY являются уже многомасштабными. Случаи, когда число масштабных уровней 
неограниченно, не исключаются, например ......1)1( 1 ++++=− − ωEEE . В работах [11, 12] 
описан математический аппарат для анализа функций одной переменной X. Рассмотрим обоб-
щение на случай двух переменных ),( YXF . Функция двух неархимедовых переменных сво-
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дится к функции 2m вещественных переменных. Для них можно ввести понятие предела (4), 
частных производных и неопределенных интегралов. Все это делается по аналогии с классиче-
ским анализом и [12]. 

Принципиально новые моменты появляются в связи с многомасштабностью координатных 
осей. Выберем шаг длиной qE, где q — ядро вещественного числа, например q = 0.1. Будем 
двигаться с этим шагом от нуля вдоль оси OX. За n шагов мы доберемся до точки nEX n 1.0= . 
Ясно, что ни за какое конечное число шагов первый микроуровень прямой преодолеть мы не 
сможем, т. е. не сможем добраться до точки X = 0.1. 

Согласно (1), переход с уровня на уровень можно совершать только с помощью процеду-
ры Lim. Отрезок 1.01.0 << XnE  назовем областью интерфейса между первым микро- и веще-
ственным уровнем прямой. 

Если ),Lim(),(Lim YXFYXF nn = , то функция F считается непрерывной по первому аргумен-
ту в области указанного интерфейса, или непрерывной при переходе с масштабного уровня nX  
на уровень nXLim . Для таких функций вводится понятие частной интерфейсной производной 

 
nn

nn
XX

YXFYXF
−
−

Lim
),(),Lim(Lim .  

Операцию обратного перехода можно назвать неопределенным интерфейсным интегриро-
ванием. Все эти понятия пополняют арсенал средств для исследования механики многомас-
штабных сред. 

Основные трудности возникают при введении понятия определенного интеграла. 
Ограничимся функциями, заданными только на двух масштабных уровнях: 

 ξ+= xX ,   η+= yY ,   Ex )1(=ξ ,   Ey )1(=η ;  

 n
x

n
)1(

=ξ ,   n
y

n

)1(
=η ;   ),,,(),( ηξyxfYXF = .  

Если функция f  фактически зависит только от двух переменных );( ηξ ++= yxhf , то она 
будет непрерывной при переходе с одного масштабного уровня на другой. Здесь интеграл сов-
падает с классическим. Если же непрерывности нет, то для конкретизации интеграла, кроме 
функции и области интегрирования, необходимо задать некоторые дополнительные условия. 

Пусть область интегрирования представляет собой прямоугольник 10: LXs ≤≤ , 20 LY ≤≤ , 

1L , 2L  — ядра вещественных чисел. Разобьем s на n2 элементарных прямоугольников )(ns ji  со 
сторонами nLl /11 = , nLl /12 = , i≤1 , nj ≤ . 

В дальнейшем, согласно (1), перейдем к пределу Lim при ω→n . Имея в виду это обстоя-
тельство, рассмотрим элемент со сторонами nl1 , nl2  как приближение прямоугольника со сто-
ронами ELl 11 = , ELl 22 = . Внутри последнего значения x, y не меняются и, следовательно, 
функция ),,,( nyxf ξ  зависит только от переменных микроуровня ξ  и η . Будем считать, что 
это имеет место и для n-го приближения. Обозначим через )(nx ji , )(ny ji  координаты центра 
прямоугольника )(ns ji . Примем, что центру соответствуют координаты 0=nξ , 0=nη . 

Среднее значение интеграла по элементарному прямоугольнику можно ввести обычным 
образом: 

 
ji

ji
ji s

n
n

)(
)(

γ
ρ = ,   nn

s
nnjiji ddyxfn

ji

ηξηξγ ∫∫= ),,,()( . 
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Сумму интегралов )(nJ  по всем элементарным прямоугольникам будем считать n-прибли-
жением искомого интеграла J. Интеграл J определим как предел в смысле Lim от )(nJ  при 

ω→n , т. е. положим 
 ∫∫==

→ sn
dXdYYXFllnJJ ),(),()(Lim 21ω

; (6) 

 ∑ ∑= =
= n

i
n
j ji nnJ

1 1
)()( γ . 

Если бы здесь стоял обычный предел lim при ∞→n , то мы получили бы следующий ре-
зультат: 

 ∫∫=
s

dxdyyxfI )0,0,,( . (7) 

В последней конструкции игнорируются детали поведения функции на микроуровне. Поэто-
му выражение (7) не зависит ни от способа разбиения s на части jis , ни от выбора точки внутри jis , 
которая соответствует значениям 0=nξ , 0=nη . В интеграле (6) такая зависимость есть (этот 
факт подчеркнут в обозначении интеграла (6)). В техническом отношении процедура интегриро-
вания (6) становится более громоздкой, чем классическая процедура (7). 

Аналогичные процедуры рассматриваются в теории конечных разностей [13], или в кван-
товом анализе [14]. Однако ничто не мешает рассмотреть и промежуточные по сложности слу-
чаи, когда результат (6) округляется с точностью до 2E  или E и др. Формально в первом слу-
чае полагаем 02 =E , но 0≠E . Округлению E = 0 соответствует обычный интеграл (7). 

Рассмотрим задачу (6), не прибегая к округлениям. Основная проблема состоит в вычисле-
нии двойных сумм в (6). В одномерном случае задача суммирования сводится к разностному 
уравнению. Для его решения вводится функция, производящая числа Бернулли. Решение дает-
ся формулой Эйлера – Маклорена [13, 14] (в многомерном варианте [15, 16]). 

Задача (6) отличается от классической тем, что в (6) от числа n зависит не только общее 
число слагаемых, стоящих в сумме, но и значение каждого из слагаемых. Необходимо отметить 
также еще одну особенность задачи. Она связана с тем, что природа чисел, относящихся к раз-
личным масштабным уровням прямой, различна. В результате арифметических операций они не 
смешиваются, не растворяются друг в друге и до известной степени сохраняют свою индивиду-
альность. Например, если x = 8.3 — число вещественного уровня, а Е=ρ  — актуальная беско-
нечно малая, то 8.3 + 1 = 9.3, 2E + 1.5E = 3.5E. Здесь индивидуальность теряется. С другой сто-
роны, в сумме 8.3 + E индивидуальность слагаемых сохраняется полностью. В техническом 
плане это означает, что с числами ),( ρϕ x  можно обращаться как с функциями. Указанные осо-
бенности позволили упростить вывод формулы суммирования в одномерном случае [12].  
(В частности, здесь не возникло необходимости обращения к функции, производящей числа 
Бернулли.) Рассмотрим обобщение на двумерный случай. 

Пусть 

 ∑∑
= =

=Φ
K

i

m

j
ji nmK

1 1
)(),( γ  

— частичная сумма. Положим, по определению, что 0)0,0( =Φ , 0)0,( =Φ K , 0),0( =Φ m . То-
гда задача суммирования сводится к решению следующего разностного уравнения: 

 );,()1,(),1()1,1(),( ntrtrtrtrtr γ=−Φ−−Φ−−−Φ+Φ . (8) 

 Kr ≤≤1 ,    mt ≤≤1 . 
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От индексов координат перейдем к самим координатам и затем к пределу Lim при ω→n .  
В результате размеры элементарных прямоугольников перейдут от nLl n /11 = , nLl n /22 =  к акту-
ально бесконечно малым длинам ELl 11 = , ELl 22 = . Значение интегралов по элементарным пря-
моугольникам и значения частичных сумм зависят от 1l , 2l . Данные параметры включим в спи-
сок аргументов функции Ф. Таким образом, от (8) переходим к 

 −−Φ−−−Φ+Φ ),,,(),,,(),,,( 211212121 llylxlllylxllyx  
 212121212 ,),,2/,2/(),,,( lllllylxlllyx −−=−Φ− ρ . (9) 
Воспользуемся линейностью задачи. Представим правую часть, отнесенную к 1l , 2l , в виде 

суммы 
 ),(),( 21 yxGll ii i∑= λρ . 
Тогда решение можно искать в следующем виде: 

 ),,,(),( 2121 llyxll ii i Ψ=Φ ∑ λ , (10) 

где функции iΨ  удовлетворяют уравнениям 

 ),()],,,(),,(),,,(),,,([1
212211212121

21
yxGlllyxlllxlllylxllyxll iiiii =−Ψ−−Ψ−−−Ψ+Ψ  (11) 

и iG , iλ  — известные функции. Индекс i будем опускать. 
Переход от уравнения (9) к уравнению (11) является принципиальным. В (11) правая часть 

не зависит от величин 1l , 2l . Следовательно, и левая часть от 1l , 2l  зависеть не должна. Этого 
требования достаточно, чтобы найти решение Ψ  практически элементарным путем. Будем ис-
кать его в виде разложения 

 ∑∞

=
=Ψ

0, 2121 ),(),,,(
ji

ji
ij llyxallyx . (12) 

Подставим (12) в (11), воспользуемся формулой Тейлора, приведем подобные члены и при-
равняем нулю соответствующие выражения так, чтобы левая часть от 1l  и 2l  не зависела. В ре-
зультате получим формулу суммирования 

 ),,,(,),,,( 21210,
00

21 llyxCllyx
akllyx ji

ji ji

ji

ij +
∂∂

∂
=Ψ ∑∞

=

+
,  

где С — произвольная периодическая функция ),,,(),;,( 212121 llyxClllylxC =±± , 

 ∫ ∫=
y x

dxyxGdyka
0 0

0000 ),( ,    100 =k ,  

и последующие значения ijk  определяются следующими формулами: 

для нулевой строки 00k , 01k , 02k , 03k , …: 
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Для первой строки 10k , 11k , 12k , 13k , …: 
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Для второй строки 20k , 21k , 22k , 23k , 24k …: 
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Для третьей строки 30k , 31k , 32k , 33k , 34k ,…: 

,...0!1!2!3!4!5!1
1

!1!2!3!4!5!2
1

!1!2!3!4!5!3
1

!1!2!3!4!5!4
1

,0!1!2!3!4!1
1

!1!2!3!4!2
1

!1!2!3!4!3
1

!1!2!4!4
1

,0!1!3!1
1

!1!2!3!2
1

!1!2!3!3
1

!1!2!3!4
1

,0!1!2!1
1

!1!2!2
1

!1!2!3
1

!1!2!4
1

,0!1!1
1

!1!2
1

!1!3
1

!1!4
1

34333231302423222120

14131211100403020100

33323130

23222120131211100302
!3

00

32
!2

30222120121110020100

3130212011100100

30201000

01

31

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−+−+

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−+−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkk

kkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkk

k

k

 



А. Ф. Ревуженко 

 21

Полученные формулы дают решение задачи для каждой из функций Ψ  из представле-
ния (10). Окончательный результат дается суммой (10), где все функции ),( 21 lliλ  известны. 

О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ ГЕОСРЕДЫ 

Введение объектов (1) – (4) расширяет возможности математического аппарата для поиска 
моделей различных процессов. Однако здесь возникает новая проблема, которая связана с тем, 
что здесь открывается слишком много возможностей и сразу неясно, как ими следует распоря-
диться. Основная трудность связана с тем, что вещественное число с точки зрения (1) – (4) 
представляет собой объект (шарообразную туманность, о которой говорилось выше) с беско-
нечно большим числом измерений. Это относится как к координатам по пространству, так и к 
координате по времени. Самый простой путь решения проблемы состоит в том, чтобы отбро-
сить все возможности, в которых нет необходимости. Ограничимся только одним измерением 
(5), сохранив вдоль него иерархию масштабов. В качестве второго шага ограничимся плоской 
деформацией. 

Пусть ),( YXuu = , ),( YXvv =  — поле перемещений. Каждая из указанных функций сво-
дится к функции 2m вещественных переменных. Различные комбинации производных данных 
функций по EyExyx m)()1( ...,,,  можно использовать при выводе определяющих уравнений. При 
этом должен выполняться ряд ограничений. Первое связано с инвариантностью уравнений: 
можно использовать только такие комбинации производных, которые не зависят от жесткого 
смещения и поворота тела. Следующее ограничение можно получить, если использовать поня-
тие диссипативной функции. Здесь проблема может быть сведена к выбору аргументов у этой 
функции и определению ее вида. Для дальнейших построений можно использовать технику, 
развитую в [17, 18]. 

Далее во всех случаях должен выполняться принцип соответствия: если фактически мно-
гомасштабность среды не проявляется, то модели переходят в классические, т. е. неархимедовы 
переменные переходят в обычные вещественные переменные. Достаточным условием для это-
го является равенство следующих производных: 

 
)(

...
)( )()1( ExExx m∂

∂==
∂

∂=
∂
∂ ,  (13) 

 
)(

...
)( )()1( EyEyy m∂

∂==
∂

∂=
∂
∂ . 

Отсюда можно заключить, что основную роль в уравнениях играют производные некоторо-
го базового микроуровня и разности производных на различных уровнях (в случае (13) указан-
ные разности тождественно равны нулю). Условия предельного состояния и дилатансионные 
соотношения можно ввести по аналогии с одномасштабными условиями. Например, дилатан-
сия на первом микроуровне приводит к уравнению 
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22

, 

где ν  — угол дилатансии. 
Выведенная конструкция двойного интеграла позволяет формулировать также различные 

вариационные принципы, аналогичные рассмотренным в [12]. 
Таким образом, если ограничиться только координатными осями типа (5), то задачу в неар-

химедовом многомасштабном пространстве можно свести к задаче поиска функций обычных 
вещественных переменных. При этом описание многомасштабности реальной среды достига-
ется за счет соответствующего увеличения размерности задачи. 
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ВЫВОДЫ 

Для построения математических моделей блочно-иерархической среды можно использо-
вать основные понятия неархимедова математического анализа. 

Основное отличие рассматриваемого подхода от классического состоит в замене обычных 
(архимедовых, одномасштабных) координатных осей на неархимедовы, т. е. многомасштаб-
ные оси. 

При построении моделей можно использовать известные методы теории пластичности, свя-
занные с введением понятия диссипативной функции и соответствующих определяющих урав-
нений. 
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