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В рамках линейной теории рассмотрена задача о поступательном движении вихреис-
точника в трехслойной жидкости, ограниченной снизу дном. Жидкость в каждом слое
идеальная, несжимаемая, тяжелая и однородная. На основе разработанного ранее ме-
тода получены формулы для возмущенных комплексных скоростей жидкости в каждом
слое, волнового сопротивления и подъемной силы вихреисточника. Рассмотрены случаи
движения вихря вблизи границы раздела двух полубесконечных жидких сред, в двух-
слойной жидкости, ограниченной сверху свободной поверхностью или твердой крышкой
при наличии дна, а также ограниченной снизу дном и сверху свободной поверхностью
или твердой крышкой. Во всех случаях приведены зависимости гидродинамических ха-
рактеристик вихреисточника от числа Фруда. Обнаружено, что для ряда задач эти ха-
рактеристики терпят разрыв при переходе через критические числа Фруда. Характер
этих разрывов исследован аналитически.

Наиболее полный обзор исследований в задачах генерации поверхностных и внутрен-
них волн движущимся в жидкости телом представлен в [1–3]. Задача о движении вихре-
источника является основной в этой области, так как допускает аналитическое решение.
Случай движения вихреисточника под свободной поверхностью исследован в [4, 5], вблизи
границы раздела двух жидкостей — в [6], под свободной поверхностью жидкости конечной
глубины — в [7, 8], в двухслойной жидкости под свободной поверхностью — в [9, 10].

В последние годы появилось большое количество работ, связанных с решением более
общей задачи о движении контура в многослойной жидкости [11–19]. Установлено, что
в ряде случаев гидродинамические характеристики терпят разрыв при переходе через

критические числа Фруда, при которых качественно меняется характер волнообразования.
В [20] разработан метод решения линейных задач о движении вихреисточника в жид-

кости, имеющей произвольное конечное число слоев. Для задачи о движении вихреисточни-
ка в двухслойной и трехслойной жидкости исследованы зависимости гидродинамических

характеристик от параметров задачи [21, 22]. Представляет интерес на основе метода,
предложенного в [20], рассмотреть более общую задачу о движении вихреисточника в

трехслойной жидкости, ограниченной снизу дном, и аналитически установить характер
разрывов в окрестности критических чисел Фруда. Этим исследованиям посвящена на-
стоящая работа.

1. Рассмотрим линейную задачу о поступательном движении вихреисточника интен-
сивности C = Γ + iQ в трехслойной жидкости, ограниченной снизу дном. Жидкость со-
стоит из слоев D1, D2 и D3 (D1 — нижний слой). Ось Ox системы координат расположена
вдоль невозмущенной границы раздела слоев D2 и D3. Вихреисточник расположен в точке
z0 = x0 − iy0 слоя Dr (r = 1, 2).

Введем следующие обозначения: g — ускорение свободного падения, V∞ — скорость

жидкости на бесконечности слева, ρk — плотность жидкости в слое Dk (k = 1, 2, 3), H1

и H2 — толщины слоев D1 ∪D2 и D2 соответственно.
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Возмущенное движение жидкости в слоеDk описывается комплексной скоростью V̄k(z)
(k = 1, 2, 3). Функции V̄k(z) являются аналитическими в слое Dk и удовлетворяют гра-
ничным условиям [20]:

1) непрерывности давления при переходе через границы раздела сред Dk и Dk+1 (k =
1, 2):

Re
{
mk
k k+1

dV̄k(z)

dz
−mk+1

k k+1

dV̄k+1(z)

dz
+ iνkV̄k(z)

}
= 0, z = x+ iH2(k − 2),

(1.1)

mk
k k+1 =

ρk
ρk + ρk+1

, mk+1
k k+1 =

ρk+1

ρk + ρk+1
, mk k+1 =

ρk − ρk+1

ρk + ρk+1
, ν =

g

V 2
∞
, νk = νmk k+1;

2) непрерывности ноpмальной компоненты скоpости при переходе через границы раз-
дела сред Dk и Dk+1 (k = 1, 2):

Im {V̄k(z)− V̄k+1(z)} = 0, z = x+ iH2(k − 2); (1.2)

3) равенства нулю нормальной составляющей скорости на дне жидкости:

Im {V̄1(z)} = 0, z = x− iH1; (1.3)

4) затухания возмущения скоростей на бесконечности слева:

lim
x→−∞

V̄k(z) = 0 (k = 1, 2, 3). (1.4)

Применяя общий метод решения линейных задач о движении вихреисточника в мно-
гослойной жидкости [20], получим решение краевой задачи (1.1)–(1.4)

V̄1(z) =
C

2πi

2− r
z − z0

+
1

π

∞∫
0

Gr1(λ)e−iλ(z−z̄0) dλ− i
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j=1

Res
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+
1

π
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0
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Res
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(Gr2(λ)eiλ(z−z0)); (1.5)
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2πi
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+

1

π

∞∫
0

Gr3(λ)e−iλ(z−z̄0) dλ− i
P∑
j=1

Res
λ=λj

(Gr3(λ)e−iλ(z−z̄0)) +

+
1

π

∞∫
0

Gr4(λ)eiλ(z−z0) dλ+ i
P∑
j=1

Res
λ=λj

(Gr4(λ)eiλ(z−z0)); (1.6)

V̄3(z) =
1

π

∞∫
0

Gr5(λ)eiλ(z−z0) dλ+ i
P∑
j=1

Res
λ=λj

(Gr5(λ)eiλ(z−z0)), (1.7)

где

G1
1(λ) = e2λH2(C̄ − Ce2λ(y0−H1))((λm23 + ν2)(λ+ ν1) + (λ− ν2)(λm12 + ν1)e2λH2)/2T (λ),

G1
2(λ) = e−2λH1(C̄((λm23 + ν2)(λm12 − ν1) + (λ− ν2)(λ− ν1)e2λH2)e2λy0 +

+ C((λm23 + ν2)(λ+ ν1) + (λ− ν2)(λm12 + ν1)e2λH2)e2λH2)/2T (λ),

G1
3(λ) = λm1

12(λm23 + ν2)e2λH2(C̄ − Ce2λ(y0−H1))/T (λ),
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G1
4(λ) = λm1

12(λ− ν2)e2λH2(C̄e2λ(y0−H1) − C)/T (λ),

G1
5(λ) = 2m1

12m
2
23λ

2e2λH2(C̄e2λ(y0−H1) − C)/T (λ),

G2
1(λ) = m2

12λ e2λH2(C̄(λm23 + ν2) + C(λ− ν2)e2λy0)/T (λ),

G2
2(λ) = m2

12λ e2λ(H2−H1)(C̄(λ− ν2)e2λy0 + C(λm23 + ν2))/T (λ),

G2
3(λ) = (λm23 + ν2)(C̄e2λH2(λ− ν1 + (λm12 + ν1)e2λ(H2−H1))−

− Ce2λy0(λm12 − ν1 + (λ+ ν1)e2λ(H2−H1)))/2T (λ),

G2
4(λ) = (C̄(λ− ν2)e2λy0 + C(λm23 + ν2))(λm12 − ν1 + (λ+ ν1)e2λ(H2−H1))/2T (λ),

G2
5(λ) = m2

23λ(C̄(λm12 − ν1 + (λ+ ν1)e2λ(H2−H1))e2λy0 −

− C(λ− ν1 + (λm12 + ν1)e2λ(H2−H1))e2λH2)/T (λ),

T (λ) = (λm12 − ν1)(λm23 + ν2) + (λ− ν1)(λ− ν2)e2λH2 +

+ ((λ+ ν1)(λm23 + ν2) + (λm12 + ν1)(λ− ν2)e2λH2)e2λ(H2−H1).

Здесь λj (j = 1, . . . , P ) — положительные корни уравнения T (λ) = 0. Анализ этого уpавне-
ния показывает, что оно имеет два коpня пpи Fr < Fr1∗, один коpень пpи Fr1∗ < Fr < Fr2∗
и не имеет коpней пpи Fr > Fr2∗ (Fr = V 2

∞/(gH2) — число Фpуда). Кpитические числа
Фpуда Fr1∗ и Fr2∗ опpеделяются как Fr1,2∗ = 1/(ν1,2∗H2), где ν1∗ и ν2∗ — коpни уpавнения

m12m23H2(H1 −H2)ν2 + (m12m
3
23H2 − (m12m

2
23 +m2

12m23)H1)ν +m1
12m

2
23 = 0. (1.8)

Используя общий метод [20], получим выражения для гидродинамических характери-
стик вихреисточника, расположенного в слое Dr (r = 1, 2):

Rrx = −ρrQV∞ + ∆Rrx, Rry = −ρrΓV∞ + ∆Rry;

∆R1
x =

P∑
j=1

ρ1

T ′(λj)
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2
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− 1

2
e2λj(y0−H1)(Γ2 +Q2)((λjm12 − ν1)(λjm23 + ν2) + (λj − ν1)(λj − ν2)e2λjH2)

]
; (1.9)

∆R1
y = − ρ1

2π
(Γ2 +Q2)

∞∫
0
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dλ

T (λ)
; (1.10)
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+
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2
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2
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]
; (1.11)
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∆R2
y = − ρ2

2π
(Γ2 +Q2)

∞∫
0

[(λm23 + ν2)(λ− ν1 + (λm12 + ν1)e2λ(H2−H1))e2λ(H2−y0) +

+ (λ− ν2)(λm12 − ν1 + (λ+ ν1)e2λ(H2−H1))e2λy0 ]
dλ

T (λ)
. (1.12)

Здесь ∆Rrx и ∆Rry — добавочные силы к обобщенной силе Жуковского, действующей на
вихреисточник.

Форма границ раздела сред Dk и Dk+1 (k=1, 2) определяется формулой

fk(x) = − 1

νkV∞
Re {mk

k k+1V̄k(z)−mk+1
k k+1V̄k+1(z)}, z = x+ iH2(k − 2),

где комплексные скорости V̄k(z) определяются из (1.5)–(1.7) с учетом (1.8).
2. Введем безразмерные коэффициенты волнового сопротивления ∆Cx =

∆RxH2/(ρrΓ
2) и подъемной силы ∆Cy = ∆RyH2/(ρrΓ

2) вихря. Для частного случая
ρ3/ρ2 = 0, соответствующего движению вихря в двухслойной жидкости, ограниченной
снизу дном и сверху свободной поверхностью, рассмотрим поведение коэффициентов ∆Cx
и ∆Cy в малой окрестности критических чисел Фруда.

В случае r = 1 проводя для выражений (1.9), (1.10) операции, указанные в [21], полу-
чим следующие значения для пределов справа и слева:

lim
Fr→Fr1,2∗ − 0

∆Cx =
U1

U2
, lim

Fr→Fr1,2∗ + 0
∆Cx = 0,

U1 = 3(h− h1)2m1
12(h1(1− 3m12) + 4m12 ±R),

(2.1)
U2 = 2(1− h1)2(m1

12h1((1− 3m12)h1 ±R) + 2m12(1− h1)(1− 5m12)),

R = 2
√
m1

12(m1
12h

2
1 − 4h1m12 + 4m12);

lim
Fr→ Fr1,2∗ + 0

∆Cy = −∞,

lim
Fr→Fr1,2∗ − 0

∆Cy = − 1

2π

[
1

2(h1 − h)
+ (2.2)

+ 4(1− h)
W1

W2
+

∞∫
0

(g1(µ)

g2(µ)
− 2

W1

W2

(1 + 2µ(h− 1))e2µ(1−h)

µ2

)
dµ

]
,

где

g1(µ) = 2sh (2µ(h1 − h))(µ+ ν̄1,2∗)(µ+ ν̄1,2∗m12 +m12(µ− ν̄1,2∗)e
2µ)e2µ(1−h1),

g2(µ) = (µ− ν̄1,2∗)(m12(µ+ ν̄1,2∗) + (µ− ν̄1,2∗m12)e2µ) +

+ (µ+ ν̄1,2∗)(µ+ ν̄1,2∗m12 +m12(µ− ν̄1,2∗)e
2µ)e2µ(1−h1),

W1 = −3(h− h1)m1
12(h1(1− 3m12) + 4m1

12 ±R),

W2 = (1− h1)2(2m12(1− 5m12)(1− h1)±m1
12h1R +m1

12(1− 3m12)h2
1),

h =
y0

H2
, h1 =

H1

H2
, ν̄ = νH2, ν̄1,2∗ =

1

Fr1,2∗
.
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Аналогично при r = 2 применяя эти же операции для выражений (1.11), (1.12), получим
предельные значения ∆Cx и ∆Cy в малой окрестности критических чисел Фруда:

lim
Fr→Fr1,2∗ − 0

∆Cx =
U1

U2
, lim

Fr→Fr1,2∗ + 0
∆Cx = 0,

U1 = −3(4h(h1 − 2)m1
12m12 − 2h2m1

12(m1
12h1 − 2m12) +

(2.3)
+m12(h1(1− 3m12) + 4m12)± (2hm12 −m12 − h2m1

12)R),

U2 = 2(m1
12h1((1− 3m12)h1 ±R)− 2m12(h1 − 1)(1− 5m12));

lim
Fr→Fr1,2∗ + 0

∆Cy = ±∞,
(2.4)

lim
Fr→Fr1,2∗ − 0

∆Cy = − 1

2π

[
1

2h
− 4h

W1

W2
+

∞∫
0

(g1(µ)

g2(µ)
− 2

W1

W2

(1 + 2µh)e−2µh

µ2

)
dµ

]
,

где

g1(µ) = 2(µ sh (2µh)− ν̄1,2∗ch(2µh))(m12(µ− ν̄1,2∗) + (µ+ ν̄1,2∗m12)e2µ(1−h1)) +

+ 2ν̄1,2∗(µ− ν̄1,2∗m12 +m12(µ+ ν̄1,2∗)e
2µ(1−h1))e2µ(1−h),

g2(µ) = (µ− ν̄1,2∗)(m12(µ+ ν̄1,2∗) + (µ− ν̄1,2∗m12)e2µ) +

+ (µ+ ν̄1,2∗)(µ+ ν̄1,2∗m12 +m12(µ− ν̄1,2∗)e
2µ)e2µ(1−h1),

W1 = −3(m1
12(hh1 + (hh1 − 2(2h+ h1) + 4)m12)± (hm1

12 −m12)R),

W2 = h2
1m

1
12(1− 3m12) + 2m12(1− 5m12)(h1 − 1)± h1m

1
12R.

В этих выражениях знак “ + ” соответствует предельному переходу к Fr1∗, знак “− ” —
к Fr2∗.

Проведенный анализ предельных значений коэффициентов ∆Cx и ∆Cy в окрестности
критических чисел Фруда для задачи о движении вихреисточника в двухслойной жидко-
сти, ограниченной снизу дном и сверху свободной поверхностью, позволяет обнаружить
разрыв первого рода у волнового сопротивления и разрыв второго рода у подъемной силы.

3. На основе (1.9)–(1.12) разработан алгоритм вычисления гидродинамических нагру-
зок ∆Cx и ∆Cy, действующих на вихрь.

Были рассмотрены следующие случаи движения вихря:
а) в двухслойной жидкости (ρ2/ρ1 = 0,970 874, ρ3/ρ2 = 1, H1/H2 =∞);
б) под свободной поверхностью жидкости конечной глубины (ρ2/ρ1 = 1, ρ3/ρ2 = 0,

H1/H2 = 2);
в) в двухслойной жидкости под твердой крышкой (ρ2/ρ1 = 0,970 874, ρ2/ρ3 = 0,

H1/H2 =∞);
г) в двухслойной жидкости, ограниченной твердым прямолинейным каналом (ρ2/ρ1 =

0,970 874, ρ2/ρ3 = 0, H1/H2 = 2);
д) в двухслойной жидкости под свободной поверхностью (ρ2/ρ1 = 0,970 874, ρ3/ρ2 = 0,

H1/H2 =∞);
е) в двухслойной жидкости, ограниченной сверху свободной поверхностью и снизу

дном (ρ2/ρ1 = 0,970 874, ρ3/ρ2 = 0, H1/H2 = 2).
Безразмерный параметр погружения вихря h в случаях движения в слоях D1 и D2

принимал значения 1,5 и 0,5 соответственно.
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Гидродинамические нагрузки вихря, совершающего равномерное движение в многослой-
ной жидкости:
сплошные линии — результаты для вихря, расположенного в слое D1, штриховые — в слое D2

Результаты расчетов ∆Cx и ∆Cy для задач A–E представлены на рисунке, в зада-
чах B–D критические числа Фруда Fr1∗ = 2,000 000; 0,030 000; 0,014 778; 0,029 126 соответ-
ственно, в задаче E Fr1∗ = 0,014 671; Fr2∗ = 1,985 329. В задаче A критические числа Фруда
отсутствуют, что объясняется существованием внутренних волн при любых значениях
параметров задачи. Более подробно эта задача исследована в [22].

В задаче B существует только одно критическое число Фруда. Гидродинамические
нагрузки терпят разрыв при переходе через значение Fr1∗. Аналитически характер этих
разрывов установлен в [21].

В задачах W, D при переходе через значение Fr1∗ коэффициент ∆Cx остается непре-
рывным, а ∆Cy непрерывен при r = 1 и терпит разрыв второго рода при r = 2 (см.
рисунок).

В задачах D, E при переходе через критические числа Фруда коэффициент ∆Cx терпит
разрыв первого рода, а ∆Cy — второго (см. рисунок). Для задачи G существует только
одно критическое число Фруда, для задачи E — два.

В задачах B–D генерация поверхностных или внутренних волн происходит только при
Fr < Fr1∗ (при Fr > Fr1∗ волновое сопротивление отсутствует). В задаче E при Fr < Fr1∗
преобладают внутренние волны, при Fr1∗ < Fr < Fr2∗ — поверхностные, при Fr > Fr2∗
волны на свободной поверхности и границе раздела не образуются и ∆Cx = 0.

Характер разрывов в задаче E установлен аналитически на основе (2.1)–(2.4).
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