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Обсуждается проблема нахождения спектра собственных чисел в задаче определения по-
лей напряжений и деформаций в окрестности вершины трещины антиплоского сдвига в
материале со степенным определяющим соотношением. Показано, что метод возмуще-
ний позволяет найти аналитическую зависимость собственного значения от показателя
нелинейности материала и собственного числа линейной задачи. Таким образом, можно
найти весь спектр собственных чисел, а не только собственное число задачи Хатчинсо-
на — Райса — Розенгрена.
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1. Проблема определения собственных значений в нелинейной механи-
ке разрушения. В современной нелинейной механике разрушения при исследовании

напряженно-деформированного состояния в окрестности вершины трещины в материале
с нелинейными определяющими уравнениями часто возникает задача на собственные зна-
чения. Например, при изучении полей напряжений и деформаций (скоростей деформаций)
в материале со степенными определяющими соотношениями (степенной закон нелинейно-
упругого деформирования, степенной закон упрочнения деформационной теории пластич-
ности, закон Бейли — Нортона теории установившейся ползучести) методом разложения
по собственным функциям необходимо найти решение системы нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений с граничными условиями отсутствия поверхностных уси-
лий на берегах трещины и условиями симметрии на ее продолжении. Следует отметить,
что получающаяся система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений со-
держит параметр (собственное значение), который необходимо определить для нахождения
нетривиального решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений, удовле-
творяющего сформулированным граничным условиям. В нелинейной механике разруше-
ния известно одно собственное число задачи Хатчинсона — Райса — Розенгрена [1, 2].
Поле напряжений в окрестности вершины трещины в материале со степенным законом

упрочнения

εij = (3/2)Bσn−1
e sij , (1.1)

где εij — компоненты тензора деформаций; sij — компоненты девиатора тензора напря-
жений; σe — интенсивность напряжений; B — постоянная материала, определяемая экс-
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периментально; n — показатель нелинейности материала, представляется в следующем
виде:

σij(r, θ) = (J/(BInr))1/(n+1)σ̃ij(θ, n). (1.2)

Здесь J — инвариантный интеграл нелинейной механики разрушения [3]; In — безраз-
мерный J-интеграл; σ̃ij(θ, n) — универсальное угловое распределение напряжений, опре-
деляемое из решения краевой задачи. Соотношения (1.2) представляют собой классическое
распределение напряжений Хатчинсона — Райса — Розенгрена в окрестности вершины

трещины в материале со степенными определяющими соотношениями (1.1).
В течение длительного времени интерес исследователей вызывало построение выс-

ших приближений в асимптотических разложениях полей напряжений и деформаций в

окрестности вершины трещины по заданному главному члену асимптотического разложе-
ния — решению Хатчинсона — Райса — Розенгрена [4–10]. Однако в настоящее время
представляется актуальным нахождение всего спектра собственных чисел. Так, в задаче о
маломасштабном пластическом течении с асимптотическим граничным условием в беско-
нечно удаленной точке необходимо более тщательное исследование асимптотики дальнего

поля напряжений и, следовательно, определение других собственных чисел в разложениях
напряжений по собственным функциям (см. [11]). В [12] предпринята попытка определе-
ния собственных чисел, отличных от собственного числа задачи Хатчинсона — Райса —
Розенгрена, при различных значениях показателя нелинейности. Для получения решения
использовался численный метод определения собственных чисел (метод Рунге— Кутты—
Фельберга) совместно с методом пристрелки. В данном случае пристрелка является одно-
параметрической и собственные значения легко определяются.

Спектр собственных чисел задачи о растяжении пространства с полубесконечной тре-
щиной в материале со степенными определяющими уравнениями изучался в [13]. Авторы
работы [13] указывают на недостаточность одного найденного собственного значения и
высших приближений в задаче Хатчинсона — Райса — Розенгрена [4]. Следует отметить,
что с математической точки зрения задачи о трещинах нормального отрыва и поперечного

сдвига являются более сложными. В [13] численно найдены собственные значения лишь
для отдельных показателей степенного закона (n = 3, 5).

В данной работе показано, что с использованием методов теории возмущений мож-
но найти аналитическую зависимость собственного значения от показателя нелинейности

материала и собственного числа линейной задачи.
2. Постановка задачи. Основные уравнения. Рассмотрим трещину антиплоского

сдвига в материале со степенными определяющими соотношениями

γrz = (3/2)Bτn−1
e τrz, γθz = (3/2)Bτn−1

e τθz, τ2
e = 3(τ2

rz + τ2
θz), (2.1)

где τe — интенсивность касательных напряжений. В полярной системе координат с полю-
сом в вершине трещины уравнение равновесия и условие совместности деформаций имеют

вид

∂

∂r
(rτrz) +

∂τθz

∂θ
= 0,

∂

∂r
(rγθz) =

∂γrz

∂θ
. (2.2)

Здесь и далее предполагается, что компоненты тензора напряжений и деформаций от-
несены к τ0 и γ0 соответственно (τ0 — предел пропорциональности материала, в случае
если рассматриваемые определяющие соотношения описывают нелинейно-упругую или

пластическую деформацию в рамках деформационной теории пластичности; γ0 — значе-
ние интенсивности деформации, соответствующее τ0).

Введение функции напряжений

τrz =
1

r

Φ(r, θ)

∂θ
, τθz = −∂Φ(r, θ)

∂r
(2.3)
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позволяет тождественно удовлетворить уравнению равновесия. Из условия совместности
деформаций получается нелинейное дифференциальное уравнение в частных производных

относительно функции Φ(r, θ). Как известно, использование степенной зависимости меж-
ду деформациями и напряжениями приводит к разделению переменных r и θ, поэтому
решение задачи будем искать в виде

Φ(r, θ) = rsf(θ) + . . . . (2.4)

Компоненты тензора напряжений принимают вид

τij(r, θ) = rs−1τ̃ij(θ) + . . . .

Подставляя (2.4) в (2.3), (2.1) и в условие совместности (во второе уравнение систе-
мы (2.2)), получим нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение относительно
функции f(θ):

f ′′(nf ′2 + s2f2) + f(C1f
′2 + C2f

2) = 0. (2.5)

Здесь C1 = s(n− 1)(2s− 1) + s2, C2 = s3(n− 1)(s− 1) + s4.
Уравнение (2.5) с граничными условиями

f
∣∣
θ=±π

= 0 (2.6)

определяет нелинейную задачу на собственные значения: найти значение параметра s, при
котором задача (2.5), (2.6) имеет нетривиальное решение.

3. Собственные значения. Аналитическое выражение для собственного значения s
как функции показателя нелинейности материала n и собственного числа s0 “невозмущен-
ной” линейной задачи (n = 1) может быть найдено с помощью представления

s = s0 + ε, (3.1)

где ε — отклонение значения собственного числа s от значения собственного числа s0 при

изменении n.
Для того чтобы оценить влияние изменения n на собственное значение s, показатель

нелинейности материала и искомую функцию представим в виде

n = 1 + εn1 + ε2n2 + . . . ; (3.2)

f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + . . . , (3.3)

где f0(θ) — решение линейной задачи (n = 1).
Подставляя (3.1)–(3.3) в (2.5) и собирая коэффициенты при одинаковых степенях ма-

лого параметра ε, получим систему неоднородных линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно функций f0(θ), f1(θ), f2(θ), . . .:

f ′′0 + s2
0f0 = 0; (3.4)

f ′′1 + s2
0f1 = −s0[n1(s0 − 1) + 2]f0;

f ′′2 + s2
0f2 = −[(n2f

′2
0 + f2

0 )f ′′0 + (C2
1f ′20 + C2

2f2
0 )f0]/s

2
0 . . . . (3.5)

Здесь C2
1 = n2s

2
0 − 1 + 3n1s0 + s0n2(s0 − 1); C2

2 = s3
0[n2(s0 − 1) + n1].

Решение уравнения (3.4), удовлетворяющее граничным условиям f0

∣∣
θ=±π

= 0, имеет
вид

f0(θ) = A cos s0θ, s0 = m/2, m = ±1,±3,±5, . . . (3.6)

или

f0(θ) = B sin s0θ, s0 = m/2, m = 0,±2,±4, . . . .
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Используя полученное решение для функции f0(θ), можно последовательно найти
функции f1(θ), f2(θ), . . . . Так, для определения функции f1(θ) имеем следующую крае-
вую задачу:

f ′′1 + s2
0f1 = −s0[n1(s0 − 1) + 2]f0; (3.7)

f1

∣∣
θ=±π

= 0. (3.8)

Поскольку соответствующая однородная задача имеет нетривиальное решение, неодно-
родная задача будет иметь решение при выполнении некоторого условия разрешимости,
которое позволит определить коэффициенты nk разложения (3.2).

4. Условие разрешимости. Следует отметить, что при использовании методов воз-
мущений возникают совокупности задач, которые должны решаться последовательно [14].
При этом задача первого порядка обычно оказывается однородной, в то время как задачи
высших порядков будут неоднородными, но линейными. Если соответствующая однород-
ная задача имеет нетривиальное решение, то неоднородная задача не будет иметь решения,
если не будет выполнено соответствующее условие разрешимости.

Рассмотрим краевую задачу для неоднородного линейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения второго порядка

p2(x)y′′ + p1(x)y′ + p0(x)y = g(x), a < x < b; (4.1)

α11y
′(a) + α12y(a) + α13y

′(b) + α14y(b) = β1,

α21y
′(a) + α22y(a) + α23y

′(b) + α24y(b) = β2,
(4.2)

где граничные операторы линейно независимы, т. е. матрица(
α11 α12 α13 α14

α21 α22 α23 α24

)
имеет ранг 2, и, следовательно, существует по крайней мере одна невырожденная матрица
размером 2× 2. Таким образом, по крайней мере один из определителей

∆11 =

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ , ∆13 =

∣∣∣∣ α11 α13

α21 α23

∣∣∣∣ , ∆14 =

∣∣∣∣ α11 α14

α21 α24

∣∣∣∣ ,

∆23 =

∣∣∣∣ α12 α13

α22 α23

∣∣∣∣ , ∆24 =

∣∣∣∣ α12 α14

α22 α24

∣∣∣∣ , ∆34 =

∣∣∣∣ α13 α14

α23 α24

∣∣∣∣
отличен от нуля.

В общем случае граничные условия могут быть смешанными (или неразделенными),
т. е. содержать значения искомой функции и ее производной на концах отрезка [a, b]. С уче-
том граничных условий исследуемой задачи (3.8) рассмотрим случай, когда определитель
∆24 6= 0. Разрешая уравнения (4.2) относительно y(a) и y(b), получим

y(a) = γ11y
′(a) + γ12y

′(b) + δ1, y(b) = γ21y
′(a) + γ22y

′(b) + δ2, (4.3)

где

γ11 = −∆14

∆24
, γ12 = −∆34

∆24
, γ21 =

∆12

∆24
, γ22 = −∆23

∆24
,

δ1 =
β1α24 − β2α14

∆24
, δ2 =

β2α12 − β1α22

∆24
.

Для нахождения условия разрешимости в общем случае рассмотрим сопряженную

задачу. Умножим уравнение (4.1) на функцию u(x), которая называется сопряженным
решением, подлежащим определению. В результате получим

p2uy′′ + p1uy′ + p0uy = gu, a < x < b.
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Почленно интегрируя это соотношение от a до b, находим

b∫
a

p2uy′′ dx +

b∫
a

p1uy′ dx +

b∫
a

p0uy dx =

b∫
a

gu dx.

Далее, интегрируя по частям первые два слагаемых, после ряда преобразований получим

b∫
a

[p2u
′′ + (2p′2 − p1)u

′ + (p′′2 − p′1 + p0)u]y dx +

+ {p2uy′ + [(p1 − p′2)u− p2u
′]y}

∣∣b
a

=

b∫
a

gu dx. (4.4)

Приравнивая к нулю подынтегральное выражение в левой части последнего равенства,
получим дифференциальное уравнение относительно функции u:

p2u
′′ + (2p′2 − p1)u

′ + (p′′2 − p′1 + p0)u = 0, (4.5)

которое обычно называют сопряженным по отношению к однородному уравнению (4.1).
Однородное дифференциальное уравнение, соответствующее (4.1), называется самосопря-
женным, если оно совпадает с сопряженным ему уравнением (4.5). Эти уравнения совпа-
дают в том случае, если справедливы равенства 2p′2 − p1 = p1, p′′2 − p′1 = 0 или p1 = p′2.
При этом однородное уравнение, соответствующее (4.1), имеет вид

p2y
′′ + p′2y

′ + p0y = 0.

Для того чтобы определить вид граничных условий, необходимых для замыкания со-
пряженной задачи, рассмотрим однородную задачу, соответствующую (4.1), (4.2). Тогда
соотношение (4.4) принимает вид (в случае самосопряженного уравнения)

{p2[uy′ − u′y]}
∣∣x=b

x=a
= 0.

Используя равенства (4.3), последнее соотношение можно преобразовать к следующему
виду:

[−γ21p2(b)u
′(b)− p2(a)u(a) + γ11p2(a)u′(a)]y′(a) +

+ [p2(b)u(b)− γ22p2(b)u
′(b) + γ12p2(a)u′(a)]y′(b) = 0.

Граничные условия сопряженной задачи выберем таким образом, чтобы каждый ко-
эффициент при y′(a) и y′(b) обращался в нуль:

p2(a)u(a)− γ11p2(a)u′(a) + γ21p2(b)u
′(b) = 0,

p2(b)u(b) + γ12p2(a)u′(a)− γ22p2(b)u
′(b) = 0.

(4.6)

Таким образом, функция u представляет собой решение краевой задачи для уравнения

p2u
′′ + p′2u

′ + p0u = 0 (4.7)

с граничными условиями (4.6).
Сформулировав сопряженную задачу, вернемся к исходной неоднородной зада-

че (4.1), (4.2) и найдем условие ее разрешимости. Поскольку функция u удовлетворяет
уравнению (4.7), выражение (4.4) принимает вид

{p2[uy′ − u′y]}
∣∣x=b

x=a
=

b∫
a

gu dx.
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Так как решение сопряженной краевой задачи u удовлетворяет граничным услови-
ям (4.2), последнее соотношение может быть представлено в виде

δ1p2(a)u′(a)− δ2p2(b)u
′(b) =

b∫
a

gu dx. (4.8)

Равенство (4.8) является искомым условием разрешимости, где u представляет собой ре-
шение сопряженной краевой задачи.

5. Условие разрешимости задачи (3.7), (3.8). Возвращаясь к краевой задаче
для неоднородного линейного обыкновенного дифференциального уравнения (3.7), реше-
ние которого должно удовлетворять граничным условиям (3.8), легко установить, что это
уравнение является самосопряженным, поскольку в данном случае p2 = 1, p1 = 0 и p′2 = p1,
а условие разрешимости формулируется следующим образом:

π∫
−π

gu dθ = 0. (5.1)

Здесь g — правая часть уравнения (3.7):

g(θ) = −s0[n1(s0 − 1) + 2]f0(θ),

функция u — сопряженное решение, совпадающее с функцией f0(θ). Для нечетных чиселm
функция f0(θ) определяется соотношением (3.6). В этом случае сопряженное решение име-
ет вид

u = cos s0θ. (5.2)

Выполнив несложные вычисления, можно показать, что условие разрешимости удо-
влетворяется только за счет выбора коэффициента n1 = −2/(s0 − 1).

Аналогично для функции f2(θ) можно заключить, что условие разрешимости (5.1) и
сопряженное решение (5.2) будут иметь тот же вид. При этом необходимо положить

g(θ) = −[(n2f
′2
0 + f2

0 )f ′′0 + (C2
1f ′20 + C2

2f2
0 )f0]/s

2
0.

Вновь проводя необходимые вычисления, установим, что условие разрешимости выполня-
ется лишь при n2 = (4s0 − 1)/(s0(s0 − 1)2).

Обобщая полученные результаты для произвольного коэффициента nk, находим

n = 1 +
s0

s0 − 1

∞∑
k=1

(
− ε

s0 − s∗

)k
− 1

s0 − 1

∞∑
k=1

(
− ε

s0 − 1

)k
=

s

s− s∗
− s

s− 1
,

где s∗ = s2
0/(2s0 − 1).

Разрешая полученное уравнение относительно s, найдем зависимость собственного
значения от показателя нелинейности материала n и собственного числа линейной зада-
чи s0:

s =
n(s2

0 + 2s0 − 1) + (s0 − 1)2

2n(2s0 − 1)
+

√
[n(s2

0 + 2s0 − 1) + (s0 − 1)2]2 − 4n2s2
0(2s0 − 1)

2n(2s0 − 1)
.

В случае, когда s0 = 1/2, асимптотическое разложение для показателя нелинейности
материала принимает вид

n = 1− 1

s0 − 1

∞∑
k=1

(
− ε

s0 − 1

)k
= − s

s− 1
,
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откуда получаем известную зависимость собственного числа от показателя нелинейности,
соответствующую решению Хатчинсона — Райса — Розенгрена:

s = n/(n + 1).

6. Выводы. В работе предложен способ определения собственных значений в задаче о
трещине антиплоского сдвига в материале со степенным определяющим уравнением, осно-
ванный на методе возмущений. Следует отметить, что метод возмущений для определения
собственных значений в задаче о трещине использован в [15], где получены выражения для
коэффициентов разложения nk путем исключения вековых слагаемых в решениях уравне-
ний относительно функций fk. Однако наличие вековых слагаемых в решении исследуемой
задачи не является противоречием, поскольку решение разыскивается на конечном отрезке
[−π, π], а не на полубесконечном интервале (как известно из теории возмущений, именно
наличие бесконечной области является источником возникновения неравномерно пригод-
ных разложений — в данном случае разложений, имеющих вековые слагаемые). Второй
причиной обращения к решению данной задачи является невозможность обобщения под-
хода, развитого в [15], на случай более сложных с математической точки зрения задач
о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига. При исследовании таких видов
нагружения тела с трещиной оказалось, что в соответствующих задачах появляются ве-
ковые слагаемые двух видов, при исключении которых получаются два уравнения для
определения одной неизвестной величины nk на k-м шаге. Представленный в работе под-
ход лишен указанных ограничений и может быть применен к решению задач о трещинах

нормального отрыва и поперечного сдвига.
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