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гауссовского типа. Разработанные алгоритмы позволяют эффективно моделировать однородные слу-
чайные поля с широким классом невыпуклых корреляционных функций.
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In this paper, two new algorithms for the simulation of homogeneous random fields are proposed. Both
algorithms are based on the widespread algorithm “in rows and columns” for the simulation of the Gaus-
sian fields with special correlation functions. Applying the algorithms developed makes possible to efficiently
simulate homogeneous random fields with non-convex correlation functions.

Keywords: homogeneous random field, stochastic simulation, randomization.

1. Введение

При решении различных прикладных задач с использованием методов стохастическо-
го моделирования, в частности задач статистической метеорологии, океанологии, гид-
рологии и популяционной биологии, необходимо учитывать корреляционную структу-
ру реальных процессов и полей. Во многих случаях соответствующие корреляционные
функции, необходимые для моделирования, получают аппроксимацией выборочных кор-
реляционных функций, оцененных по данным наблюдений, специальными положительно
определенными функциями непрерывного аргумента. Например, для описания корреля-
ционной структуры пространственных двумерных полей приземной температуры возду-
ха и геопотенциала на заданной территории, если предположение об изотропности поля
согласуется с реальными данными, используют аппроксимирующие функции вида

r(ρ) = exp
(
−αρ2

)
,
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где ρ =
√

x2 + y2 — расстояние между двумя точками поля. В случае, когда с данными
согласуется предположение об однородности поля, используют функции более общего
вида

r(x, y) = exp
(
−

(
αx2 + βxy + γy2

)θ
)
.

Существующие алгоритмы моделирования случайных полей, например векторные алго-
ритмы, основанные на методе условных распределений, на векторных моделях авторе-
грессии, скользящего среднего, смешанных моделях авторегрессии и скользящего средне-
го и др., позволяют строить реализации гауссовских полей дискретных аргументов с за-
данной корреляционной структурой [10]. Однако они обладают общим недостатком: мо-
делирование большого количества реализаций случайного поля оказывается достаточно
трудоемкой задачей в смысле затрат времени на вычисления и затрат машинной памяти.
Кроме того, для корреляционных функций указанного выше вида стандартные алгорит-
мы моделирования вычислительно неустойчивы, поскольку соответствующие корреляци-
онные матрицы обладают большим числом обусловленности и собственными числами,
близкими к нулю. При моделировании случайных полей накапливаются вычислитель-
ные ошибки, в результате чего некоторые собственные числа корреляционной матрицы
оказываются отрицательными. Для матриц же с отрицательными собственными числа-
ми вещественнозначное разложение Холецкого, а также основанные на методе условных
распределений алгоритмы, используемые при моделировании, неприменимы. В связи с
этими недостатками для различных классов корреляционных функций разрабатывают
более экономичные и устойчивые алгоритмы моделирования [7–10].

Для корреляционных функций вида r(ρ) = exp
(
−αρ2

)
и r(x, y) = exp

(
−

(
αx2 + γy2

))
существует эффективный алгоритм моделирования гауссовских полей на регулярных
сетках. В литературе его называют алгоритмом “по строкам и столбцам” [3, 4, 10]. При
его реализации корреляционные матрицы задаются отдельно на горизонтальных и верти-
кальных сечениях поля. В основе этого алгоритма лежит тот факт, что корреляционная
матрица поля представима в виде прямого произведения корреляционных матриц его
горизонтального и вертикального сечений. Преимуществом данного метода является то,
что он сводится к последовательному использованию алгоритмов моделирования гаус-
совских векторов с теплицевыми корреляционными матрицами, заданными функциями
вида r(x) = exp(−αx2). Для них алгоритмы, основанные на методе условных распреде-
лений, реализуются с высокой точностью.

Алгоритм моделирования “по строкам и столбцам” имеет специфику, которую можно
проиллюстрировать следующим примером. Предположим, что мы моделируем однород-
ное гауссовское поле на равномерной прямоугольной сетке размера m×n узлов (для про-
стоты используем единичный шаг сетки). Элементы корреляционных матриц горизон-
тального R(1) =

(
r
(1)
ij

)
, i, j = 1, 2, . . . , n, и вертикального R(2) =

(
r
(2)
kp

)
, k, p = 1, 2, . . . ,m,

сечений поля задаются функциями r
(1)
ij = exp

(
−α1|i− j|2

)
и r

(2)
kp = exp

(
−α2|k − p|2

)
со-

ответственно. После реализации алгоритма “по строкам и столбцам” корреляционная
функция построенного однородного случайного поля имеет вид

r(i, j, k, p) = exp
(
−α1(i− j)2 − α2(k − p)2

)
.

При этом сечение горизонтальной плоскостью поверхности корреляционной функции
между значением поля в произвольном фиксированном узле и значениями во всех осталь-
ных узлах будет представлять собой эллипс с главными осями, ориентированными вдоль
осей Ox, Oy.
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Однако в прикладных задачах достаточно часто встречаются корреляционные функ-
ции случайных полей, изолинии которых являются эллипсами с главными осями, повер-
нутыми относительно положительных направлений осей Ox, Oy на некоторый угол ϕ.
Например, для корреляционной функции поля геопотенциала на уровне 500 мбар угол
поворота ϕ ≈ 45◦ [2].

В данной работе предложены две модификации алгоритма “по строкам и столбцам”.
Первая их них позволяет моделировать поля, для которых угол поворота ϕ 6= 0◦. Вторая
модификация метода “по строкам и столбцам” значительно расширяет класс корреляци-
онных функций, для которых он применим.

2. Модифицированный алгоритм “по строкам и столбцам”

В этом пункте будет рассмотрена модификация алгоритма “по строкам и столбцам”,
позволяющая численно реализовывать однородные случайные поля, у которых угол по-
ворота ϕ, описанный в п. 1, отличен от 0◦.

2.1. Алгоритм моделирования случайного поля

Сформулируем алгоритм моделирования двумерного гауссовского однородного слу-
чайного поля

{
ηi

j

}
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, на равномерной прямоугольной сетке раз-

мерности m× n узлов (для удобства шаг сетки равен 1).

Шаг 1. Моделируем двумерное случайное поле
{
ϕi

j

}
как массив стандартных гауссов-

ских независимых случайных величин ϕ1
1 · · · ϕ1

n
...

. . .
...

ϕm
1 · · · ϕm

n

 ,

где ~ϕ (i)> ∼ N(0, I), ~ϕ (i)> =
(
ϕi

1, ϕ
i
2, . . . , ϕ

i
n

)
— вектор-строка, i = 1, . . . ,m, I — единичная

матрица.

Шаг 2. Преобразованием
~ξ (i)> = ~ϕ (i)>L(1)>

для каждого i = 1, . . . ,m получаем m независимых векторов-строк

~ξ (i)> =
(
ξi
1, ξ

i
2, . . . , ξ

i
n

)
.

Здесь

L(1) =


l
(1)
1,1 0 · · · 0
l
(1)
2,1 l

(1)
2,2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
l
(1)
n,1 l

(1)
n,2 · · · l

(1)
n,n


является нижнетреугольной матрицей такой, что L(1)L(1)> = R(1), а матрица
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R(1) =


r
(1)
1,1 · · · r

(1)
1,n

...
. . .

...
r
(1)
n,1 . . . r

(1)
n,n


есть заданная корреляционная матрица горизонтального сечения поля. Из векторов-
строк ~ξ (i)> формируем поле

{
ξi
j

}
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n:

{
ξi
j

}
=

 ξ1
1 · · · ξ1

n
...

. . .
...

ξm
1 · · · ξm

n

 ,

векторы-строки ~ξ (i)> ∼ N
(
0, R(1)

)
которого независимы между собой.

Шаг 3. Составим p векторов ~ζ(k) из случайных величин ξi
j , “лежащих” на прямых опре-

деленного наклона относительно горизонтального направления сетки, т. е.

~ζ(k) =
(
ξ1
k, ξ2

k+d, ξ
3
k+2d, . . . , ξ

m
k+(m−1)d

)>
,

где k = 1, . . . , n− (m− 1)d, d = 0, 1, 2, . . . , — параметр сдвига на каждом горизонтальном
слое сетки. Для иллюстрации этого способа построения векторов ~ζ(k) приведен рис. 1.
Так как векторы-строки ~ξ (i)> =

(
ξi
1, ξ

i
2, . . . , ξ

i
n

)
поля

{
ξi
j

}
независимы между собой, то

векторы ~ζ(k) ∼ N(0, I).

Рис. 1. Схема построения векторов ~ζ(k) на Шаге 3 модифицированного алгоритма “по строкам и
столбцам” при d = 1. Черным цветом обозначены случайные величины, из которых составляются
векторы ~ζ(k), k = 1, . . . , n− (m− 1)d

Отличие Шага 3 в модифицированном алгоритме от стандартного алгоритма “по
строкам и столбцам” состоит в том, что при реализации последнего после преобразо-
ваний на втором шаге случайные величины связываются между собой по узлам сетки,
находящимся на ее вертикальных слоях.

Шаг 4. Заключительным преобразованием

~ν(k) = L(2)~ζ(k)

получаем векторы ~ν(k) =
(
ν1

k , ν2
k+d, ν

3
k+2d, . . . , ν

m
k+(m−1)d

)>
, k = 1, . . . , n− (m− 1)d. Здесь

матрица
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L(2) =


l
(2)
1,1 0 · · · 0
l
(2)
2,1 l

(2)
2,2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
l
(2)
n,1 l

(2)
n,2 · · · l

(2)
n,n


является нижнетреугольной матрицей такой, что L(2)L(2)> = R(2), а матрица

R(2) =


r
(1)
1,1 · · · r

(1)
1,m

...
. . .

...
r
(1)
m,1 · · · r

(1)
m,m


есть заданная корреляционная матрица вертикального сечения поля. Из построенных
векторов формируем случайное поле

{
νi

j

}
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. При d = 1 поле

имеет следующий вид:
ν1
1 ν1

2 · · · ν1
m−1 ν1

m · · · ν1
n−(m−1) ξ1

n−(m−1)+1 · · · ξ1
n

ξ2
1 ν2

2 · · · ν2
m−1 ν2

m · · · ν2
n−(m−1) ν2

n−(m−1)+1 · · · ξ2
n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ξm−1
1 ξm−1

2 · · · νm−1
m−1 νm−1

m · · · νm−1
n−(m−1) νm−1

n−(m−1)+1 · · · ξm−1
n

ξm
1 ξm

2 · · · ξm
m−1 νm

m · · · νm
n−(m−1) νm

n−(m−1)+1 · · · νm
n

 .

Так как в рассматриваемом случае для моделирования используется прямоугольная сет-
ка, то после “отбрасывания” по d(m− 1) векторов-столбцов с боковых сторон данно-
го массива случайных величин получаем итоговое случайное поле

{
ηi

j

}
, i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , n− 2d(m− 1):

{
ηi

j

}
=


ν1

m ν1
m+1 · · · ν1

n−(m−1)

ν2
m ν2

m+1 · · · ν2
n−(m−1)

· · · · · · · · · · · ·
νm

m νm
m+1 · · · νm

n−(m−1)

 =


η1
1 η1

2 · · · η1
n−2(m−1)

η2
1 η2

2 · · · η2
n−2(m−1)

· · · · · · · · · · · ·
ηm
1 ηm

2 · · · ηm
n−2(m−1)

 .

Следует отметить, что в данном случае был рассмотрен угол θ наклона прямых, по
которым связываются случайные величины, принадлежащий интервалу [−π/4, 0) . В об-
щем случае θ ∈ [−π/4, π/4] /{0}, и в силу дискретности сетки, угол наклона прямых θ
изменяется тоже дискретно. При этом

tg θ =
{
−1/d, θ ∈ [−π/4, 0) ,

1/d, θ ∈ (0, π/4] ,

где d — целочисленный параметр сдвига. В случае, когда θ ∈ (0, π/4] , на Шаге 3 век-
торы ~ζ(k), k = 1, . . . , n − (m − 1)d, формируются из случайных величин ξi

j , i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n, следующим образом:

~ζ(k) =
(
ξ1
k+(m−1)d, . . . , ξ

m−2
k+2d, ξ

m−1
k+d , ξm

k

)>
.

Все дальнейшие рассуждения приведены для случая θ ∈ [−π/4, 0) , если не оговорено
иное.

Отметим, что от значения параметра сдвига d при фиксированной размерности сетки
(m×n узлов) зависит количество p векторов ~ζ(k), k = 1, . . . , p, а именно, p = n−(m− 1)d.
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Это, в свою очередь, приводит к уменьшению размерности итогового поля
{
ηi

j

}
, i =

1, . . . ,m, j = 1, . . . , n− 2d(m− 1). Если необходимо построить ровно p векторов ~ζ(k) при
заданном сдвиге d и фиксированном числе узлов m по вертикальному сечению сетки, то
необходимое число узлов сетки по горизонтали вычисляется по формуле n = p+d(m− 1).

Замечание 1. В приложениях бывает удобно моделировать случайные поля не на пря-
моугольной сетке, а например на сетке в форме параллелограмма. В этих случаях можно
не “отбрасывать” по d(m− 1) векторов-столбцов массива, а использовать получившееся
поле нужной формы.

2.2. Корреляционная структура поля.

Исследуем корреляционную структуру построенного с помощью вышеописанного мо-
дифицированного алгоритма “по строкам и столбцам” гауссовского случайного поля{
ηi

j

}
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n − 2d(m − 1). Элементы корреляционных матриц R(1) =(

r(1)(i, j)
)

и R(2) =
(
r(2)(k, p)

)
вычисляются следующим образом:

r(1)(i, j) = exp
(
−α1|i− j|2

)
, i, j = 1, . . . , n,

r(2)(k, p) = exp
(
−α2|k − p|2

)
, k, p = 1, . . . ,m.

Здесь α1 и α2 — произвольные параметры. Поскольку случайные величины ηi
j имеют

нулевое среднее и единичную дисперсию, то корреляции между ними имеют вид

Mηk
i ηp

j = r(i, j, k, p) = r(2)(k, p)r(1)
(
i− d(k − 1), j − d(p− 1)

)
,

где i, j = 1, . . . , n − 2d(m− 1), k, p = 1, . . . ,m. С учетом того, что шаг сетки равен 1,
перепишем корреляционную структуру поля {ηi

j} в декартовых координатах Oxy:

Mηk
i ηp

j = exp
(
−α2|k − p|2

)
exp

(
−α1|i− d(k − 1)− j + d(p− 1)|2

)
= exp

(
−α2y

2
)
exp

(
−α1|x− d y|2

)
= exp

(
−α1x

2 + 2dα1xy −
(
d2α1 + α2

)
y2

)
.

Таким образом, корреляционная функция построенного поля {ηi
j} имеет вид

r(x, y) = exp
(
−α1x

2 + 2dα1xy −
(
d2α1 + α2

)
y2

)
.

Изолинии данной корреляционной функции описываются уравнениями

f(x, y) = −α1x
2 + 2dα1xy −

(
d2α1 + α2

)
y2 + C = 0

и представляют собой кривые второго порядка, а именно, эллипсы, главные оси которых
повернуты на некоторый угол ϕ относительно координатных осей Ox и Oy. Соответству-
ющая иллюстрация приведена на рис. 2.

Угол поворота ϕ вычисляется по формуле

tg 2ϕ =
2dα1

α2 + α1 (d2 − 1)
.

Из последней формулы следует, что, изменяя коэффициенты α1 и α2 при задании кор-
реляционных матриц R(1)и R(2) соответственно, можно контролировать угол поворота ϕ
изолиний корреляционной функции поля.
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Рис. 2. Пример изолинии f(x, y)

Замечание 2. Если величина θ ∈ (0, π/4] , то корреляции между случайными величи-
нами поля

{
ηi

j

}
будут равны

Mηk
i ηp

j = r(i, j, k, p) = r(2)(k, p)r(1)(i + d(k − 1), j + d(p− 1)),

а уравнение изолиний примет вид

f(x, y) = −α1x
2 − 2dα1xy − y2

(
α2 + d2α1

)
+ C = 0.

При этом угол поворота ϕ может быть найден из уравнения

tg 2ϕ =
−2dα1

α2 + α1 (d2 − 1)
.

Замечание 3. Следует отметить, что существуют некоторые ограничения на выбор
параметров α1, α2 и угол поворота ϕ. Во-первых, α1, α2 > 0. Во вторых, должно выпол-
няться условие

tg 2ϕ ∈
(

0,
2d

d2 − 1

)
,

т. е. пределы изменения угла поворота ϕ связаны с параметром сдвига d. Кроме того,
существует связь между скоростями убывания корреляционной функции поля по коор-
динатным осям. Действительно, при y = 0 корреляционная функция поля

{
ηi

j

}
име-

ет вид r(x) = exp
(
−α1x

2
)
, т. е. скорость убывания функции по оси Ox зависит толь-

ко от параметра α1. При x = 0 корреляционная функция описывается выражением
r(y) = exp

(
−

(
d2α1 + α2

)
y2

)
, и скорость убывания корреляционной функции по оси Oy

зависит от суммы
(
d2α1 + α2

)
. Таким образом, при изменении параметра α1 будет из-

меняться скорость убывания корреляционной функции не только по оси Ox, но и по
оси Oy.

Замечание 4. В главных осях Ox′y′ уравнение изолиний корреляционной функции
поля имеет вид

f
(
x′, y′

)
= Ax′ 2 + By′ 2 + C = 0,

где
A = −α1

(
d2 sin2 ϕ− d sin 2ϕ + cos2 ϕ

)
− α2 sin2 ϕ,

B = −α1

(
d2 cos2 ϕ + d sin 2ϕ + sin2 ϕ

)
− α2 cos2 ϕ.

Корреляционную функцию поля в новой системе координат Ox′y′ можно переписать в
виде

r
(
x′, y′

)
= exp

(
Ax′ 2 + By′ 2

)
.
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При y′ = 0 корреляционная функция описывается уравнением r (x′) = exp
(
Ax′ 2

)
, а при

x′ = 0 — уравнением r (y′) = exp
(
By′ 2

)
соответственно.

Кроме этого, при d = 1 на параметры A и B накладываются ограничения в виде
неравенств:

0 < A < α1 +
α2

2
, 1 < B < 2α1 +

α2

2
.

Для корреляционных функций вида r(x, y) справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. График функции, получающийся при сечении поверхности r(x, y)
произвольной плоскостью вида ax + by = 0, обладает точками перегиба.

Действительно, перепишем функцию r(x, y) в виде

r(x, y) = exp
(
−

(
α1

(
x− dy

)2 + α2y
2
))

.

Очевидно, что α1(x− dy)2+α2y
2 ≥ 0 и α1(x− dy)2+α2y

2 = 0 тогда и только тогда, когда
x = y = 0. График функции, получающийся при сечении плоскостью y = kx, k ∈ R, есть
график функции

r̃(x) = exp
(
−

(
α1(1− dk)2 + α2k

2
)
x2

)
= exp

(
−D1x

2
)
, D1 > 0,

а при сечении плоскостью x = 0 — график функции

r̂(y) = exp
(
−y2

(
α1d

2 + α2

)
y2

)
= exp

(
−D2y

2
)
, D2 > 0.

Существование точек перегиба следует из того, что функции ∂ 2r̃/∂x2, ∂ 2r̃/∂y2 обраща-
ются в 0 и меняют знак в точках ±1/

√
2D1 и ±1/

√
2D2 соответственно.

Кроме того, непосредственной подстановкой легко убедиться, что все точки пере-
гиба, независимо от выбора секущей плоскости ax + by = 0, принадлежат плоскости
z = exp (−0.5).

На рис. 3 приведены примеры изолиний корреляционной функции r(x, y) при раз-
личных значениях параметров α1, α2, ϕ, d.

Рис. 3. Изолинии корреляционной функции r(x, y). Слева: при α1 = α2 = 0.005, ϕ = 31.7, d = 1.
Справа: при α1 = α2 = 0.005, ϕ = 22.5, d = 2
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3. Рандомизированный алгоритм “по строкам и столбцам”

В данном пункте рассматривается дальнейшая модификация алгоритма “по строкам
и столбцам”. По аналогии с [6, 7], рандомизируя значения одного из параметров α1 или
α2, можно получить достаточно широкий класс корреляционных функций, для которых
применим указанный в данной работе алгоритм моделирования.

Пусть угол поворота главных осей эллипса зафиксирован, т. е.

tg 2ϕ = c,

где c ∈
(
0,

2d

d2 − 1

)
— некоторая константа.

В таком случае можно выразить параметр α2 через α1:

α2 =
(

2d

c
− d2 + 1

)
α1.

Подставляя полученное выражение для α2 в формулу, описывающую корреляционную
функцию поля, имеем

r(x, y) = exp
(
−α1

(
(x− dy)2 +

(2d

c
− d2 + 1

)
y2

))
= exp(−Dα1),

где D = D(x, y) = (x− dy)2 +
(

2d

c
− d2 + 1

)
y2 ≥ 0 (равенство D = 0 выполняется только

если x = y = 0).
Пусть теперь α1 — случайная величина с плотностью одномерного распределения

f(z), z ∈ (a, b), 0 < a < b. Будем считать, что f(z) > 0, z ∈ (a, b). Рассмотрим несколько
примеров корреляционных функций вида

R(x, y) =

b∫
a

f(z) exp(−Dz) dz.

Все примеры будут приведены для сдвига d = 1.

Пример 1. Пусть f(z) — плотность равномерного распределения на интервале (a, b).
Тогда

R(x, y) =

b∫
a

1
b− a

exp(−Dz) dz =
exp(−aD)− exp(−bD)

(b− a)D

=
exp

(
−a

(
(x−dy)2 +

(
2d
c −d2+1

)
y2

))
− exp

(
−b

(
(x−dy)2 +

(
2d
c −d2+1

)
y2

))
(b− a)

(
(x−dy)2 +

(
2d
c − d2 + 1

)
y2

) ,

(x, y) ∈ R2\(0, 0),
R(0, 0) = 1.

Если a = 0, b = 1, то

R(x, y) =
1− exp

(
−

(
(x− dy)2 +

(
2d
c − d2 + 1

)
y2

))(
(x− dy)2 +

(
2d
c − d2 + 1

)
y2

) , (x, y) ∈ R2\(0, 0).
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Пример 2. Если f(z) — плотность экспоненциального распределения с параметром
λ > 0, то

R(x, y) =
λ

λ + D
=

λ

λ + (x− dy)2 +
(

2d
c − d2 + 1

)
y2

, (x, y) ∈ R2.

Пример 3. Если f(z) — плотность треугольного распределения (распределения Симп-
сона), т. е.

f(z) =


4(z − a)
(b− a)2

, z ∈
(

a,
a + b

2

]
,

4(b− z)
(b− a)2

, z ∈
(

a + b

2
, b

)
,

то

R(x, y) =
4

(b− a)2

(
exp(−aD)− 2 exp

(
−a+b

2 D
)

+ exp(−bD)
)

D2
, (x, y) ∈ R2\(0, 0),

R(0, 0) = 1.

На рис. 4 приведены графики сечений поверхности R(x, y) плоскостью y = x при
x > 0 и при различных плотностях f(z).

Рис. 4. Графики сечений поверхно-
сти R(x, y) плоскостью y = x. Кри-
вая 1: f(z) — плотность равномерно-
го распределения на отрезке (0, 0.3);
кривая 2 : f(z) — плотность экспонен-
циального распределения с парамет-
ром λ = 5; кривая 3 : f(z) — плот-
ность экспоненциального распределе-
ния с параметром λ = 3.7, усеченного
на отрезок (0, 0.7)

Следует отметить, что, изменяя плотности f(z), можно получать корреляционные
функции случайного поля с различным характером их убывания.

Приведенные на рис. 4 функции обладают общим свойством: у всех есть точки пере-
гиба. Оказывается, что вне зависимости от выбора плотности f(z) и плоскости сечения
Ax + By = 0 у графика функции всегда будут точки перегиба. Этот факт можно сфор-
мулировать в виде следующего утверждения.

Утверждение 2. Если 0 < a < b < +∞, плотность распределения f(z) непрерывна
на [a, b] и f(z) > 0, z ∈ [a, b], то график функции, являющейся сечением плоскостью
Ax + By = 0 поверхности

R(x, y) =

b∫
a

f(z) exp(−Dz) dz,

где D = D(x, y) = (x− dy)2 +
(

2d

c
− d2 + 1

)
y2, имеет точки перегиба.
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Доказательство. Рассмотрим случай, когда плоскость сечения имеет уравнение
y = kx, k ∈ R. В этом случае верна цепочка равенств

D = D(x, kx) =
(

(1− dk)2 +
(2d

c
− d2 + 1

)
k2

)
x2 = mx2, m > 0.

В результате элементарных вычислений можно получить, что

∂2R(x, kx)
∂x2

= 2m

b∫
a

f(z)
(
2mx2z2 − z

)
exp

(
−mzx2

)
dz.

Будем рассматривать далее функцию

I(x) =
1

2m

∂2R

∂x2
=

b∫
a

f(z)
(
2mx2z2 − z

)
exp

(
−mzx2

)
dz.

Покажем, что в условиях данного утверждения функция

G(x, z) = f(z)
(
2mx2z2 − z

)
exp

(
−mzx2

)
при x → M равномерно по z на [a; b] стремится к функции

g(z) = f(z)
(
2mM2z2 − z

)
exp

(
−mzM2

)
.

Для этого надо доказать, что для любого ε1 > 0 существует δ1 > 0, такое что для всех
z ∈ [a; b] неравенство

|G(x1, z)−G(x2, z)| < ε1

выполняется, если |x1 −M | < δ1 и |x2 −M | < δ1. Функция G(x, z) непрерывна в огра-
ниченной замкнутой области [−M,M ] × [a, b], следовательно по теореме Кантора она
равномерно непрерывна в этой области, т. е. для любого ε > 0 существует δ > 0, такое
что неравенство

|G(x, z)−G (x0, z0)| < ε

выполнено для всех точек (x, z), (x0, z0) одновременно, если |x− x0| < δ |z − z0| < δ.
Пусть z = z0, тогда неравенство |z − z0| < δ выполняется автоматически. Запишем
дважды определение равномерной непрерывности в случае, если x0 = M :

∀ ε1

2
∃ δ′ : |G (x1, z)−G(M, z)| < ε1

2
, если |x1 −M | < δ′,

∀ ε1

2
∃ δ′′ : |G (x2, z)−G(M, z)| < ε1

2
, если |x2 −M | < δ′′.
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Следовательно, верна цепочка неравенств

|G (x1, z)−G (x2, z)| ≤ |G (x1, z)−G(M, z)|+ |G(M, z)−G (x2, z)| < ε1

2
+

ε1

2
= ε1

одновременно для всех z, если |x1 −M | < δ1 и |x2 −M | < δ1, где δ1 = min {δ′, δ′′} . Таким
образом, функция G(x, z) при x → M равномерно по z на [a; b] стремится к функции
f(z)

(
2mM2z2 − z

)
exp

(
−mzM2

)
.

С учетом доказанного мы можем воспользоваться теоремой о предельном переходе
под знаком интеграл, из которой следует, что

lim
x→M

I(x) =

b∫
a

f(z)
(
2mM2z2 − z

)
exp

(
−mzM2

)
dz.

С другой стороны, по теореме о непрерывности собственного интеграла

lim
x→M

I(x) = I(M).

Следовательно,

I(M) =

b∫
a

f(z)
(
2mM2z2 − z

)
exp

(
−mzM2

)
dz.

Покажем, что существуют такие M1, M2, что I (M1) > 0, I (M2) < 0. Так как f(z) > 0,
a > 0, exp

(
−mzM2

)
> 0, то I(M) > 0, если 2mz2M2 − z > 0, т. е. если M2 >

1

2mz
.

Поскольку m
1

2ma
> m

1

2mz
, то неравенство 2mz2M2 − z > 0 будет выполняться, если

M2 >
1

2ma
. Следовательно, в качестве M1 можно брать любое значение, большее чем

m
1√
2ma

. Аналогично, если в качестве M2 взято любое значение, меньшее чем 1√
2mb

, то

будут выполняться неравенства 2mz2M2
2 − z < 0 и I (M2) < 0.

Функция I(x) непрерывна, ∃M1,M2 : I (M1) > 0, I (M2) < 0, следовательно, суще-

ствует точка M0 : I (M0) = 0. Это означает, что функция ∂2R(x, kx)

∂x2 обращается в точке
M0 в ноль и меняет знак, т. е. график функции R(x, kx) обладает точкой перегиба.

В случае, когда рассматривается сечение поверхности R(x, y) плоскостью x = 0, до-
казательство существования точки перегиба идентично приведенному выше с точностью
до замены переменной x на y и константы m на постоянную m1 = 2d

c
+ 1.

Замечание 5. Если f(z) ≥ 0, z ∈ [a, b] , то утверждение сохраняет силу, только выбор
точек M1, M2 надо осуществлять так, чтобы f (M1) 6= 0, f (M2) 6= 0. В случае, ко-
гда f(z) — плотность распределения на интервале [a,+∞), доказательство утверждения
несколько более трудоемко.

Следует отметить, что рандомизированный алгоритм, в отличие от стандартного ал-
горитма “по строкам и столбцам”, является приближенным в том смысле, что одномер-
ные распределения построенного поля не являются стандартными нормальными, однако
близки к ним. Одномерные распределения зависят от выбора плотности распределе-
ния рандомизированного параметра и от координат точки поля, в которой определяется
его распределение. В качестве иллюстрации приведем рис. 5, на котором изображены
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плотность стандартного нормального распределения и оценки плотностей одномерных
распределений в двух максимально удаленных друг от друга точках смоделированного
поля. Плотность рандомизированного параметра выбрана экспоненциальной с парамет-
ром, равным 2. Оценки плотностей проводились по 20000000 реализаций.

Рис. 5. Графики одномерных распределений. Кривая 1: плотность стандартного нормального
распределения; кривые 2, 3: эмпирические плотности, оцененные в 2-х различных точках поля

4. Заключение

Предложенные в данной статье алгоритмы могут быть использованы при моделиро-
вании метеорологических полей. Например, согласно [1, 2] корреляционная структура
полей среднемесячной приземной температуры воздуха может быть описана корреля-
ционными функциями, обладающими точками перегиба. В работе [5] приведен пример
корреляционной функции, которая хорошо описывает структуру реального поля сред-
немесячной температуры в районе озера Байкал. При моделировании на основе предло-
женного в статье алгоритма поля с этой корреляционной функцией время вычислений
удалось сократить примерно в 100 раз по сравнению с временем, необходимым для моде-
лирования методом условных распределений. При оценках вероятностей возникновения
редких событий, когда требуется большое число модельных реализаций поля, такое со-
кращение времени расчетов является существенным.
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