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Рассмотрены уравнения квазистатического деформирования тел из упругопластическо-
го материала в геометрически линейной постановке. После дискретизации уравнений по
пространственным переменным методом конечных элементов задача определения рав-
новесных конфигураций сводится к интегрированию системы нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. В предельном состоянии тела из идеального упру-
гопластического материала матрица системы вырождается и задача становится сингу-
лярной. Предложен алгоритм регуляризации, позволяющий находить решения задач в
предельных состояниях тел. Численные решения ряда тестовых задач об определении
предельных нагрузок и равновесных конфигураций тел из идеального упругопластиче-
ского материала подтверждают надежность предложенного алгоритма регуляризации.

ВВЕДЕНИЕ

При решении задач о квазистатическом деформировании тел из идеального упруго-
пластического материала [1, 2] при некоторых значениях внешних сил достигаются PRE-
DELXNYE SOSTOQNIQ — равновесные конфигурации, в которых деформации обращаются в
бесконечность. Соответствующая нагрузка называется PREDELXNOJ. Аналитические реше-
ния некоторых задач с определением предельных нагрузок приведены в [2].

Универсальным методом решения задач по упругопластическому деформированию тел

с произвольной геометрией является метод конечных элементов (МКЭ) [3–5]. После дис-
кретизации исходной системы дифференциальных уравнений МКЭ процедура определения

равновесных конфигураций тела сводится к пошаговому интегрированию нелинейной си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). В предельном состоянии тела
вырождается матрица этой системы. В стандартных процедурах пошагового интегриро-
вания системы ОДУ в качестве параметра деформирования используется внешняя сила.
В окрестностях предельных нагрузок необходимо использовать мелкие шаги по нагрузке

для определения равновесных конфигураций [6]. При этом итерационные процессы уточне-
ния решения сходятся медленно или расходятся. Более надежным алгоритмом определения
равновесных конфигураций тела в окрестностях предельных нагрузок является введение

параметра внешней силы в число неизвестных с использованием длины дуги интегральной

кривой в качестве параметра деформирования [7, 8].
В настоящей работе процедура, предложенная в [8], дополняется регуляризацией си-

стемы ОДУ. Эта процедура определения равновесных конфигураций в предельных состоя-
ниях введена в вычислительный комплекс PIONER [9]. Ее эффективность демонстрируется
на решениях некоторых тестовых задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований

(коды проектов 99-01-00525, 99-01-00556) и программы “Университеты России — фундаментальные ис-
следования” (грант N-◦ 1795).
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1. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим модельную задачу, при решении которой покажем те трудности, которые
возникают в задачах о деформировании тел из идеального упругопластического материала

в предельном состоянии, и приведем алгоритм регуляризации, далее используемый для
решения плоских и объемных задач.

Рассмотрим одноосное однородное деформирование стержня с площадью поперечного

сечения A, растягиваемого или сжимаемого продольной силой P (рис. 1).Материал стерж-
ня предполагается упругопластическим с билинейной диаграммой одноосного растяжения,
представленной на рис. 2 (σ и ε— продольные напряжение и деформация, σ0

y > 0 — началь-
ное значение предела текучести, tg α = E > 0 — модуль Юнга, Et > 0 — касательный

модуль). При использовании теории пластического течения с изотропным упрочнением
определяющее соотношение материала стержня записывается в виде

σ̇ = bε̇, (1.1)
где

b ≡

{
E, |σ| < σy или |σ| = σy, σε̇ 6 0,

Et, |σ| = σy, σε̇ > 0.
(1.2)

Здесь σy ≡ max
06τ6t

{|σ(τ)|, σ0
y} — текущее значение предела текучести; t — монотонно воз-

растающий параметр деформирования (с начальным значением t = 0), точка обозначает
производную величины по t.

Уравнение равновесия в скоростях записывается в виде

σ̇ = Ṗ /A. (1.3)

Из (1.1) и (1.3) получаем нелинейное ОДУ

kε̇ = Ṗ , (1.4)

которое дополняем начальным условием

ε = 0 при t = 0. (1.5)

Здесь введен KASATELXNYJ KO\FFICIENT VESTKOSTI (аналог касательной матрицы жест-
кости [3])

k(σ, ε̇) ≡ bA.

Задача (1.4), (1.5) описывает деформирование стержня из упругопластического материала.
Уравнение (1.4) является аналогом системы уравнений, которая получается в результате
дискретизации МКЭ дифференциальных уравнений, описывающих деформирование тела
из упругопластического материала.

Равновесные конфигурации стержня определяются интегрированием уравнения (1.4).
При монотонном пластическом деформировании стержня равновесные конфигурации в

плоскости (ε, σ) соответствуют диаграмме одноосного деформирования, приведенной на
рис. 2.

Рис. 1 Рис. 2



198 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2000. Т. 41, N-◦ 5

Разрешимость задачи (1.4), (1.5) зависит от значения касательного модуля Et:
— Et > 0 (UPRUGOPLASTI^ESKIJ MATERIAL S UPRO^NENIEM). Задача (1.4), (1.5) регуляр-

на как при упругом (k = EA), так и при упругопластическом (k = EtA) деформировании.
Решение задачи единственно. Предельные состояния не достигаются;

— Et = 0 (IDEALXNYJ UPRUGOPLASTI^ESKIJ MATERIAL). Задача (1.4), (1.5) регулярна
при упругом (k = EA) и сингулярна при упругопластическом деформировании (k = 0). В
последнем случае при Ṗ 6= 0 решения не существует, а при Ṗ = 0 решение существует и
не единственно. Предельное состояние стержня достигается при Plim = σ0

yA.
Для стержня из упругопластического материала с упрочнением задачу (1.4), (1.5)

можно решать, используя в качестве параметра деформирования силу P (Ṗ = 1). Для
стержня из идеального упругопластического материала при деформировании за пределом

упругости силу P в качестве параметра деформирования использовать нельзя, так как
при Ṗ = 1 решения задачи (1.4), (1.5) не существует. Таким образом, стандартная форму-
лировка задачи о деформировании упругопластического тела вида (1.4), (1.5) с заданной
внешней силой не позволяет получить равновесные конфигурации в предельном состоянии.

В новой формулировке задачи (1.4), (1.5) предполагается, что внешняя сила неизвест-
на. Введем неизвестный параметр λ такой, что

P = λP0,

где P0 = const 6= 0. Теперь имеем две неизвестные функции ε и λ. Уравнение (1.4) пере-
пишем в виде

kε̇− λ̇P0 = 0. (1.6)

Вторым уравнением, решаемым совместно с (1.6), является KONTROLXNOE URAWNENIE

ε̇2 + λ̇2 = 1, (1.7)

соответствующее тому, что в качестве параметра деформирования t используется длина
дуги интегральной кривой в пространстве (ε, λ) [7, 8]. Уравнения (1.6), (1.7) дополняются
начальными условиями

ε = λ = 0 при t = 0. (1.8)

В предельном состоянии стержня система уравнений (1.6), (1.7) преобразуется к виду

λ̇ = 0, ε̇ = ±1. (1.9)

Положительный знак в правой части второго уравнения выбирается при растяжении

стержня, отрицательный — при сжатии. Выбор длины дуги в качестве параметра де-
формирования автоматически приводит к тому, что в предельном состоянии парамет-
ром деформирования становится абсолютная величина деформации (см. второе равенство
в (1.9)). В отличие от задачи (1.4), (1.5), сингулярной в предельном состоянии, задача
(1.9), (1.8) регулярна и разрешима. Нелинейное уравнение (1.7) свелось ко второму урав-

нению (1.9), которое является линейным, так как λ̇ = 0. Последнее равенство является
условием разрешимости уравнения (1.6) при k = 0. В общем случае (при решении за-
дач большой размерности) уравнение вида (1.7) требует линеаризации, а замена системы
уравнений вида (1.4) системой вида (1.6) нарушает структуру матрицы исходной системы
уравнений.

Рассмотрим другой способ регуляризации, более подходящий для численной реализа-
ции. Систему (1.6), (1.7) решаем в два этапа. На первом этапе решается уравнение (1.6),
которое при введении новой переменной

x ≡ ε̇/λ̇ (1.10)
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преобразуется к виду

kx = P0. (1.11)

Уравнение (1.11) имеет вид, аналогичный (1.4), и также является сингулярным. Регу-
ляризуем это уравнение заменой Et = 0 на E′t > 0 (E′t � E), т. е. идеальный упруго-
пластический материал стержня заменяем материалом с упрочнением с небольшим (по
сравнению с модулем Юнга) касательным модулем. Для нового материала введем обо-
значение k′ ≡ b′A, b′ получается заменой Et на E

′
t. Таким образом, вместо сингулярного

уравнения (1.11) рассматриваем регуляризованное уравнение

k′x = P0. (1.12)

На втором этапе находим λ̇ из контрольного уравнения (1.7):

λ̇ = ± 1√
1 + x2

, (1.13)

а ε̇ — из (1.10): ε̇ = xλ̇. Знак в правой части (1.13) выбирается из условия большей
гладкости интегральной кривой в (ε, λ)-пространстве.

Так как при регуляризации задачи исходное уравнение (1.11) заменено на (1.12), то для
получения решения исходной задачи надо использовать процедуру итерационного уточне-
ния решения.

2. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ

Предложенная выше процедура регуляризации одномерной задачи положена в основу

численного алгоритма решения задач о деформировании тел из идеального упругопласти-
ческого материала в предельных состояниях.

Система уравнений квазистатического деформирования упругопластического тела по-
сле дискретизации МКЭ по пространственным переменным записывается в виде [3–5]

KU̇ = Ṙ. (2.1)

Здесь K — симметричная касательная матрица жесткости; U — вектор узловых переме-
щений; R — вектор внешних сил, остальные обозначения совпадают с принятыми в п. 1.
Система (2.1) дополняется начальными условиями

U = U0 при t = 0. (2.2)

Определяющие соотношения, используемые при вычислении матрицы K, имеют сле-
дующий вид:

σ̇ij = Cijklε̇kl (Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk), (2.3)

где σij , εkl — компоненты тензоров напряжений и деформаций; Cijkl — компоненты тензо-
ра четвертого ранга определяющих соотношений; индексы пробегают значения от 1 до 3,
по повторяющимся индексам проводится суммирование. Для теории пластического тече-
ния с изотропным упрочнением компоненты тензора определяющих соотношений имеют

следующий вид [10]:

Cijkl =
E

1 + ν

[1

2
(δikδjl + δilδjk) +

ν

1− 2ν
δijδkl − c

dσ′ijσ
′
kl

1 + ν + 2dJ2

]
, (2.4)

где

c =

{
0, fy < 0 или fy = 0, σ′ij ε̇ij 6 0,

1, fy = 0, σ′ij ε̇ij > 0;
(2.5)
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σ′ij ≡ σij − δijσkk/3 — компоненты девиатора тензора напряжений; ν — коэффициент

Пуассона; fy ≡
√

3J2−σy — функция текучести Мизеса; δij — символы Кронекера; второй
инвариант девиатора тензора напряжений J2 и текущий предел текучести σy определяются
по формулам

J2 ≡ σ′ijσ
′
ij/2, σy ≡ max

06τ6t
{
√

3J2(τ), σ0
y}.

В (2.4) введена функция

d(J2) ≡ 3

4J2

( E
Et
− 1
)
.

Для идеального упругопластического материала (Et = 0) необходимо сделать замену по-
следнего слагаемого в правой части (2.4)

c
dσ′ijσ

′
kl

1 + ν + 2dJ2
→ c

σ′ijσ
′
kl

2J2
. (2.6)

Определяющие соотношения (2.3), (2.4), (2.6) обобщают соотношения (1.1), (1.2) одноос-
ного деформирования стержня.

В силу (2.5) матрицаK = K(U̇ ), поэтому (2.1), (2.2) представляют собой задачу Коши
для системы нелинейных ОДУ.

Предполагаем, что вектор внешних сил зависит только от параметра λ, характери-
зующего интенсивность действия внешних сил:

R = λR0. (2.7)

Здесь вектор R0 характеризует распределение внешних сил. С учетом (2.7) система (2.1)
переписывается в виде

KU̇ = λ̇R0. (2.8)

Предельная нагрузка (параметр λ принимает значение λlim) соответствует вырождению
матрицы K. Последнее возможно только для тела из идеального упругопластического
материала. Стандартные схемы интегрирования нелинейной задачи (2.8), (2.2) в окрест-
ностях предельных нагрузок перестают работать.

Регуляризуем задачу с вырожденной (или почти вырожденной) матрицей K по схеме,
представленной в п. 1. Параметр λ полагаем неизвестным. К системе (2.8) добавляем
новое (контрольное) уравнение, соответствующее выбору в качестве параметра t длины
дуги интегральной кривой в (U , λ)-пространстве:

λ̇2 + U̇
т
U̇ = 1, (2.9)

где индекс т обозначает транспонирование вектор-столбца в вектор-строку.
Система (2.8), (2.9) относительно (U̇ , λ̇) решается в два этапа. Сначала решается

вспомогательная система алгебраических уравнений относительно вектора Û

KÛ = R0 или K ′Û = R0, (2.10)

затем с помощью вектора Û определяются λ̇ и U̇ по формулам

λ̇1,2 = ±1
/√

1 + Û
т
Û , U̇ = Û λ̇. (2.11)

В (2.11) при определении λ̇ знак выбирается из условия большей гладкости интегральной
кривой в (U , λ)-пространстве [11]. Матрица K ′ в (2.10) получается из матрицы K заменой
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касательного модуля Et = 0 на E′t > 0 (E′t � E), т. е. вместо идеального упругопластиче-
ского материала используется материал с небольшим упрочнением.

Задача (2.10), (2.11), (2.2) (с учетом λ = 0 при t = 0) решается пошаговым интегриро-
ванием с итерационным уточнением решения методом Крисфилда, подробно изложенным
в [8, 12]. Отметим, что при итерационном уточнении решения задач о деформировании
тел из идеального упругопластического материала при определении вектора внутренних

сил F [3] используется значение касательного модуля Et = 0. Модифицированное зна-
чение E′t > 0 используется только для регуляризации задачи при определении пробного

вектора Û .

3. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

Описанный в п. 2 алгоритм регуляризации системы ОДУ с вырожденной матрицей

включен в вычислительный комплекс PIONER [9] для решения двумерных и трехмер-
ных задач деформирования тел из идеального упругопластического материала. Приведем
решения некоторых тестовых задач, полученных с помощью этого вычислительного ком-
плекса.

3.1. Растяжение стержня. Рассмотрим численное решение задачи, представлен-
ной в п. 1. Стержень с геометрическими параметрами, приведенными на рис. 3,A, растя-
гивается силой P . Материал стержня идеальный упругопластический с механическими
константами E = 1 ГПа, ν = 0,3, σ0

y = 10 МПа.

Первый расчет проводился на основе стержневой (одномерной) модели. Стержень раз-
бивался на 10 двухузловых элементов. Для этой модели определяющие соотношения имеют
вид (1.1). Решить задачу без модификации (без замены Et = 0 на E′t > 0) не удалось, так
как вспомогательная задача (2.10) с сингулярной матрицей K при ненулевой правой части

не имеет решения. Однако регуляризованная задача (с заменой Et = 0 на E′t = 0,01E) ре-
шается. Диаграмма одноосного растяжения воспроизводится в численном решении (точки
на рис. 3,B) достаточно точно.

Рис. 3 Рис. 4
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Второй расчет проводился на основе двумерной модели (плоское напряженное состо-
яние) стержня. Стержень разбивался на 10 четырехузловых элементов (рис. 3,A). При
вычислении касательной матрицы жесткости K используются определяющие соотноше-
ния в виде (2.3), (2.4). При точных вычислениях матрица K должна быть сингулярной.
Однако из-за ошибок аппроксимации и вычислений матрица K в системе (2.10) оказывает-
ся несингулярной (неконтролируемая регуляризация задачи). Матрица K ′ несингулярна
при замене Et = 0 на E′t = 0,01E (контролируемая регуляризация). Кривая одноосного
деформирования на рис. 3,W хорошо воспроизводится как при контролируемой, так и при
неконтролируемой регуляризации задачи. Следующие две задачи решались при контро-
лируемой регуляризации (с заменой Et = 0 на E′t = 0,01E).

3.2. “Чистый” изгиб балки. Рассмотрим задачу об изгибе балки моментом M . В
силу симметрии рассматривается половина балки (рис. 4,A). Материал балки идеальный
упругопластический (E = 3000 ГПа, ν = 0,3, σ0

y = 1 ГПа). Так как при геометрически
линейном деформировании при действии изгибающего момента отсутствуют продольные

деформации оси балки, то при численном решении рассматривается четверть балки. Ис-
пользуется двумерная модель (плоское напряженное состояние) с разбиением балки вось-
миузловыми элементами (рис. 4,B). Момент на торце балки моделируется линейным рас-
пределением давления с максимальным значением p0 = 75 МПа (рис. 4,B), используемым
при определении вектора R0 в (2.7). Такое распределение давления моделирует чистый
изгиб балки в упругой постановке и с некоторой погрешностью (связанной с нелинейным
распределением продольного напряжения по сечению балки) в упругопластической поста-
новке.

Аналитическое решение задачи о напряженно-деформированном состоянии балки в
трехмерной постановке, полученное полуобратным методом Сен-Венана, приведено в [2].
Зависимость нормального прогиба w торца балки от приложенного момента M на торце,
полученная на основе численного и аналитического решений, приведена на рис. 4,W, где
Mlim — предельное значение момента, равное 12 · 103 Н · м [2]. Сплошная кривая соот-
ветствует аналитическому решению, точки — равновесным конфигурациям, полученным
при численном интегрировании уравнений. Равновесные конфигурации балки, в которых
впервые появляются области пластического деформирования, на рис. 4,W обозначены тре-
угольником и квадратом для аналитического и численного решений соответственно. От-
мечается хорошее соответствие решений.

3.3. Поперечный изгиб балки. Рассмотрим задачу о поперечном изгибе балки со-
средоточенной силой, приложенной в центре (рис. 5,A). Материал балки идеальный упру-
гопластический (E = 20 ГПа, ν = 0, σ0

y = 400 МПа). Аналитическое решение этой задачи
приведено в [2]. Конечно-элементное моделирование четверти балки (рис. 5,B) проводит-
ся по схеме, аналогичной представленной в подп. 3.2. Приведенная на рис. 5,W зависи-
мость нормального прогиба в центре балки от приложенной силы показывает хорошее

соответствие между численным и аналитическим решениями (обозначения те же, что на
рис. 4,W). В аналитическом решении [2] предельное значение половины сосредоточенной
силы Plim = 5 кН.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе дан алгоритм регуляризации задач о деформировании тел из идеального

упругопластического материала в предельных состояниях. Этот алгоритм, являющийся
модификацией стандартного алгоритма численного решения (внешняя сила предполагает-
ся заданной), состоит из двух основных этапов. На первом этапе параметр интенсивности
действия внешней силы вводится в число неизвестных, а за параметр деформирования при-
нимается длина дуги интегральной кривой в (U , λ)-пространстве. На втором этапе в систе-
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Рис. 5

ме уравнений вырожденная матрица, соответствующая идеальному упругопластическому
материалу, заменяется на матрицу, соответствующую материалу с изотропным упрочне-
нием. Возникающая при такой замене ошибка устраняется при итерационном уточнении
решения. Численными экспериментами показано, что некоторые задачи могут решаться
и без использования второго этапа регуляризации: при вычислениях вместо сингуляр-
ной получается почти сингулярная касательная матрица жесткости. Однако применение
неконтролируемой регуляризации может привести к недостоверному решению задачи. По-
этому рекомендуется использовать алгоритм регуляризации, предложенный в настоящей
работе.
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