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1. Постановка задачи

Многие нелинейные коэффициентные обратные задачи для уравнений с частными
производными могут быть сведены к линейным интегральным уравнениям. Общий под-
ход к такой редукции с использованием преобразования Лапласа предложил М.М. Лав-
рентьев в работах [1, 2]. Ниже рассмотрим обратную задачу волнового зондирования в
следующей постановке: акустическая неоднородность, локализованная в ограниченной
∗Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект N◦-- 20-11-20085).
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области D ⊂ R3, зондируется волновыми полями, порожденными точечными источни-
ками, расположенными в точках множества Y ⊂ R3, где Y ∩ D = ∅ [3]. Под областью
понимаем открытое связное множество и считаем, что R3\D также есть область. Акусти-
ческое поле u(x, t) = u(y)(x, t), возбуждаемое в момент t = 0 источником, находящимся
в точке y ∈ Y , определяется решением задачи Коши:

1

c2(x)
u

(y)
tt (x, t) = ∆u(y)(x, t)− δ(x− y)g(t), x ∈ R3, t > 0;

u(y)(x, 0) = 0, u
(y)
t (x, 0) = 0, x ∈ R3.

(1.1)

Величина c(x) > 0 есть скорость распространения сигнала в точке x ∈ R3. Эта функция
неизвестна при x ∈ D и c(x) ≡ c0 при x ∈ R3\D, постоянная c0 задана. Будем считать
функцию c = c(x) кусочно-непрерывной. Предположим, кроме того, что функция g имеет
ненулевое среднее значение на [0,∞) и |g(t)| 6 C0e

−βt, t > 0, при некотором β > 0.
Для получения информации о c(x), x ∈ D, рассеянное поле u = u(y)(x, t), y ∈ Y ,

измеряется при t > 0 в точках x = z ∈ Z, где Z ⊂ R3 — множество детекторов, причем
Z ∩ D = ∅. Множества источников Y и детекторов Z могут пересекаться или совпа-
дать. Определим для суммируемой функции f = f(t), t > 0, преобразование Лапласа
f̃(p) =

∫∞
0 e−ptf(t) dt. Будем считать, что все функции u(y)(x, t), y ∈ Y , и их производ-

ные по t до второго порядка включительно экспоненциально убывают при t→∞, когда
x ∈ Z, и, кроме того, u(y)(x, t)→ 0 при |x| → ∞, где y ∈ Y и t > 0. В [4, 5] обсуждаются
условия на функцию c(x), обеспечивающие эти требования. Обозначим

ξ(x) =
1

c2(x)
− 1

c2
0

, x ∈ D,

и перепишем уравнение (1.1) в виде

∆u(y)(x, t)− 1

c2
0

u
(y)
tt (x, t) = ξ(x)u

(y)
tt (x, t) + δ(x− y) g(t). (1.2)

Очевидно, что для нахождения c(x) достаточно ограничиться отысканием ξ(x) при
x ∈ D, по которой c(x) определяется однозначно.

Применяя к обеим частям (1.2) преобразование Лапласа по времени, получаем

∆ũ(y)(x, p)− p2

c2
0

ũ(y)(x, p) = p2ξ(x) ũ(y)(x, p) + g̃(p) δ(x− y), x ∈ R3. (1.3)

Предположения относительно свойств u(y)(x, t) гарантируют, что ũ(y)(x, p) → 0 при
|x| → ∞ и y ∈ Y , p > 0. Воспользуемся функцией Грина уравнения

∆v(x)− λ2v(x) = δ(x− x′), λ > 0,

с условием на бесконечности v(x)→ 0, |x| → ∞. Эта функция имеет вид

G(x, x′;λ) = − e−λ|x−x
′|

4π|x− x′|
. (1.4)

Из (1.3) с учетом (1.4) следует равенство

ũ(y)(x, p) = p2

∫
D

G

(
x, x′;

p

c0

)
ξ(x′)ũ(y)(x′, p) dx′ + g̃(p)G

(
x, y;

p

c0

)
, x ∈ R3. (1.5)
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Используя представление (1.5) функции ũ(y) для подстановки в правую часть (1.5), по-
лучим

ũ(y)(z, p) = p4

∫
D

∫
D

G

(
z, x′;

p

c0

)
G

(
x′, x′′;

p

c0

)
ũ(y)(x′′, p) ξ(x′) dx′dx′′+

p2g̃(p)

∫
D

G

(
z, x′;

p

c0

)
G

(
x′, y;

p

c0

)
ξ(x′) dx′ + g̃(p)G

(
z, y;

p

c0

)
, z ∈ Z. (1.6)

После переноса последнего слагаемого в правой части (1.6) в левую часть и деления
обеих частей (1.6) на p2g̃(p) перейдем к пределу при p → 0+. Мы получим линейное
интегральное уравнение относительно искомой функции ξ:∫

D

ξ(x) dx

|x− y| |x− z|
= f(y, z), (y, z) ∈ Y × Z. (1.7)

Здесь

f(y, z) = lim
p→0+

ũ(y)(z, p)− g̃(p)G
(
z, y; p

c0

)
g̃(0)p2

.

Итак, данные наблюдения {u(y)(z, t) : t > 0, y ∈ Y, z ∈ Z} позволяют однозначно
найти ξ(x), x ∈ D, если оператор интегрального уравнения (1.7) инъективен.

В дальнейшем уравнение (1.7) будем называть уравнением М.М. Лаврентьева [6, 7].
Кроме рассматриваемой задачи (1.1) к уравнению (1.7) сводятся также обратные за-
дачи акустического зондирования гармоническими по времени источниками с частотой
ω ∈ (0, ω0] (см. подробнее в [8, § 3.1; 9, с. 223; 10]). В задаче зондирования неоднородного
включения D ⊂ G, где G — ограниченная область, применение вместо (1.4) соответству-
ющей функции Грина приводит к аналогичному уравнению [11].

Условиям единственности решения уравнения (1.7) посвящено значительное число
работ, начиная с [2] и далее [3, 7, 9, 10, 12–15]. Например, если Y и Z — открытые обла-
сти на плоскости, не пересекающей D, либо на аналитической поверхности, содержащей
множествоD внутри, то оператор уравнения (1.7) инъективен, и тем самым рассматрива-
емая обратная задача имеет единственное решение. При этом совокупная размерность 4
пространственного носителя данных Y × Z в (1.7) больше количества 3-х независимых
переменных искомой функции ξ. Тем самым имеет место пространственная переопреде-
ленность постановки обратной задачи зондирования. Позднее в работах [13, 15] показано,
что инъективность оператора в (1.7) имеет место и в случае, когда одно из многообра-
зий Y или Z есть область на плоскости, не пересекающей D, а второе — отрезок прямой,
также не имеющей общих точек с D. В этом случае совокупная размерность носителя
данных Y ×Z и размерность носителя D искомой функции совпадают и обе равны трем,
что устраняет упомянутую переопределенность. Ниже мы несколько ослабим требова-
ние к расположению указанной прямой относительно области D. Вопросы численного
решения уравнения М.М. Лаврентьева (1.7) изучены значительно меньше, трудности
при этом являются общими для всех многомерных обратных задач рассеяния. Суть их
в том, что для реконструкции локальных неоднородностей малых размеров требуется
использовать достаточно густые сетки, что в свою очередь приводит к результирующим
линейным системам сверхвысокой размерности. Хранение и обработка этих систем требу-
ет применения распределенных вычислений и часто распределенного хранения данных.
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В заключительной части данной работы представлены результаты численных экс-
периментов по решению уравнения М.М. Лаврентьева. Альтернативным подходам к
численному решению рассматриваемой задачи посвящены, в частности, работы [7, 16].
Теоретические и численные аспекты обратных задач волнового зондирования в других
постановках исследуются в [17–20].

2. Единственность решения уравнения М.М. Лаврентьева

Следующая теорема утверждает, что уравнение (1.7) с любой правой частью имеет
не более одного решения, если Y есть интервал прямой, произвольным образом ориен-
тированной относительно области D.

Теорема 2.1. Пусть D ⊂ R3 — ограниченная область, L — произвольная прямая
в R3, Y — открытый интервал, принадлежащий неограниченной компоненте L\D, Z —
открытое подмножество плоскости Π ⊂ R3\D. Тогда уравнение∫

D

ξ(x) dx

|x− y| |x− z|
= 0, (y, z) ∈ Y × Z,

имеет лишь тривиальное решение ξ ∈ L2(D).

Нетрудно видеть, что L\D совпадает с L, либо содержит две неограниченные компо-
ненты. Обозначим через

H(D) =
{
u ∈ C2(D) : ∆u(x) = 0, x ∈ D

}
множество всех регулярных гармонических функций в D.

Для доказательства теоремы 2.1 нам понадобится следующее вспомогательное утвер-
ждение.

Теорема 2.2. Линейные комбинации функций семейства{
u(x)

|x− y|
: y ∈ Y, u ∈ H(D)

}
плотны в пространстве L2(D).

Для доказательства достаточно убедиться, что соотношение∫
D

h(x)u(x) dx

|x− y|
= 0 ∀ y ∈ Y, u ∈ H(D), (2.1)

с h ∈ L2(D) влечет h(x) = 0 почти всюду в D. Приступая к доказательству, заметим, что
функция H(y), определенная выражением в левой части равенства (2.1), гармонична по
y ∈ R3\D и тем самым вещественно аналитична вне D. Отсюда следует, что сужение H
на L\D также вещественно аналитично. Поэтому равенство H(y) = 0, y ∈ Y , продол-
жается по аналитичности на всю неограниченную компоненту прямой L, содержащую
интервал Y . Выберем на прямой L произвольно точку и рассмотрим шар с центром в
этой точке, содержащий D внутри. Без ограничения общности можем считать, что вы-
бранная точка совпадает с началом координат, а шар, содержащий D, имеет радиус 1−ε
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с некоторым ε > 0. Таким образом, |x| 6 1 − ε для всех x ∈ D. Пусть для определен-
ности L = {(0, 0, y3) : y3 ∈ R} и H(y) = 0 для точек y = (y1, y2, y3), принадлежащих
неограниченной компоненте {y ∈ L : y3 > 0}\D. Указанная компонента содержит луч
Λ = {(0, 0, y3) : y3 > 1− ε}. Поэтому на основании (2.1) имеем∫

D

h(x)u(x) dx

|x− y|
= 0 ∀y ∈ Λ, u ∈ H(D). (2.2)

Переходим к доказательству теоремы 2.2 с учетом сделанного уточнения. Обозначим
x′ = (x1, x2), Sr = {x′ ∈ R2 : |x′| = r}. Нам потребуются также функции

Y0,1 = 1, Yk,1(θ) = cos kθ, Yk,2(θ) = sin kθ, θ ∈ [0, 2π], k ∈ N,

образующие стандартный тригонометрический базис на отрезке [0, 2π] или, эквивалент-
но, на окружности S1. Через Jk, k = 0, 1, . . . , обозначаются функции Бесселя.

Отметим следующий вспомогательный результат.

Лемма. Для a > 0 и b таких, что a2 + b2 6 1− ε, имеет место равенство

I(µ; a, b) =

∞∫
−∞

e−iµt dt√
a2 + (b− i− t)2

= −2πie−µe−iµbI0(µa), µ ∈ R\{0}. (2.3)

Интеграл сходится равномерно относительно a и b, удовлетворяющих указанному
условию.

Доказательство. Для обоснования равномерной сходимости интеграла запишем веще-
ственную и мнимую части подынтегрального выражения в (2.3) как сумму произведений
r1(x, t) r2(x, t), где r1(x, t) = cosµt или sinµt, r2(x, t) есть вещественная или мнимая часть
функции

(
a2 +(b− i− t)2

)−1/2. Непосредственно устанавливаем, что функция r2(x, t) мо-
нотонно стремится к нулю по |t| > t0 равномерно относительно a и b, удовлетворяющих
условию леммы. Поэтому равномерная сходимость интеграла I следует из [21, c. 674,
теорема 3].

Замена переменных τ = t− b приводит интересующий нас интеграл к виду

I(µ; a, b) = e−iµb
∞∫
−∞

e−iµτ dτ√
a2 + (i+ τ)2

. (2.4)

Выберем 0 < ρ < min{a, 1 − a} и рассмотрим на плоскости ζ положительно ориентиро-
ванный контур

ΓRρ = [ 0, R ]
⋃
γ+
R

⋃{
i+ τ : τ ∈ [−R,R ]

}⋃
γ−R

⋃
[−R, 0 ]

⋃
L+
ρ

⋃
Sρ(ia)

⋃
L−ρ , (2.5)

где γ±R =
{
±R+iw : w ∈ [0, 1]

}
, Sρ(ia) =

{
ia+ρeiϕ : ϕ ∈ (−π/2, 3π/2)

}
, L+

ρ и L−ρ — отрезки{
iw : w ∈ [0, a − ρ]

}
, проходимые в направлении возрастания или убывания перемен-

ной w вдоль левого или правого берега разреза [−ia, ia] соответственно. Контур (2.5) об-
ходит разрез плоскости C, выполненный вдоль отрезка [−ia, ia]. Вне этого разреза функ-
ция

√
a2 + ζ2 допускает выделение однозначной аналитической ветви. Указанная ветвь

определяется равенством
√
a2 + ζ2 =

√
ζ + ia

√
ζ − ia, ζ = ia + reiφ, φ ∈ (−π/2, 3π/2), с

выбором для корней главных значений, определяемых условием
√

1 = 1. Тем самым
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F (ζ) =
e−iµζ√
a2 + ζ2

(2.6)

также является однозначной аналитической функцией вне [−ia, ia] и, в частности, в
области, ограниченной контуром ΓRρ. Следовательно,∫

ΓRρ

F (ζ)dζ = 0. (2.7)

Нетрудно видеть, что интегралы от функции (2.6) по отрезкам γ±R и по окружно-
сти Sρ(ia) имеют порядки O(R−1) и O(

√
ρ) и стремятся к нулю при R → ∞ и ρ → 0

соответственно. Поэтому из (2.7) следует, что при R→∞, ρ→ 0 имеет место

0∫
−R

e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

+

R∫
0

+

∫
L+
ρ

+

∫
L−ρ

+

−R∫
R

e−iµ(i+τ) dτ√
a2 + (i+ τ)2

= O
(
R−1 +

√
ρ
)
. (2.8)

В первых четырех интегралах левой части (2.8) подынтегральные функции совпадают.
Непосредственный анализ показывает, что на противоположных краях разреза [−ia, ia]

функция
√
a2 + ζ2 принимает значения с противоположными знаками. Это же относится

и к значениям
√
a2 + ζ2 при вещественных ζ = v и ζ = −v, v > 0. Поэтому замена

переменной v = −ṽ дает

∫
{
v+0i: v∈[−R, 0]

}e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

=

0∫
−R

e−iµv dv√
a2 + v2

=

0∫
R

eiµṽ (−dṽ)√
a2 + (−ṽ)2

=

0∫
R

eiµṽ (−dṽ)

−
√
a2 + ṽ2

= −
R∫

0

eiµv dv√
a2 + v2

.

Следовательно,

∫
{
v+0i: v∈[−R, 0]

}e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

+

∫
{
v+0i: v∈[0,R]

}e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

= −
R∫

0

eiµv dv√
a2 + v2

+

R∫
0

e−iµv dv√
a2 + v2

= −2i

R∫
0

sin(µv) dv√
a2 + v2

. (2.9)

Подобным же образом с использованием замены ζ = iw находим

lim
ρ→0

∫
L+
ρ

e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

= lim
ρ→0

a−ρ∫
0

eµwi dw

−
√
a2 − w2

= − i
a∫

0

eµw dw√
a2 − w2

.

Здесь учтено, что на левой и правой сторонах разреза [−ia, ia] значения функции√
a2 + ζ2 отличаются знаком. Далее,
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lim
ρ→0

∫
L−ρ

e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

= lim
ρ→0

0∫
a−ρ

eµwi dw√
a2 − w2

= −i
a∫

0

eµw dw√
a2 − w2

.

Таким образом,

lim
ρ→0

 ∫
L+
ρ

e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

+

∫
L−ρ

e−iµζ dζ√
a2 + ζ2

 = −2i

a∫
0

eµw dw√
a2 − w2

= −2i

1∫
0

eµat dt√
1− t2

. (2.10)

Объединяя равенства (2.8)–(2.10) и переходя к пределу при R→∞, ρ→ 0, получаем

∞∫
−∞

e−iµτ dτ√
a2 + (i+ τ)2

= −2ie−µ

 ∞∫
0

sin(µv) dv√
a2 + v2

+

1∫
0

eµat dt√
1− t2

 . (2.11)

Первый из двух интегралов в правой части (2.11) равен

2−1√π Γ

(
1

2

)(
I0(µa)− L0(µa)

)
=
π

2

(
I0(µa)− L0(µa)

)
,

а второй равен
π

2

(
I0(−µa)− L0(−µa)

)
.

Модифицированная функция Бесселя I0 четная: I0(µa) = I0(−µa). Модифицирован-
ная функция Струве L0 нечетная: L0(−µa) = −L0(µa). Тем самым сумма интегралов в
правой части (2.11) равна πI0(µa) [22, сс. 262, 376]. Поэтому с учетом (2.4) находим

I(µ; a, b) = −2πie−µe−iµbI0(µa), µ ∈ R\{0}.

Доказательство теоремы 2.2. Обозначим

g(v) = H
(
(0, 0, v)

)
=

∫
D

h(x)u(x) dx√
|x′|2 + (v − x3)2

, |v| > 1− ε. (2.12)

Ввиду вещественной аналитичности функции g при v > 1 − ε, она допускает однознач-
ное аналитическое продолжение в окрестность луча

{
ζ ∈ C : ζ = v + i0, v > 1 − ε

}
комплексной плоскости C =

{
ζ
}
. Это продолжение определим выбором ветви квадрат-

ного корня, для которой
√

1 = 1. Функцию g далее можем с сохранением однозначности
аналитически продолжить вдоль дуг ζ = veit, v > 1− ε, t ∈ (0, π), в область

Q =
{
ζ ∈ C : Im ζ > 0

}∖{
ζ ∈ C : |ζ| 6 1− ε

}
.

Однозначность такого продолжения определяется тем, что для точек ζ этих дуг при всех
x = (x′, x3) ∈ D выполняется |x′|2 +

(
ζ − x3

)2 6= 0, 0 < arg
(
|x′|2 + (ζ − x3)2

)
< 2π.

По условию g(v) = 0 при v > 1 − ε. Пользуясь теоремой единственности для анали-
тических функций [23, с. 73], заключаем, что g(ζ) = 0 для всех ζ ∈ Q. Для дальнейших
построений существенно, что прямая

{
ζ ∈ C : ζ = i+ t, t ∈ R

}
принадлежит Q, поэтому,

согласно (2.12), имеем
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g(i+ t) =

∫
D

h(x)u(x) dx√
|x′|2 + (x3 − i− t)2

= 0 ∀ t ∈ R, u ∈ H(D). (2.13)

При фиксированных u ∈ H, A > 0 на основании (2.13) и теоремы Фубини запишем

A∫
−A

e−iµt

∫
D

h(x)u(x) dx√
|x′|2+(x3−i−t)2

dt =

∫
D

h(x)u(x)

 A∫
−A

e−iµt dt√
|x′|2+(x3−i−t)2

dx = 0. (2.14)

Поскольку множество
{
x ∈ D : x′ = 0

}
имеет в R3 меру нуль, можем считать, что в

правом интеграле по [−A, A] выполняется |x′| > 0. Заметим, что величины a = |x′| и
b = x3 удовлетворяют условию леммы. Согласно лемме, функция

ηA(x, µ) =

A∫
−A

e−iµt dt√
|x′|2 + (x3 − i− t)2

при A → +∞ сходится к I(µ; |x′|, x3) равномерно по x ∈ D. В частности, выполняется
supx∈D |ηA(x, µ)| < ∞. Предельный переход в (2.14) при A → +∞ с использованием
теоремы Лебега о мажорируемой сходимости дает∫

D

h(x)u(x)

 ∞∫
−∞

e−iµt dt√
|x′|2 + (x3 − i− t)2

 dx = 0.

Поэтому из (2.3) следует равенство∫
D

h(x)u(x)e−iµx3I0

(
µ|x′|

)
dx = 0 ∀µ ∈ R\{0}. (2.15)

Непосредственно проверяется, что для любого λ′ ∈ R2 функция uλ′ ∈ H(D), где

uλ′(x) = e−i(λ
′, x′)+|λ′|x3 , x ∈ R3.

Полагая u = uλ′ в (2.15), получаем∫
D

h(x)e−i(λ
′, x′)+(|λ′|−iµ)x3I0

(
µ|x′|

)
dx = 0 ∀µ ∈ R\{0}, λ′ ∈ R2. (2.16)

При каждом λ′ ∈ R2 функция в левой части (2.16) аналитична по µ ∈ R\{0}. Поэтому
равенство (2.16) по аналитичности продолжается на все значения µ ∈ C\{0}. Полагая
µ = p− |λ′| i, p 6= 0, в (2.16), получаем∫

D

h(x′, x3)e−ipx3e−i(λ
′, x′)I0

((
p− |λ′| i

)
|x′|
)
dx′dx3 = 0 ∀λ′ ∈ R2, p ∈ R\{0}. (2.17)

Зафиксируем финитную на R+ функцию η = η(s), s > 0, и функцию Yk,l тригонометри-
ческого базиса для некоторых k > 0 и l ∈ {1, 2}. Умножим обе части равенства (2.17) на
η(|λ′|)Yk,l(θ), где θ = θ(λ′) определяется равенством λ′/|λ′| = (cos θ, sin θ), и проинтегри-
руем результат по R2 = {λ′}, считая функцию h продолженной нулем вне D. Мы будем
иметь



М.Ю. Кокурин, В.В. Ключев 449

∞∫
−∞

∫
R2

h(x′, x3)e−ipx3

 ∫
R2

e−i(λ
′, x′)I0

((
p− |λ′|i

)
|x′|
)
η
(
|λ′|
)
Yk,l(θ) dλ

′

 dx′dx3 = 0. (2.18)

Согласно [24, теорема 3.10], получим∫
R2

e−i(λ
′, x′)I0

((
p− |λ′|i

)
|x′|
)
η
(
|λ′|
)
Yk,l(θ) dλ

′

= 2π(−i)k Yk,l(ϕ)

∞∫
0

Jk(rρ)I0

(
(p− ir)ρ

)
η(r) dr, (2.19)

где ϕ = ϕ(x′), x′/|x′| = (cosϕ, sinϕ), ρ = |x′|. Выбирая в (2.18) в качестве η элемент
последовательности финитных функций {ηn(s)}, сходящейся к δ(s− t), t > 0, и переходя
к пределу при n→∞, из (2.18), (2.19) получаем

∞∫
0

 ∞∫
−∞

∫
S1

ρh
(
x′(ρ, ϕ), x3

)
Yk,l(ϕ) dϕ

 e−ipx3 dx3

×
Jk(tρ)I0

(
(p− it)ρ

)
dρ = 0 ∀ t > 0, ∀ p ∈ R\{0}. (2.20)

Здесь x′(ρ, ϕ) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ), ρ = |x′|. При выводе (2.20) использовалась формула

∫
R2

U(x′) dx′ =

∞∫
0

ρ

∫
S1

U
(
x′(ρ, ϕ)

)
dϕ

 dρ,

в которой U — произвольная интегрируемая на R2 функция.
Обозначим

Gk,l(ρ, x3) =

∫
S1

ρh
(
x′(ρ, ϕ), x3

)
Yk,l(ϕ) dϕ,

fp,k,l(ρ) =

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, x3)e−ipx3 dx3.

(2.21)

Из (2.20) следует равенство

∞∫
0

Jk(tρ)I0

(
(p− it)ρ

)
fp,k,l(ρ) dρ = 0 ∀ t > 0, p ∈ R\{0}. (2.22)

Дословно повторяя соответствующую часть доказательства из [13, теорема 2.1], видим,
что следствием (2.22) является равенство

Gk,l(ρ, x3) =

∫
S1

h
(
x′(ρ, ϕ), x3

)
Yk,l(ϕ) dϕ = 0

для всех k = 0, 1, . . . , l = 1, 2 и для почти всех ρ > 0, x3 ∈ R. Поскольку система триго-
нометрических функций {Yk,l(ϕ)} образует ортонормированный базис в L2(S1), отсюда
следует, что h

(
x′(ρ, ϕ), x3

)
= 0 для почти всех ρ > 0, x3 ∈ R, ϕ ∈ [0, 2π). Поэтому

h(x) = 0 для почти всех x ∈ D. Теорема доказана.
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Доказательство теоремы 2.1. Поскольку множество Z ⊂ Π является множеством
единственности для гармонических функций в R3\D, семейство гармонических функций

H1 =

{
1

|x− z|
: z ∈ Z

}
плотно в H(D) [12]. Из теоремы 2.2 следует, что множество всевозможных произведений{

1

|x− y|
1

|x− z| : y ∈ Y, z ∈ Z
}

полно в L2(D). Поэтому интегральное уравнение из теоре-
мы 2.1 имеет лишь тривиальное решение. Теорема 2.1 доказана.

Следствием теоремы 2.1 является единственность решения обратной задачи волно-
вого зондирования с указанными в теореме множествами источников и детекторов. Это
решение однозначно определяется линейным интегральным уравнением (1.7). В следу-
ющем пункте обратимся к результатам численных экспериментов по решению уравне-
ния (1.7).

3. Численная реализация

Во всех экспериментах этого пункта областью зондирования является куб
D = [−a, a]3 с полуребром a = 0.5. Точки дискретизации расположены равномерно
по N на каждом ребре с включением двух концевых точек. Множеством источников Y
является отрезок, параллельный оси Ox1. Количество точек сетки на отрезке Y обо-
значаем через nx1Y . Множеством детекторов Z является прямоугольник со сторонами,
параллельными осям координат Ox1, Ox2. Количество точек сетки на Z вдоль этих осей
обозначаем через nx1Z и nx2Z соответственно. На D, Y , Z вводим равномерные сетки {xijk}
(0 6 i, j, k 6 N − 1), {yp} (0 6 p 6 nx1Y − 1), {zqr} (0 6 q 6 nx1Z − 1, 0 6 r 6 nx2Z − 1).
Через hx1Y , hx1Z , hx2Z обозначаем шаги сеток на Y и Z по соответствующим координатам
и полагаем hYZ =

(
hx1Y h

x1
Z h

x2
Z

)1/3.
Дискретизация интегрального уравнения (1.7) с использованием схемы прямоуголь-

ников приводит к линейной системе

h3
N−1∑
i,j,k=0

apqr,ijkξijk=fpqr≡f(yp, zqr), 0 6 p 6 nx1Y −1, 0 6 q 6 nx1Z −1, 0 6 r 6 nx2Z −1. (3.1)

Здесь ξijk есть искомая аппроксимация для ξ(xijk), 0 6 i, j, k 6 N − 1, и

apqr,ijk =
1

|xijk − yp| |xijk − zqr|
,

где h = 2a/(N − 1). Считаем, что d = nx1Y n
x1
Z n

x2
Z > N3, величина d близка к N3. Регуля-

ризация уравнения (3.1) по схеме Тихонова приводит к линейной системе

(A∗A+ αE) ξα = A∗f + α ξ0. (3.2)

Здесь f = (fpqr) ∈ Rd, ξ0 — начальная оценка искомого вектора (ξijk) ∈ RN3 , α > 0 —
параметр регуляризации, E есть единичная матрица размера N3 ×N3.

Матрица A = (apqr,ijk) в (3.2) имеет размер d ×N3, затрудняющий применение пря-
мых методов типа Гаусса уже при относительно небольших значениях nx1Y , n

x1
Z , n

x2
Z , N .

Будем использовать метод сопряженных градиентов [25, с. 206], который в применении
к системе Bξ = b с d× d-матрицей B = B∗ > O имеет вид: ξ0 ∈ Rd, s1 = r0 = Bξ0 − b,
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ri = ri−1 + aiBsi, si+1 = ri + cisi, ξi = ξi−1 + aisi, i = 1, 2, . . . ,

ai = − ‖ri−1‖2

(Bsi, ri−1)
, ci =

‖ri‖2

‖ri−1‖2
.

(3.3)

В рассматриваемом случае B = A∗A+ αE.
В проведенных расчетах модельное точное решение имеет вид ξ(x) = ν(x)η(x), где

срезывающая функция ν(x) обращается в нуль на границе куба D, а функция η(x) опи-
сывает две содержащиеся в D неоднородности разных размеров:

η(x) = A(1) exp

(
−k(1)

((
x1 − x(c1)

1

)2
+
(
x2 − x(c1)

2

)2
+
(
x3 − x(c1)

3

)2
))

+

A(2) exp

(
−k(2)

((
x1 − x(c2)

1

)2
+
(
x2 − x(c2)

2

)2
+
(
x3 − x(c2)

3

)2
))

,

A(i) > 0, k(i) > 0, i = 1, 2.

В качестве срезывающей используется функция

ν(x) =

((
1− x2

1

a2

)(
1− x2

2

a2

)(
1− x2

3

a2

)
exp

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

a2

))3

при a = 0.5.
Для вычислений по методу сопряженных градиентов (3.3) на густых сетках при

N > 50 ресурсы одного, пусть даже мощного ПК, оказываются недостаточными, ес-
ли требовать разумной длительности вычислений. Поэтому применяется распаралле-
ливание вычислений на множество устройств и распределенное использование памяти.
Вычисления при N = 52 выполнялись на 9 многоядерных серверах кластера Марий-
ского государственного университета MarGrid (http://hpc.marsu.ru), на которых было
задействовано 144 вычислительных потока. Использовалась специально написанная па-
раллельная реализация на языке C++ операций с матрицами и векторами. Поскольку
не только линейки вычислений, но и данные для хранения в оперативной памяти (блоки
матриц и векторов) необходимо было распределить между потоками, при распараллели-
вании использовался интерфейс обмена сообщениями MPI.

4. Результаты вычислений

При вычислениях использовалась сетка с N = 52 точками на стороне куба D. В пред-
ставленной ниже серии экспериментов число точек дискретизации на областях источни-
ков и детекторов nx1Y = 193, nx1Z = nx2Z = 27. В правую часть уравнения (3.1) вносится
равномерно распределенное случайное возмущение, так что вместо точной правой части
f = (fpqr) используется ее приближение f̃ = (f̃pqr), где∣∣∣f̃pqr − fpqr∣∣∣ 6 δmax

p,q,r
|fpqr|, 0 6 p 6 nx1Y − 1, 0 6 q 6 nx1Z − 1, 0 6 r 6 nx2Z − 1.

Величина относительной погрешности δ = 10−3. Множество источников Y = [−1.0, 1.0]×
{0.0} × {−0.51}, множество детекторов Z = [−1.0, 1.0] × [−1.0, 1, 0] × {0.51}. Параметр
регуляризации α = 10−15. Во всех тестовых вычислениях полагаем ξ0 = 0.
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Для оценки качества приближений (ξnijk), получаемых на n–й итерации процесса (3.3),
вычислялась погрешность аппроксимации точного решения

Σ1 =

h3
N−1∑
i,j,k=0

∣∣ξnijk − ξ(xijk)∣∣2
1/2

и невязка Σ2 регуляризованного уравнения (3.2):

Σ2 =

h3
N−1∑
i,j,k=0

∣∣∣∣∣h3
Y Z

n
x1
Y −1, n

x1
Z −1, n

x2
Z −1∑

p,q,r=0

apqr,ijk

(
h3

N−1∑
i1,j1,k1=0

apqr,i1j1k1ξ
n
i1j1k1−f̃pqr

)
+ αξnijk

∣∣∣∣∣
2
1/2

.

В тестовых расчетах 1–4 меняются относительные размеры неоднородностей, лока-
лизованных в окрестностях точек (−0.11, 0.21, 0.31) и (0.16,−0.21, 0.26).

Тест 1. Точное решение

ξ(x) = ν(x)
(

6.0 exp
(
−80.0

(
(x1 − (−0.11))2 + (x2 − 0.21)2 + (x3 − 0.31)2

))
+

6.0 exp
(
−80.0

(
(x1 − 0.16)2 + (x2 − (−0.21))2 + (x3 − 0.26)2

)))
.

В результате проведения 2221 итераций погрешность Σ1 уменьшилась с 0.3182 до 0.1119,
невязка Σ2 уменьшилась с 3.0136 до 9.26 · 10−7. На рисунках 1–3 приведены изображе-
ния сечений точного и приближенного решений для x3 = 0.127, 0.167, 0.206, 0.245, 0.284,
0.324, 0.363.

Тест 2. Точное решение

ξ(x) = ν(x)
(

2.0 exp
(
−80.0

(
(x1 − (−0.11))2 + (x2 − 0.21)2 + (x3 − 0.31)2

))
+

6.0 exp
(
−80.0

(
(x1 − 0.16)2 + (x2 − (−0.21))2 + (x3 − 0.26)2

)))
.

В результате проведения 2705 итераций погрешность Σ1 уменьшилась с 0.2497 до 0.0894,
невязка Σ2 уменьшилась с 2.0923 до 2.63·10−7. На рис. 4 приведены изображения сечений
точного и приближенного решений для x3 = 0.245.

Тест 3. Точное решение

ξ(x) = ν(x)
(

6.0 exp
(
−40.0

(
(x1 − (−0.11))2 + (x2 − 0.21)2 + (x3 − 0.31)2

))
+

6.0 exp
(
−40.0

(
(x1 − 0.16)2 + (x2 − (−0.21))2 + (x3 − 0.26)2

)))
.

В результате проведения 1415 итераций погрешность Σ1 уменьшилась с 0.5127 до 0.1344,
невязка Σ2 уменьшилась с 7.4797 до 1.19·10−6. На рис. 5 приведены изображения сечений
точного и приближенного решений для x3 = 0.245.

Тест 4. Точное решение

ξ(x) = ν(x)
(

2.0 exp
(
−40.0

(
(x1 − (−0.11))2 + (x2 − 0.21)2 + (x3 − 0.31)2

))
+

6.0 exp
(
−40.0

(
(x1 − 0.16)2 + (x2 − (−0.21))2 + (x3 − 0.26)2

)))
.

В результате проведения 1663 итераций погрешность Σ1 уменьшилась с 0.3990 до 0.1044,
невязка Σ2 уменьшилась с 5.1491 до 8.12·10−7. На рис. 6 приведены изображения сечений
точного и приближенного решений для x3 = 0.245.
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Рис. 1. Тест 1: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.127,
0.167

Рис. 2. Тест 1: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.206,
0.245
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Рис. 3. Тест 1: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.284,
0.324, 0.363

Рис. 4. Тест 2: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.245
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Рис. 5. Тест 3: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.245

Рис. 6. Тест 4: сечения точного (слева) и приближенного (справа) решения при x3 = 0.245

Как показывают проведенные вычисления, принятый уровень относительной погреш-
ности δ = 10−3 позволяет достаточно точно реконструировать неоднородности умерен-
ных размеров. Указанное значение погрешности устанавливает требуемую точность из-
мерения данных рассеяния, по которым формируется правая часть уравнения (1.7). По-
лученные результаты соответствуют итогам наших предварительных численных экспе-
риментов с уравнением М.М. Лаврентьева на крупноразмерных сетках с N = 30, пред-
ставленным в [6].
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