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Рассматривается задача управления движением квадрокоптера при транспортировке гру-
за на подвесе. Подвес представляет собой невесомый шарнирно закреплённый в центре
масс квадрокоптера стержень с грузом на конце. Получены уравнения движения для дву-
мерной модели с помощью уравнений Лагранжа второго рода, на базе которых построена
модель, выявившая возникновение колебаний подвеса, приводящих к неустойчивости сис-
темы. Предложен регулятор, созданный на основе метода структурного синтеза и включа-
ющий в себя величину угла отклонения стержня от вертикали. Эффективность алгоритма
подтверждается результатами численного моделирования.
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Введение. Беспилотные летательные аппараты находят широкое применение в раз-
личных сферах деятельности [1–4], таких как наблюдение за отдалёнными или опасными
для человека районами, доставка грузов, военная разведка и научные исследования тер-
риторий.

Сложной и актуальной задачей, решению которой посвящено пока относительно не-
большое количество исследований [5, 6], является транспортировка груза на подвесе. Под-
вес может представлять собой трос, стержень или систему этих элементов. Удаление груза
на расстояние, равное длине подвеса, позволяет значительно уменьшить величину сторон-
них помех от управляющих сигналов и набегающих потоков воздуха от винтов квадрокоп-
тера. Необходимо обеспечить перемещение груза вдоль предписанной траектории с одно-
временным подавлением колебаний подвеса относительно вертикали.

Синтез законов управления для динамической системы квадрокоптер—груз требует
привлечения методов современной теории нелинейных систем автоматического управле-
ния. Методы динамического программирования [7], линеаризации обратной связи и адап-
тивного управления [8], геометрической теории управления [5] позволяют строить разомк-
нутые или замкнутые системы управления такими объектами. В этих работах, как пра-
вило, доказывается только асимптотическая сходимость и остаётся актуальной задача
вычисления управляющих воздействий, обеспечивающих заданный вид переходных про-
цессов в замкнутой системе. В данной работе предлагается использовать подход, в котором
синтез управляющих сигналов осуществляется на основе требуемого дифференциального

уравнения поведения регулируемых параметров во времени [9, 10]. Результаты численного
моделирования подтверждают эффективность этого способа управления.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Федерального агентства научных организаций (госу-
дарственная регистрация № AAAA-A17-117060610006-6).
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Рис. 1. Схематическое изображение системы

Постановка задачи и вывод уравнений движения. Рассмотрим на плоскости
(x, z) систему квадрокоптер—груз, в которой центр масс квадрокоптераM1 соединён неве-
сомым стержнем l с грузомM2 (рис. 1). Угол отклонения шарнирно закреплённого подвеса
от вертикали обозначим γ. Координаты центра масс аппарата x1, z1 и угол тангажа θ свя-
заны с координатами x2, z2 центра масс груза соотношениями{

x2 = x1 + l sin γ,

z2 = z1 − l cos γ.
(1)

Для вывода уравнений движения использованы уравнения Лагранжа второго рода, ко-
торые связывают производные лагранжевых функций с обобщёнными координатами q и
обобщёнными силами Q:

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= Q, (2)

q = [x, z, θ, γ]T ; Q = [u1 sin θ, u1 cos θ, u3, 0]
T . (3)

Подъёмная сила u1 и вращающий момент u3 определяются через силы тяги, создаваемые
винтами квадрокоптера [9]. С учётом (1) лагранжева функция

L =
1

2
m1(ẋ

2
1 + ż21) +

1

2
Iyyθ̇

2 +
1

2
m2((ẋ1 + γ̇l cos γ)2+

+(ż1 + γ̇l sin γ)2)−m1gz1 −m2g(z1 − l cos γ). (4)

Здесьm1 иm2 — массы квадрокоптераM1 и грузаM2 соответственно; g— ускорение силы

тяжести; Iyy — момент инерции относительно поперечной оси вращения, проходящей через
центр масс квадрокоптера. Из лагранжева уравнения (2) с учётом (4) получим уравнения
поступательного и вращательного движений центра масс квадрокоптера:{

(m1 +m2)ẍ1 = u1 sin θ −m2l(γ̈ cos γ − γ̇2 sin γ),

(m1 +m2)z̈1 = u1 cos θ −m2l(γ̈ sin γ + γ̇2 cos γ)− (m1 +m2)g,
(5)
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{
Iyy θ̈ = u3,

m1lγ̈ = −u1 sin(θ + γ).
(6)

Задачей управления будем считать траекторное управление движением груза, а именно
вывод центра масс груза в целевое положение T0 с координатами xref, zref и дальнейшее
следование за ним (см. рис. 1). Необходимо найти такие управляющие воздействия u1, u3,
которые обеспечат сведение к нулю рассогласования между текущими и целевыми коорди-
натами груза. Предполагается, что известны координаты центра масс квадрокоптера и его
ориентация в пространстве в каждый момент времени, угол отклонения груза от вертика-
ли и первые производные этих величин. Также считается, что двигатели квадрокоптера
обладают достаточной мощностью.

Синтез алгоритма управления. Запишем требуемые дифференциальные уравне-
ния на отклонение центра масс груза от целевого положения xref, zref:

Sx = ẋ2 + kx(x2 − xref),

Sz = ż2 + kz(z2 − zref),

Sγ = γ̇ + kγγ.

(7)

Зададим вынужденное движение к желаемой траектории Sx = 0, Sz = 0, Sγ = 0 уравнени-
ями

Ṡx = −αxSx; Ṡz = −αzSz; Ṡγ = −αγSγ . (8)

Здесь kx, kz, kγ и αx, αz, αγ — положительные постоянные коэффициенты, определяющие
время выхода груза в целевое положение. Подставив (7) в (8), получим

ẍ2 + kxẋ2 = −αxẋ2 − αxkx(x2 − xref),

z̈2 + kz ż2 = −αz ż2 − αzkz(z2 − zref),

γ̈ + kγ γ̇ = −αγ γ̇ − αγkγγ.

(9)

Учитывая {
ẍ2 = ẍ1 + γ̈l cos γ − γ̇2l sin γ,

z̈2 = z̈1 + γ̈l sin γ + γ̇2l cos γ
(10)

и (5), (6), исключим старшие производные в (9):
u1 sin γ · cos(θ + γ) = (m1 +m2)Ax,

u1 cos γ · cos(θ + γ) = (m1 +m2)Ay,

u1 sin(θ + γ) = m1lAγ ,

(11)

где 
Ax = (αx + kx)ẋ2 + αxkx(x2 − xref)−m1/(m1 +m2)lγ̇

2 sin γ,

Ay = (αz + kz)ż2 + αzkz(z2 − zref)− g +m1/(m1 +m2)lγ̇
2 cos γ,

Aγ = (αγ + kγ)γ̇ + αγkγγ.

(12)
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Преобразуем (11) к виду{
u1 sin θ = Aγm1l cos γ − (m1 +m2)Ax,

u1 cos θ = Aγm1l sin γ − (m1 +m2)Az.
(13)

Обозначив правую часть уравнений (13) величинами Axx и Azz, найдём необходимую сум-
марную силу тяги двигателей u1 и желаемое значение угла тангажа θref:{

u1 =
√
A2
xx + A2

zz,

θref = arctan(Axx/Azz).
(14)

Для вычисления управляющего углом θ момента u3 повторим приведённую выше процеду-
ру и получим управляющий момент, реализующий нужную ориентацию квадрокоптера [9]:

u3 = Iyy(−(αθ + kθ)θ̇ − αθkθ(θ − θref)). (15)

При положительных значениях коэффициентов α и k в уравнениях (7), (8) и (15) получен-
ными управляющими воздействиями обеспечиваются устойчивые переходные процессы, а
при α = k эти процессы будут иметь монотонный характер.

Результаты моделирования. Исключение из уравнений (13) составляющих, зави-
сящих от угла γ, приводит к системе управления, не учитывающей наличия маятниковых
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Рис. 2. Движение над поверхностью (16) без учёта угла γ: a — траектория дви-
жения груза в плоскости (x, z); b — угол отклонения груза от вертикали; c, d —

управляющие параметры
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Рис. 3. Движение над поверхностью (16) с учётом угла γ (остальные обозначения
соответствуют рис. 2)

колебаний груза. Удобно сравнить этот случай с полученным регулятором (14), (15) для
системы квадрокоптер—груз. Для численного моделирования были выбраны следующие
параметры модели (5), (6): m1 = 0,6 кг, m2 = 0,18 кг, l = 0,5 м, Iyy = 0,167 рад/с. Для
системы управления установлены параметры: kx = αx = 1,0, kz = αz = 1,0, kγ = αγ = 1,0,
kθ = αθ = 16,0. На рис. 2 показаны результаты моделирования движения с постоянной
скоростью vxref = 0,3 м/с над подстилающей поверхностью

zref = 0,8 + 4,0e−(xref− 3,0)2 (16)

при использовании алгоритма (14), (15) без учёта компонент, зависящих от угла γ. Смена
направления движения вдоль оси OX выполнялась каждые 20 с. Система входит в автоко-
лебательный режим (рис. 2, b, d). Информация о положении груза относительно вертикали
в алгоритме управления позволяет полностью скомпенсировать колебания груза при из-
менении направления движения (рис. 3).

Заключение. В данной работе построены уравнения динамики системы квадрокоп-
тер—груз с шарнирно закреплённым подвесом. Колебания подвеса приводят к неустойчи-
вости связанной системы. Предложен регулятор на основе требуемых дифференциальных
уравнений изменения регулируемых параметров, в том числе угла отклонения груза от
вертикали. Эффективность алгоритма подтверждается результатами численного модели-
рования.
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