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Введение

Метод магнитотеллурического зондирования (МТЗ) является одним из важнейших
методов глубинной геофизики. Он основан на изучении вариаций переменного электро-
магнитного поля магнитосферной и ионосферной природы с целью получения сведе-
ний о строении верхних слоев Земли и протекающих в них геодинамических процессах.
С учетом электромагнитной природы явлений, исследуемых методом МТЗ, интерпрета-
ция данных полевых наблюдений проводится в рамках математических моделей, осно-
ванных на системе уравнений Максвелла [1–4]. Эта система содержит большое количе-
ство параметров, которыми зачастую можно пренебречь, не подвергая сомнению адек-
ватность получаемых при этом моделей. Применение метода МТЗ на практике стало
возможным благодаря советскому математику и геофизику А.Н. Тихонову [5] и фран-
цузскому геофизику Л. Каньяру [6], предложившим одномерную модель МТЗ. Модель
Тихонова–Каньяра достоверно описывает реальные магнитотеллурические процессы в
рамках стандартных упрощающих предположений, среди них — квазистационарность
и зависимость от времени по гармоническому закону, однородность геосреды в гори-
зонтальных направлениях, постоянство магнитной и диэлектрической проницаемостей;
электропроводность среды не зависит от частоты. В этих предположениях система урав-
нений Максвелла распадается на две независимые подсистемы, описывающие TE- и TM-
моды электромагнитного поля. Система уравнений для TM-моды имеет следующий вид:

∂Hy

∂z
= −σEx,

∂Ex

∂z
= iωµ0H

y,

z ∈ (0, zmax). (1)

В (1) символами Hy и Ex обозначены комплексные компоненты напряженности магнит-
ного и электрического полей вдоль осей Oy и Ox соответственно (в дальнейшем индексы
x и y будем опускать), σ = σ(z) — электрическая проводимость, µ0 — магнитная вос-
приимчивость в вакууме, ω — частота электромагнитного поля, i — комплексная едини-
ца. В качестве краевых условий можно рассматривать различные комбинации значений
неизвестных функций в граничных точках отрезка (0, zmax), на данном этапе на выборе
краевых условий внимания акцентировать не будем.

Основной функцией, представляющей интерес при анализе и интерпретации магнито-
теллурических данных, является импеданс (в одномерном случае это импеданс Тихоно-
ва–Каньяра), определяемый как отношение взаимно-ортогональных компонент электро-
магнитного поля — векторов электрической и магнитной напряженностей [1–8]. Поэтому
во многих работах, посвященных прямой одномерной задаче МТЗ, внимание авторов
преимущественно направлено на вычисление импеданса, а не на вычисление самих по-
лей. В [1–4, 7] предложено решение задачи Коши для одномерного уравнения Гельм-
гольца, к которому сводится система (1) при исключении из нее одного из неизвестных,
а, например, в [8] рассмотрено решение этого же уравнения для нескольких частных
случаев функции σ(z) (кусочно-постоянная, экспоненциальная и степенная функции).
Имеется ряд работ, например [9–12], рассматривающих аналитическое решение одномер-
ных задач магнитотеллурического зондирования в горизонтально-слоистых изотропных
и анизотропных (в том числе и бианизотропных) средах, а в работе [13] рассматрива-
лась задача математического моделирования магнитотеллурического поля в одномерных
кусочно-градиентных средах с экспоненциальным распределением удельной электропро-
водности. Полученные решения могут найти свое применение в процессе тестирования
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новых численных методов, а также использоваться при решении прямых и обратных
задач МТЗ.

Отметим, что для численного решения уравнений Максвелла обычно используются
конечно-разностные методы. Начало интенсивного развития этих методов было поло-
жено в работе [14], в которой были использованы смещенные сетки, а продолжение это
развитие получило в работах [15, 16]. В областях со сложной геометрией предпочтение
отдается методам конечных объемов [17, 18] на неструктурированных сетках. Разност-
ные схемы специального вида для решения прямой задачи МТЗ как в одномерном, так
и в двумерном случаях были построены в [19–21]. В данной работе проведено построе-
ние и исследование качественных свойств специальных разностных схем для одномерной
прямой задачи МТЗ: доказаны оценки сходимости, предложены варианты интерполяции
приближенного решения. Построенные разностные схемы предполагается положить в ос-
нову для создания алгоритма решения обратной задачи МТЗ. Обратим внимание, что
разностные схемы, предлагаемые и исследуемые в данной работе, использовались при
проведении численных экспериментов по моделированию магнитотеллурического поля
и магнитотеллурического импеданса в вертикально градиентных средах. В качестве те-
стовой задачи рассматривалась система уравнений (1) с разными вариантами постановки
краевых условий для случая степенной модели Като–Кикучи [8]. Результаты численных
экспериментов в подробном виде представлены в работах [22, 23], где продемонстриро-
ваны разные случаи сходимости тестируемых разностных схем в зависимости от пара-
метров решаемой задачи и вычислительной сетки.

Итак, запишем систему (1) в матричной форме:

d
−→
U (z)

dz
= L(z)

−→
U (z), z ∈ (0, zmax), (2)

где
−→
U (z) =

(
H(z)
E(z)

)
— вектор неизвестных функций; L(z) =

(
0 −σ(z)

iωµ0 0

)
— перемен-

ная матрица системы.

1. Построение разностной схемы
методом локальных интегральных уравнений

Построим разностную схему для системы (2), основываясь на методе, который в
дальнейшем будем называть методом локальных интегральных уравнений. На отрез-
ке [0, zmax] рассмотрим произвольную неравномерную сетку

0=z1 < z2 < · · · < zJ =zmax, ∆zj =zj+1−zj , zj+1/2 =
zj+zj+1

2
, j=1, 2, . . . , J−1.

Функцию электрической проводимости σ(z) будем считать кусочно-непрерывной, разры-
вы ее могут располагаться только в узлах вычислительной сетки и иметь скачкообраз-
ный характер. В этом случае решение уравнения (2), по крайней мере, — непрерывная
функция.

Рассмотрим произвольную фиксированную сеточную ячейку [zj , zj+1], j = 1, . . . , J−1,
на которой и проведем основные рассуждения. Уравнение (2) перепишем в следующей
форме:

d
−→
U (z)

dz
= Lj+1/2

−→
U (z) +

[
L(z)− Lj+1/2

]−→
U (z), z ∈ (zj , zj+1), (3)

где Lj+1/2 = L(zj+1/2). Решение уравнения (3) может быть представлено в виде (см. [24])
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−→
U (z) = e(z−zj)Lj+1/2

−→
U (zj) +

−→
∆(zj , z), z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1, (4)

где
−→
∆(zj , z) =

z∫
zj

e(z−s)Lj+1/2
[
L(s)− Lj+1/2

]−→
U (s) ds. (5)

Соотношение (4) вместе с (5) можно трактовать как локальное интегральное уравнение
относительно неизвестной вектор-функции

−→
U , с этим уравнением мы и будем работать

в дальнейшем. Прежде всего запишем экспоненту в правой части (4) в матричной фор-
ме [24–26]:

e(z−zj)Lj+1/2 =

 ch
[
(z − zj)kj+1/2

]
−
σ(zj+1/2)

kj+1/2
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
iωµ0
kj+1/2

sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
ch
[
(z − zj)kj+1/2

]
 , (6)

где используется обозначение

kj+1/2 = (1− i)
√
ωµ0 σ(zj+1/2)/2.

Подставим в (4) z = zj+1, отбросим погрешность
−→
∆(zj , zj+1) и, вводя обозначения для

значений приближенного решения в узлах сетки

−→
U h
j =

(
Hh
j

Ehj

)
≈
−→
U (zj), j = 1, 2, . . . , J,

получим разностную схему в экспоненциальной форме
−→
U h
j+1 = e∆zjLj+1/2

−→
U h
j , j = 1, 2, . . . , J − 1. (7)

Расшифруем (7), используя при z = zj+1 матричную форму экспоненты (6):
Hh
j+1 = ch(∆zjkj+1/2)H

h
j −

σ(zj+1/2)

kj+1/2
sh(∆zjkj+1/2)E

h
j ,

Ehj+1 =
iωµ0
kj+1/2

sh(∆zjkj+1/2)H
h
j + ch(∆zjkj+1/2)E

h
j ,

j = 1, 2, . . . , J − 1. (8)

Отметим, что разностная схема (8) также была построена в работах [19, 20] на основе
проекционного варианта интегро-интерполяционного метода [27].

2. Оценка сходимости разностной схемы (7)

Докажем оценку сходимости приближенного решения к точному, для простоты огра-
ничившись начальным условием

−→
U (0) =

−→
U h

1 =
−→
F . (9)

Рассмотрим сеточную вектор-функцию
−→
W со значениями:

−→
W j =

−→
U (zj)−

−→
U h
j , j = 1, 2, . . . , J.
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Подставим в (4) z = zj+1, из полученных соотношений вычтем соотношения (7), и, учи-
тывая условия (9), получим задачу для определения функции

−→
W :

−→
W j+1 = e∆zjLj+1/2

−→
W j +

−→
∆(zj , zj+1), j = 1, 2, . . . , J − 1,

−→
W 1 = 0.

(10)

В пространстве двумерных векторов с комплексными компонентами вида
−→
W =

(
w(1)

w(2)

)
введем норму ∥∥−→W∥∥∞ = max

{∣∣w(1)
∣∣, ∣∣w(2)

∣∣}.
Определим также соответствующую ей норму матрицы L =

(
l11 l12
l21 l22

)
:∥∥L∥∥∞ = max

{
|l11|+ |l12|, |l21|+ |l22|

}
.

Перейдем к нормам в соотношениях (10). Используя свойства нормы, получим∥∥−→W j+1

∥∥
∞ ≤

∥∥e∆zjLj+1/2
∥∥
∞
∥∥−→W j

∥∥
∞ +

∥∥−→∆(zj , zj+1)
∥∥
∞, j = 1, 2, . . . , J − 1. (11)

Несложно проверить следующие вспомогательные неравенства:∥∥Lj+1/2

∥∥
∞ = max

{
σ(zj+1/2), ωµ0

}
≤ max

1≤j≤J−1
σ(zj+1/2) + ωµ0 ≡ η,∥∥e∆zjLj+1/2

∥∥
∞ ≤ e

∆zj‖Lj+1/2‖∞ ≤ eη∆z,

где в последнем неравенстве ∆z ≡ max1≤j≤J−1∆zj . Учитывая эти оценки, из нера-
венств (11) получаем∥∥−→W j+1

∥∥
∞ ≤ e

η∆z
∥∥−→W j

∥∥
∞ +

∥∥−→∆(zj , zj+1)
∥∥
∞, j = 1, 2, . . . , J − 1. (12)

Разрешим рекурсию (12). С учетом начального условия задачи (10) приходим к выводу

∥∥−→W j

∥∥
∞ ≤ e

(j−1) η∆z∥∥−→W 1

∥∥
∞ +

j−1∑
k=1

e(j−1−k) η∆z
∥∥−→∆(zk, zk+1)

∥∥
∞

=

j−1∑
k=1

e(j−1−k) η∆z
∥∥−→∆(zk, zk+1)

∥∥
∞. (13)

Приведем вспомогательные оценки:∥∥L(s)− Lj+1/2

∥∥
∞ =

∥∥∥∥[σ(zj+1/2)− σ(s)
](0 1

0 0

)∥∥∥∥
∞

=
∣∣σ(zj+1/2)− σ(s)

∣∣ ≤ C1∆z, (14)

где s ∈ [zj , zj+1], C0 = max0≤z≤zmax

∥∥−→U (z)
∥∥
∞, C1 = max0≤z≤zmax

∣∣σ′(z)∣∣.
Далее из (5) и только что доказанного получаем

∥∥−→∆(zj , z)
∥∥
∞ ≤

z∫
zj

e(z−s) ‖Lj+1/2‖∞
∥∥L(s)−Lj+1/2

∥∥
∞
∥∥−→U (s)

∥∥
∞ ds ≤ ∆z C0C1

z∫
zj

e(z−s) η ds

=
∆z

η
C0C1

(
e(z−zj) η − 1

)
≤ ∆z

η
C0C1

(
eη∆z − 1

)
, z ∈ [zj , zj+1]. (15)
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Теперь (15) позволяет завершить неравенство (13):

∥∥−→W j

∥∥
∞ ≤

j−1∑
k=1

e(j−1−k) η∆z
∥∥−→∆(zk, zk+1)

∥∥
∞ ≤

∆z

η
C0C1

(
eη∆z − 1

) j−2∑
k=0

ekη∆z

≤ ∆z

η
C0C1

(
e(j−1) η∆z − 1

)
.

В итоге получаем оценку сходимости приближенного решения (решения, определяе-
мого разностной схемой (7), (9)) к точному решению задачи (2), (9):∥∥−→U (zj)−

−→
U h
j

∥∥
∞ ≤

∆z

η
C0C1

(
e(j−1) η∆z − 1

)
, j = 1, 2, . . . , J. (16)

Если вычислительная сетка удовлетворяет условию

∆z ≡ max
1≤j≤J−1

∆zj ≤ γ min
1≤j≤J−1

∆zj ,

в котором положительная константа γ не зависит от J (квазиравномерная сетка), то (16)
превращается в оценку∥∥−→U (zj)−

−→
U h
j

∥∥
∞ ≤

∆z

η
C0C1

(
eηγzmax − 1

)
, j = 1, 2, . . . , J. (17)

3. Уточнение оценки сходимости (17)

Оценка сходимости (17) основана на неравенстве (15) для погрешности
−→
∆(zj , z). Де-

тальный анализ этой погрешности позволяет доказать, что для схемы (7), (9) сходимость
приближенного решения к точному реализуется с более высоким, чем в (17), порядком
по ∆z.

Используя формулу Тейлора, запишем для функции электрической проводимости
следующее соотношение:

σ
(
zj+1/2

)
−σ(s) = (zj+1/2−s)σ′

(
zj+1/2

)
− 1

2

(
zj+1/2−s

)2
σ′′
(
zj,s
)
, s, zj,s ∈

[
zj , zj+1

]
. (18)

Определим матричную функцию по формуле

Mj+1/2(s, z) = e(z−s)Lj+1/2

(
0 1
0 0

)
e(s−zj)Lj+1/2 , zj ≤ s ≤ z ≤ zj+1. (19)

Введем при z ∈
[
zj , zj+1

]
следующие обозначения:

−→
∆1

(
zj , z

)
= σ′

(
zj+1/2

) z∫
zj

(
zj+1/2 − s

)
Mj+1/2(s, z) ds

−→U (zj),
−→
∆2

(
zj , z

)
= −1

2

 z∫
zj

(
zj+1/2 − s

)2
σ′′
(
zj,s
)
Mj+1/2(s, z) ds

−→U (zj),
−→
∆3

(
zj , z

)
=

z∫
zj

e(z−s)Lj+1/2
[
L(s)− Lj+1/2

]−→
∆
(
zj , s

)
ds.
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Теперь, в соответствии с представлениями (5) и (4), а также формулами (18) и (19),
запишем погрешность

−→
∆(zj , z) как сумму трех слагаемых:
−→
∆
(
zj , z

)
=
−→
∆1

(
zj , z

)
+
−→
∆2

(
zj , z

)
+
−→
∆3

(
zj , z

)
. (20)

Оценим каждое из этих слагаемых, начиная с последнего. C этой целью воспользуемся
неравенствами (14) и (15). В результате получим

∥∥−→∆3

(
zj , z

)∥∥
∞ ≤

z∫
zj

e(z−s) ‖Lj+1/2‖∞
∥∥L(s)− Lj+1/2

∥∥
∞
∥∥−→∆(zj , s)

∥∥
∞ds

≤ ∆z2

η
C0C

2
1

(
eη∆z − 1

) z∫
zj

e(z−s) η ds

≤ ∆z2

η2
C0C

2
1

(
eη∆z − 1

)2
, z ∈

[
zj , zj+1

]
. (21)

Из (19), в соответствии со свойствами нормы, следует∥∥Mj+1/2(s, z)
∥∥
∞ ≤ e

(z−zj) η, zj ≤ s ≤ z ≤ zj+1. (22)

Теперь из неравенства (22) получаем∥∥−→∆2

(
zj , z

)∥∥
∞ ≤ ∆z

3C0C2e
η∆z, z ∈

[
zj , zj+1

]
, (23)

где C2 = max0≤z≤zmax

∣∣σ′′(z)∣∣. Погрешность
−→
∆1(zj , z) просто вычислим. Для этого, ис-

пользуя (19) и матричное представление экспоненты (6), запишем оператор Mj+1/2(s, z)
в матричной форме:

Mj+1/2(s, z) =

m11
j+1/2(s, z) m12

j+1/2(s, z)

m21
j+1/2(s, z) m22

j+1/2(s, z)

 ,

где

m11
j+1/2(s, z) =

iωµ0
kj+1/2

sh
[(
s− zj

)
kj+1/2

]
ch
[
(z − s)kj+1/2

]
,

m12
j+1/2(s, z) = ch

[(
s− zj

)
kj+1/2

]
ch
[
(z − s)kj+1/2

]
,

m21
j+1/2(s, z) =

(
iωµ0
kj+1/2

)2

sh
[(
s− zj

)
kj+1/2

]
sh
[
(z − s)kj+1/2

]
,

m22
j+1/2(s, z) =

iωµ0
kj+1/2

ch
[(
s− zj

)
kj+1/2

]
sh
[
(z − s)kj+1/2

]
.

(24)

Вычислим интеграл в выражении
−→
∆1

(
zj , z

)
. С этой целью покомпонентно проинте-

грируем матрицу Mj+1/2(s, z) [24]. Учитывая формулы (24), получим

Rj+1/2(z) =

z∫
zj

(
zj+1/2 − s

)
Mj+1/2(s, z) ds =

r11j+1/2(z) r12j+1/2(z)

r21j+1/2(z) r22j+1/2(z)

 , (25)

где
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r11j+1/2(z) =
iωµ0

4k2j+1/2

[(
(zj+1 − z)(z − zj)kj+1/2 +

1

kj+1/2

)
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
−

(z − zj) ch
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

r12j+1/2(z) =
zj+1 − z

4

[
(z − zj) ch

[
(z − zj)kj+1/2

]
+

1

kj+1/2
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

r21j+1/2(z) =

(
iωµ0

2kj+1/2

)2

(zj+1 − z)

[
(z − zj) ch

[
(z − zj)kj+1/2

]
−

1

kj+1/2
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

r22j+1/2(z) =
iωµ0

4k2j+1/2

[(
(zj+1 − z)(z − zj)kj+1/2 −

1

kj+1/2

)
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
+

(z − zj) ch
[
(z − zj)kj+1/2

]]
.

Подставляя в (25) z = zj+1, получим

r22j+1/2(zj+1) = − r11j+1/2(zj+1) =
iωµ0∆zj
4k2j+1/2

[
ch
(
∆zjkj+1/2

)
−

sh
(
∆zjkj+1/2

)
∆zjkj+1/2

]
,

r12j+1/2(zj+1) = r21j+1/2

(
zj+1

)
= 0.

Теперь, в соответствии с последними соотношениями, запишем представление для по-
грешности

−→
∆1

(
zj , zj+1

)
:

−→
∆1

(
zj , zj+1

)
= σ′

(
zj+1/2

)
Rj+1/2

(
zj+1

)−→
U (zj)

=
iωµ0∆zj
4k2j+1/2

σ′
(
zj+1/2

)[
ch
(
∆zjkj+1/2

)
−

sh
(
∆zjkj+1/2

)
∆zjkj+1/2

](
−1 0

0 1

)
−→
U (zj). (26)

Легко получить представление

ch(w)− sh(w)

w
= 2w2

∞∑
n=0

n+ 1

(2n+ 3)!
w2n,

в котором w — комплексная переменная, а степенной ряд имеет бесконечный радиус
сходимости. Из этого представления следует оценка∣∣∣∣∣ch(w)− sh(w)

w

∣∣∣∣∣ ≤ K0|w|2

с некоторой константой K0, определяемой максимально допустимым значением |w|.
Теперь из (26) и последнего неравенства получаем следующую оценку:
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∥∥−→∆1(zj , zj+1)
∥∥
∞ ≤ C0C1K0ωµ0∆z

3. (27)

Легко проверить справедливость неравенств

1 ≤ eη∆z − 1

η∆z
≤ eηzmax − 1

ηzmax
. (28)

Представление (20) и неравенства (21), (23), (27) и (28) позволяют утверждать, что
для погрешности

−→
∆(zj , zj+1) справедлива более точная, чем (15), оценка∥∥−→∆(zj , zj+1)

∥∥
∞ ≤ C ∆z

3, (29)

в которой константа C не зависит от ∆z.
Наконец уточним оценку (17) сходимости решения схемы (7), (9) к точному реше-

нию задачи (2), (9). Для этого воспользуемся неравенствами (13), (28), (29) и, в случае
квазиравномерной сетки, получим

∥∥−→W j

∥∥
∞ ≤

j−1∑
k=1

e(j−1−k) η∆z
∥∥−→∆(zk, zk+1

)∥∥
∞ ≤ C∆z

3
j−2∑
k=0

ek η∆z ≤ C∆z3 e
(j−1) η∆z − 1

eη∆z − 1

≤ ∆z2

η
C
(
eη γzmax − 1

)
.

Окончательно оценка сходимости выглядит следующим образом:

∥∥−→U (zj)−
−→
U h
j

∥∥
∞ ≤

∆z2

η
C
(
eη γzmax − 1

)
, j = 1, 2, . . . , J,

или
max

{∣∣H(zj)−Hh
j

∣∣, ∣∣E(zj)− Ehj
∣∣} ≤ K∆z2, j = 1, 2, . . . , J, (30)

где константа K не зависит от ∆z.

4. Интерполяция приближенного решения (7), (9)

Для интерполяции сеточной функции, найденной при помощи разностной схемы,
обычно используют самый простой интерполянт — кусочно-линейный сплайн. Однако
такой вид интерполяции нельзя считать эффективным: в случае достаточно редкой сетки
и больших градиентов решения такой способ интерполяции генерирует большие ошибки.
Мы предлагаем естественный вариант интерполяции приближенного решения, основан-
ный на формулах метода локальных интегральных уравнений.

Предположим, что сеточная вектор-функция
−→
U h =

{−→
U h
j

}J
j=1

найдена как реше-

ние задачи (7), (9). Тогда в качестве интерполянта рассмотрим непрерывную вектор-
функцию

−→
U h(z) =

(
Hh(z)

Eh(z)

)
,

определенную следующим образом:
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−→
U h(z) = e(z−zj)Lj+1/2

−→
U h
j , z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1. (31)

Формулы (31) легко преобразуются в формулы, удобные для вычислений. Для этого
достаточно использовать матричное представление (6) операторной экспоненты:

Hh(z) = ch
[
(z − zj)kj+1/2

]
Hh
j −

σ(zj+1/2)

kj+1/2
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
Ehj ,

Eh(z) =
iωµ0
kj+1/2

sh
[
(z − zj)kj+1/2

]
Hh
j +

ch
[
(z − zj)kj+1/2

]
Ehj ,

z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1.

Оценим погрешность интерполяции (31). Для этого, вычитая из формул (4) соответ-
ствующие формулы (31), получим:
−→
U (z)−

−→
U h(z)=e(z−zj)Lj+1/2

[−→
U (zj)−

−→
U h
j

]
+
−→
∆(zj , z), z ∈ [zj , zj+1], j=1, 2, . . . , J−1. (32)

Перейдем к нормам в обеих частях соотношений (32), при этом учтем оценки (15),
(28) и (30):∥∥−→U (z)−

−→
U h(z)

∥∥
∞ ≤ e

(z−zj)‖Lj+1/2‖∞
∥∥−→U (zj)−

−→
U h
j

∥∥
∞ +

∥∥−→∆(zj , z)
∥∥
∞

≤ ∆z2

η
C
(
eηγzmax − 1

)
eη∆z +

∆z

η
C1C2

(
eη∆z − 1

)
≤ ∆z2

η
C
(
eηγzmax − 1

)
eηzmax +∆z2C1C2

eηzmax − 1

ηzmax
.

Окончательно для интерполяции (31) получаем оценку погрешности∥∥−→U (z)−
−→
U h(z)

∥∥
∞ ≤ K∆z2, 0 ≤ z ≤ zmax,

в которой константа K не зависит от ∆z. Последнее неравенство гарантирует сходимость
интерполянта (31) к точному решению задачи (2), (9) при ∆z → 0 со вторым порядком.

5. Уточнение разностной схемы (7) (схемы (8))

Теперь рассмотрим уточнение разностной схемы (7) и докажем для уточненной схемы
оценку сходимости более высокого порядка, чем (30).

Напомним, что функцию электропроводности мы считаем кусочно-непрерывной, раз-
рывы ее могут располагаться только в узлах вычислительной сетки и иметь скачкооб-
разный характер. Если сеточная ячейка z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1, фиксирована,
то под величинами σ(zj) и σ(zj+1) понимаются односторонние пределы по этой ячейке
σ(zj + 0) и σ(zj+1 − 0) соответственно. Введем также следующие обозначения:

σj+1/2 =
σ(zj) + σ(zj+1)

2
, Dσj+1/2 =

σ(zj+1)− σ(zj)

∆zj
,

D2σj+1/2 =
σ(zj+1)− 2σ(zj+1/2) + σ(zj)(

∆zj/2
)2 .

(33)

Для функции σ(z) на каждой сеточной ячейке [zj , zj+1] построим интерполяционный
многочлен по узлам zj , zj+1/2, zj+1 и запишем следующее представление:
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σ(s) = σj+1/2 +
(
s− zj+1/2

)
Dσj+1/2 +

1

2

(
s− zj

)(
s− zj+1

)
D2σj+1/2 +(

s− zj
)(
s− zj+1/2

)(
s− zj+1

)σ(3)(zj,s)
3!

. (34)

Введем следующие обозначения при z ∈ [zj , zj+1]:

−→
δ1(zj , z) = Dσj+1/2

 z∫
zj

(zj+1/2 − s)Mj+1/2(s, z) ds

−→U (zj),

−→
δ2(zj , z) =

D2σj+1/2

2

 z∫
zj

(s− zj)(zj+1 − s)Mj+1/2(s, z) ds

−→U (zj),

−→
δ3(zj , z) = −1

6

 z∫
zj

(s− zj)(s− zj+1/2)(s− zj+1)σ
(3)(zj,s)Mj+1/2(s, z) ds

−→U (zj),

−→
δ4(zj , z) =

z∫
zj

e(z−s)Lj+1/2
[
L(s)− Lj+1/2

]−→
∆(zj , s) ds.

Здесь и далее будем пользоваться формулами (3)–(8) и (19), в которых, в соответ-
ствии с (33), величины σ(zj+1/2) заменены на σj+1/2. Это не приведет к разночтениям,
но упростит дальнейшие рассуждения. Из (5), (19) и (34) следует представление для
погрешности

−→
∆(zj , z) в виде суммы четырех слагаемых:

−→
∆(zj , z) =

−→
δ1(zj , z) +

−→
δ2(zj , z) +

−→
δ3(zj , z) +

−→
δ4(zj , z). (35)

Вычислим первые два слагаемых в (35), а последние два оценим. Начнем с оценки вели-
чины

−→
δ4(zj , z). Учитывая ранее доказанную оценку (21), аналогичную необходимой нам,

получим

∥∥−→δ4(zj , z)
∥∥
∞ ≤

z∫
zj

e(z−s)‖Lj+1/2‖∞
∥∥L(s)− Lj+1/2

∥∥
∞
∥∥−→∆(zj , s)

∥∥
∞ ds

≤ K0∆z
4, z ∈ [zj , zj+1]. (36)

Учитывая неравенство
∥∥Lj+1/2

∥∥
∞ ≤ max1≤j≤J−1 σj+1/2 + ωµ0 ≡ η и оценку (22), полу-

чаем

∥∥−→δ3(zj , z)
∥∥
∞ ≤

∆z3

6
max

0≤s≤zmax

∣∣σ(3)(s)∣∣ ∥∥−→U (zj)
∥∥
∞

z∫
zj

∥∥Mj+1/2(s, z)
∥∥
∞ ds

≤ K1∆z
4, z ∈ [zj , zj+1]. (37)

Точно также оценим и
−→
δ2(zj , z):



44 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2022. Т. 25, N◦-- 1

∥∥−→δ2(zj , z)
∥∥
∞ ≤

∆z2

2
max

0≤s≤zmax

∣∣σ(2)(s)∣∣ ∥∥−→U (zj)
∥∥
∞

z∫
zj

∥∥Mj+1/2(s, z)
∥∥
∞ ds

≤ K2∆z
3, z ∈ [zj , zj+1]. (38)

Используя формулы (25) при z = zj+1, вычислим
−→
δ1(zj , zj+1):

−→
δ1(zj , zj+1) = Dσj+1/2Rj+1/2(zj+1)

−→
U (zj)

=
iωµ0∆zj
4k2j+1/2

Dσj+1/2

[
ch(∆zjkj+1/2)−

sh(∆zjkj+1/2)

∆zjkj+1/2

](
−1 0
0 1

)
−→
U (zj). (39)

Для определения погрешности
−→
δ2(zj , z) рассмотрим интеграл

Qj+1/2(z) =

z∫
zj

(
s− zj

)(
zj+1 − s

)
Mj+1/2(s, z) ds =

q11j+1/2(z) q12j+1/2(z)

q21j+1/2(z) q22j+1/2(z)


и вычислим элементы соответствующей матрицы:

q11j+1/2(z) = − iωµ0
4kj+1/2

[(
1

3

(
z−zj

)2(
2z+zj−3zj+1

)
− 1

k2j+1/2

(
z−zj+1

))
sh
[
(z−zj)kj+1/2

]
+

1

kj+1/2

(
z − zj

)(
z − zj+1

)
ch
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

q12j+1/2(z) = −1

4

[(
1

3

(
z − zj

)2(
2z + zj − 3zj+1

)
− 1

k2j+1/2

(
z − zj

))
ch
[
(z − zj)kj+1/2

]
+

1

kj+1/2

((
z − zj

)(
z − zj+1

)
+

1

k2j+1/2

)
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

q21j+1/2(z) = −

(
iωµ0

2kj+1/2

)2[(
1

3

(
z−zj

)2(
2z+zj−3zj+1

)
+

1

k2j+1/2

(
z−zj

))
ch
[
(z−zj)kj+1/2

]
−

1

kj+1/2

((
z − zj

)(
z − zj+1

)
+

1

k2j+1/2

)
sh
[
(z − zj)kj+1/2

]]
,

q22j+1/2(z) = − iωµ0
4kj+1/2

[(
1

3

(
z−zj

)2(
2z+zj−3zj+1

)
+

1

k2j+1/2

(
z−zj+1

))
sh
[
(z−zj)kj+1/2

]
−

− 1

kj+1/2

(
z − zj

)(
z − zj+1

)
ch
[
(z − zj)kj+1/2

]]
.

Используя полученные формулы, вычислим элементы матрицыQj+1/2(zj+1) и оценим
их порядок:

q11j+1/2(zj+1) = q22j+1/2(zj+1) =
iωµ0

12kj+1/2
∆z3j sh (∆zjkj+1/2),

q12j+1/2(zj+1) =
∆z3j

4

{
ch (∆zjkj+1/2)

3
+

1(
∆zjkj+1/2

)2
[

ch (∆zjkj+1/2)−
sh (∆zjkj+1/2)

∆zjkj+1/2

]}
,
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q21j+1/2(zj+1) =

(
iωµ0

2kj+1/2

)2

∆z3j

{
ch (∆zjkj+1/2)

3
−

1(
∆zjkj+1/2

)2
[

ch (∆zjkj+1/2)−
sh (∆zjkj+1/2)

∆zjkj+1/2

]}
.

Легко проверить, что величины q11j+1/2(zj+1), q
22
j+1/2(zj+1) и q21j+1/2(zj+1) имеют поря-

док ∆z4j , а величина q12j+1/2(zj+1) — порядок ∆z3j . Поэтому добавим величину q12j+1/2(zj+1)

к ранее полученной разностной схеме. С этой целью представим матрицу Qj+1/2(z) как
сумму двух слагаемых:

Qj+1/2(z) = Q
(1)
j+1/2(z) +Q

(2)
j+1/2(z), (40)

где

Q
(1)
j+1/2(z) =

(
0 q12j+1/2(z)

0 0

)
, Q

(2)
j+1/2(z) =

(
q11j+1/2(z) 0

q21j+1/2(z) q22j+1/2(z)

)
.

Несложно оценить второе слагаемое в (40) при z = zj+1:∥∥∥Q(2)
j+1/2(zj+1)

∥∥∥
∞
≤ K3∆z

4. (41)

Теперь, в соответствии с (25), (35) и (40), соотношение (4) можно записать в виде

−→
U (z) =

[
e(z−zj)Lj+1/2 +Dσj+1/2Rj+1/2(z) +

D2σj+1/2

2
Q

(1)
j+1/2(z)

]
−→
U (zj)+

−→
δ (zj , z), z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1, (42)

где
−→
δ (zj , z) =

D2σj+1/2

2
Q

(2)
j+1/2(z)

−→
U (zj) +

−→
δ3(zj , z) +

−→
δ4(zj , z). Из неравенств (36)–(38) сле-

дует оценка ∥∥−→δ (zj , z)
∥∥
∞ ≤ K4∆z

3. (43)

В (42) положим z = zj+1, тогда

−→
U (zj+1) =

[
e∆zjLj+1/2 +Dσj+1/2Rj+1/2(zj+1) +

D2σj+1/2

2
Q

(1)
j+1/2(zj+1)

]
−→
U (zj)+

−→
δ (zj , zj+1), j = 1, 2, . . . , J − 1. (44)

В силу неравенств (36), (37) и (41) для остаточного слагаемого из (44) справедлива оценка∥∥−→δ (zj , zj+1)
∥∥
∞ ≤ K5∆z

4. (45)

Теперь в (44) отбросим погрешность δ(zj , zj+1) и, вводя обозначения для значений при-
ближенного решения в узлах сетки

−→
U h
j =

(
Hh
j

Ehj

)
≈
−→
U (zj), j = 1, 2, . . . , J,

получим уточненную разностную схему:
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−→
U h
j+1 = Tj+1/2

−→
U h
j , j = 1, 2, . . . , J − 1, (46)

где

Tj+1/2 = e∆zjLj+1/2 +Dσj+1/2Rj+1/2(zj+1) +
D2σj+1/2

2
Q

(1)
j+1/2(zj+1).

6. Оценка сходимости уточненной разностной схемы (46)

Докажем оценку сходимости полученного приближенного решения к точному, для
простоты ограничившись начальным условием (9). Рассмотрим сеточную вектор-функ-
цию

−→
W со значениями:

−→
W j =

−→
U (zj)−

−→
U h
j , j = 1, 2, . . . , J.

Из соотношений (44) вычтем соотношения (46) и, учитывая условие (9), получим
задачу для определения функции

−→
W :

−→
W j+1 = Tj+1/2

−→
W j +

−→
δ (zj , zj+1), j = 1, 2, . . . , J − 1,

−→
W 1 = 0.

(47)

Перейдем к нормам в соотношениях (47). Используя свойства нормы, получим∥∥−→W j+1

∥∥
∞ ≤

∥∥Tj+1/2

∥∥
∞
∥∥−→W j

∥∥
∞ +

∥∥−→δ (zj , zj+1)
∥∥
∞, j = 1, 2, . . . , J − 1. (48)

Из (46) следует оценка ∥∥Tj+1/2

∥∥
∞ ≤ e

η∆z + C ∆z3 ≡ T,

в которой константа C не зависит от ∆z. Из этой оценки и из (48) получаем∥∥−→W j+1

∥∥
∞ ≤ T

∥∥−→W j

∥∥
∞ +

∥∥−→δ (zj , zj+1)
∥∥
∞, j = 1, 2, . . . , J − 1. (49)

Разрешим рекуррентное неравенство (49). Учитывая начальное условие из (47), при-
ходим к следующему выводу:

∥∥−→W j

∥∥
∞ ≤ T

(j−1)∥∥−→W 1

∥∥
∞ +

j−1∑
k=1

T (j−1−k)∥∥−→δ (zj , zj+1)
∥∥
∞

=

j−1∑
k=1

T (j−1−k)∥∥−→δ (zj , zj+1)
∥∥
∞. (50)

В силу оценки (45), из (50) получаем

∥∥−→W j

∥∥
∞ ≤ K5∆z

4
j−2∑
k=0

T k ≤ K5∆z
4 T

j−1 − 1

T − 1
. (51)



О.Б. Забинякова, С.Н. Скляр 47

Предположим, что вычислительная сетка является квазиравномерной, т. е. удовле-
творяет условию

∆z ≡ max
1≤j≤J−1

∆zj ≤ γ min
1≤j≤J−1

∆zj ,

где положительная константа γ не зависит от J . Рассмотрим цепочку неравенств

T j−1−1

T−1
≤
eη∆z(j−1)

[
1 + C ∆z3

]j−1−1

eη∆z − 1
≤ e

[
η+C ∆z2

]
∆z(j−1)−1

eη∆z − 1
≤ eγ

(
η+C z2max

)
zmax−1

η∆z
,

учитывая которую, вместе с (51), в итоге получаем оценку сходимости приближенного
решения (решения разностной схемы) к точному решению исходной задачи:∥∥−→U (zj)−

−→
U h
j

∥∥
∞ ≤ K6∆z

3, j = 1, 2, . . . , J. (52)

7. Интерполяция приближенного решения (46), (9)

Для интерполяции сеточной функции, найденной при помощи разностной схемы (46)
с начальным условием (9), мы предлагаем естественный вариант, основанный на форму-
лах (42) метода локальных интегральных уравнений.

Предположим, что сеточная вектор-функция
−→
U h =

{−→
U h
j

}J
j=1

найдена как решение

задачи (46), (9). Тогда в качестве интерполянта рассмотрим непрерывную вектор-функ-
цию

−→
U h(z) =

(
Hh(z)

Eh(z)

)
,

определенную в соответствии с формулами (42):

−→
U h(z) =

[
e(z−zj)Lj+1/2 +Dσj+1/2Rj+1/2(z) +

D2σj+1/2

2
Q

(1)
j+1/2(z)

]
−→
U (zj), z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1. (53)

Оценим погрешность интерполяции (53). Для этого вычтем из формул (42) соответ-
ствующие формулы (53), в результате получим

−→
U (z)−

−→
U h(z) =

[
e(z−zj)Lj+1/2 +Dσj+1/2Rj+1/2(z)+

D2σj+1/2

2
Q

(1)
j+1/2(z)

][
−→
U (zj)−

−→
U h
j

]
+

−→
δ (zj , z), z ∈ [zj , zj+1], j = 1, 2, . . . , J − 1.

Перейдем к нормам в обеих частях последних соотношений, при этом учтем неравенства
(43) и (52). В результате получим оценку погрешности интерполяции∥∥−→U (z)−

−→
U h(z)

∥∥
∞ ≤

[
eη∆z + C ∆z2

]∥∥−→U (zj)−
−→
U h
j

∥∥
∞ +

∥∥−→δ (zj , z)
∥∥
∞

≤ K7∆z
3, 0 ≤ z ≤ zmax,

с константой K7, не зависящей от ∆z.



48 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2022. Т. 25, N◦-- 1

Выводы

Таким образом, в работе предложены методы численного решения прямой одномер-
ной задачи магнитотеллурического зондирования: на основе метода локальных инте-
гральных уравнений построены две разностные схемы, обладающие вторым и третьим
порядками сходимости к точному решению исходной задачи; определены соответству-
ющие формулы для естественной интерполяции приближенных решений, погрешности
интерполяции имеют те же порядки, что и погрешности соответствующих приближен-
ных решений. Разработанные разностные схемы могут быть применены для решения
обратной одномерной задачи МТЗ.
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