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С использованием комплексных потенциалов теории изгиба тонких электромагнито-
упругих плит получено решение задачи об изгибе плиты с произвольными отверстиями
и трещинами. При этом с помощью конформных отображений, разложений голоморф-
ных функций в ряды Лорана или по полиномам Фабера за счет выполнения граничных
условий обобщенным методом наименьших квадратов задача сведена к переопределен-
ной системе линейных алгебраических уравнений, решаемой методом сингулярных раз-
ложений. Описаны результаты численных исследований для плиты с двумя эллипти-
ческими отверстиями или трещинами, с отверстием и трещиной, в том числе краевой.
Исследовано влияние физико-механических свойств материала плиты и геометрических
характеристик отверстий и трещин на основные характеристики электромагнитоупру-
гого состояния.
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Введение. Тонкие пластины из пьезоматериалов широко используются в различных
областях современной науки и техники в качестве элементов конструкций [1–4]. В услови-
ях поперечного изгиба такие пластины называются тонкими плитами. При эксплуатации
данных конструкций в элементах могут возникать высокие концентрации напряжений,
что нужно учитывать при проектировании. Это обусловливает необходимость разработки
надежных методов определения электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) тонких мно-
госвязных пьезоплит. В работах [5–7] предложены различные методы определения ЭМУС
пьезоплит простой геометрической формы из материалов, имеющих простейшую микро-
структуру. Однако в большинстве случаев элементы конструкций изготавливаются из

материалов, обладающих анизотропными свойствами, более того, они могут иметь тех-
нологические отверстия и трещины, вблизи которых возникают высокие концентрации
напряжений, приводящие к потере прочности конструкций. Достаточно надежные резуль-
таты определения ЭМУС многосвязных тонких плит позволяют получить методы, в ко-
торых используются комплексные потенциалы. Эти функции были введены для решения
плоских задач электромагнитоупругости [8], а в работе [9] применены при решении зада-
чи об изгибе тонких пьезоплит. В [10] с помощью указанных функций решены задачи об
изгибе конечных и бесконечных односвязных плит.
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Рис. 1. Схема задачи

В данной работе с использованием комплексных потенциалов электромагнитоупруго-
сти построено общее решение задачи об изгибе пьезоплиты с произвольными отверстиями

и трещинами. При этом с помощью конформных отображений и разложений голоморфных
функций в ряды Лорана и по полиномам Фабера комплексные потенциалы представлены

в виде рядов с неизвестными коэффициентами, определение которых сводится к реше-
нию переопределенной системы линейных алгебраических уравнений методом сингуляр-
ных разложений. Для плиты с двумя отверстиями или трещинами, с отверстием и тре-
щиной (внутренней или краевой) проведены численные исследования, с помощью которых
установлены закономерности изменения ЭМУС в зависимости от физико-механических по-
стоянных материала плиты и геометрических характеристик отверстий и трещин.

1. Постановка и метод решения задачи. Рассматривается тонкая электромаг-
нитоупругая плита с отверстиями и трещинами в прямоугольной декартовой системе ко-
ординат Oxy. В случае криволинейных отверстий их контуры можно аппроксимировать
дугами эллипсов или берегами прямолинейных трещин. Поэтому будем считать, что пли-
та занимает многосвязную область S, ограниченную внешним контуром L0 и контурами

эллиптических отверстий Ll (l = 1, L ) с полуосями al, bl (рис. 1), причем в локальных си-
стемах координат Olxlyl с началами в центрах эллипсов Ll и осями Olxl, направленными
вдоль полуосей al, их параметрические уравнения имеют вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ,

а в основной системе координат Oxy — вид

x = x0l + xl cos ϕl − yl sin ϕl, y = y0l + xl sin ϕl + yl cos ϕl.

Здесь ϕl — угол между положительными направлениями осей Ox и Olxl, отсчитываемый
от положительного направления Ox против часовой стрелки; x0l, y0l — координаты начала

локальной системы Olxlyl в основной системе Oxy; θ — параметр, изменяющийся в интер-
вале от 0 до 2π. Плита находится под действием приложенных к ее контурам Ll (l = 0, L )
механических изгибающих моментов ml(s), поперечных сил pl(s), моментов электриче-
ской индукции mdl(s) и магнитной индукции mbl(s), сосредоточенных сил, механических
и индукционных моментов во внутренних точках z0

r (x0
r, y

0
r ) области S. В частном случае,

когда контур L0 полностью уходит в бесконечность, будем рассматривать бесконечную
многосвязную плиту. При этом будем предполагать, что на бесконечности действуют ме-
ханические изгибающие и крутящие моменты M∞

x , M∞
y , H∞

xy и моменты индукций (век-
торов индукций) M∞

dx, M∞
dy , M∞

bx , M∞
by , в случае необходимости моменты напряженностей
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(векторов напряженностей) H∞
dx, H∞

dy , H∞
bx , H∞

by можно найти с использованием уравнений

состояния. Аналогичная процедура пересчета имеет место в случае задания на бесконеч-
ности вместо моментов индукций моментов напряженностей.

Если для решения задачи определения ЭМУС плиты использовать комплексные по-
тенциалы электромагнитоупругости [9, 10], то оно сводится к определению из соответ-
ствующих граничных условий функций W ′

k(zk) (k = 1, 4 ), где

zk = x + µky — (1)

обобщенные комплексные переменные; µk — корни характеристического уравнения∣∣∣∣∣∣∣
l4s(µ) l3g(µ) l3p(µ)

l3g(µ) l2β(µ) l2ν(µ)

l3p(µ) l2ν(µ) l2χ(µ)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

lij(µ) — полиномы вида

l4s(µ) = −(D22µ
4 + 4D26µ

3 + 2(D12 + 2D66)µ
2 + 4D66µ + D11),

l3g(µ) = Cg22µ
3 + (Cg12 + 2Cg26)µ

2 + (Cg21 + 2Cg16)µ + Cg11,

l3p(µ) = Cp22µ
3 + (Cp12 + 2Cp26)µ

2 + (Cp21 + 2Cp16)µ + Cp11,

l2β(µ) = Cβ22µ
2 + 2Cβ12µ + Cβ11, l2ν(µ) = Cν22µ

2 + 2Cν12µ + Cν11,

l2χ(µ) = Cχ22µ
2 + 2Cχ12µ + Cχ11,

Dij = bijD0 — упругие жесткости плиты; Cgij = cgijD0, Cpij = cpijD0, Cβij = cβijD0,

Cνij = cνijD0, Cχij = cχijD0 — электромагнитные жесткости плиты; D0 = 2h3/3 —
постоянная, зависящая от толщины плиты h; bij , cgij , cpij , cβij , cνij , cχij — элементы

обратной матрицы

b11 b12 b16 cg11 cg21 cp11 cp21

b12 b22 b26 cg12 cg22 cp12 cp22

b16 b26 b66 cg16 cg26 cp16 cp26

−cg11 −cg12 −cg16 cβ11 cβ12 cν11 cν12

−cg21 −cg22 −cg26 cβ12 cβ22 cν12 cν22

−cp11 −cp12 −cp16 cν11 cν12 cχ11 cχ12

−cp21 −cp22 −cp26 cν12 cν22 cχ12 cχ22


=

=



s11 s12 s16 g11 g21 p11 p21

s12 s22 s26 g12 g22 p12 p22

s16 s26 s66 g16 g26 p16 p26

−g11 −g12 −g16 β11 β12 ν11 ν12

−g21 −g22 −g26 β12 β22 ν12 ν22

−p11 −p12 −p16 ν11 ν12 χ11 χ12

−p21 −p22 −p26 ν12 ν22 χ12 χ22



−1

,

sij — коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных индукциях элек-
тромагнитного поля; gij , pij — пьезоэлектрические и пьезомагнитные модули деформаций

и напряженностей, измеренные при постоянных напряжениях и индукциях; βij , νij , χij —
коэффициенты диэлектрической, магнитной и электромагнитной восприимчивости соот-
ветственно, измеренные при постоянных напряжениях.
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Функции W ′
k(zk), определенные в областях Sk, получаемых из области S аффинными

преобразованиями (1) и ограниченных контурами Lkl, соответствующими контурам Ll

при этих преобразованиях, в общем случае многосвязной плиты имеют вид [9, 10]

W ′
k(zk) = gΓkzk +

L∑
l=1

(Aklzk + Bkl) ln (zk − zkl) +

+
R∑

r=1

(A0
krzk + B0

kr) ln (zk − z0
kr) + W ′

0k(zk), (2)

где коэффициент g = 0 в случае конечной плиты и g = 1 в случае бесконечной плиты; Γk,
Akl, Bkl — постоянные, определяемые из решения следующих систем линейных алгебраи-
ческих уравнений восьмого порядка:

2 Re
4∑

k=1

(D11 + 2D16µk + D12µ
2
k − νk(Cg11 + Cg21µk)− ρk(Cp11 + Cp21µk))Γk = −M∞

x ,

2 Re
4∑

k=1

(D12 + 2D26µk + D22µ
2
k − νk(Cg12 + Cg22µk)− ρk(Cp12 + Cp22µk))Γk = −M∞

y ,

2 Re
4∑

k=1

(D16 + 2D66µk + D26µ
2
k − νk(Cg16 + Cg26µk)− ρk(Cp16 + Cp26 µk))Γk = −H∞

xy,

2 Re
4∑

k=1

(Cg11 + Cg16µk + Cg12µ
2
k + νk(Cβ11 + Cβ12µk) + ρk(Cv11 + Cv12µk))Γk = −M∞

dx,

2 Re
4∑

k=1

(Cg21 + Cg26µk + Cg22µ
2
k + νk(Cβ12 + Cβ22µk) + ρk(Cv12 + Cv22µk))Γk = −M∞

dy ,

2 Re
4∑

k=1

(Cp11 + Cp16µk + Cp12µ
2
k + νk(Cν11 + Cν12µk) + ρk(Cχ11 + Cχ12µk))Γk = −M∞

bx ,

2 Re
4∑

k=1

(Cp21 + Cp26µk + Cp22µ
2
k + νk(Cν12 + Cν22µk) + ρk(Cχ12 + Cχ22µk))Γk = −M∞

by ,

2 Re
4∑

k=1

1

µk
Γk = 0;

2 Re
4∑

k=1

(
1, µk, νk, ρk, µ

2
k,

1

µk
, dy, by

)
iAkl =

(
0, 0, 0, 0, 0,

Pl

2πD11
, 0, 0

)
,

2 Re
4∑

k=1

(
1, µk, νk, ρk, µ

2
k,

1

µk
, dy, by

)
iBkl =

(
0, 0, 0, 0,− Mxl

2πD22
,−

Myl

2πD11
, MDl, MBl

)
,

(3)

νk =
∆1k

∆0k
, ρk =

∆2k

∆0k
,



С. А. Калоеров, А. В. Сероштанов 147

∆1k =

∣∣∣∣ −l3g(µk) l2ν(µk)

−l3p(µk) l2χ(µk)

∣∣∣∣ , ∆2k =

∣∣∣∣ l2β(µk) −l3g(µk)

l2ν(µk) −l3 p(µk)

∣∣∣∣ , ∆0k =

∣∣∣∣ l2β(µk) l2ν(µk)

l2ν(µk) l2χ(µk)

∣∣∣∣ ,

Pl, Mxl, Myl — главный вектор и компоненты главного момента механических усилий,
приложенных к контуру отверстия Ll; MDl, MBl — суммарные моменты электрической

и магнитной индукций на контуре Ll; A0
kr, B0

kr — постоянные, определяемые решением
систем, получаемых из уравнений (3) путем замены Akl, Bkl на A0

kr, B0
kr, а Pl, Mxl, Myl,

MDl, MBl на сосредоточенную силу P 0
r и компоненты сосредоточенных моментов M0

xr,
M0

yr,M
0
Dr, M0

Br во внутренней точке плиты z0
r ; zkl, z0

kr — точки в областях Sk, соответ-
ствующие при аффинных преобразованиях произвольным точкам внутри контуров Ll и

точкам, в которых приложены сосредоточенные силы z0
r ; W ′

0k(zk) — голоморфные в обла-
стях Sk функции, которые можно представить в виде

W ′
0k(zk) =

L∑
l=g

W ′
kl(zk),

W ′
k0(zk) — функции, голоморфные внутри внешних контуров Lk0; W ′

kl(zk) (l = 1, L ) —
функции, голоморфные вне контуров отверстий Lkl. Для построения указанных функций
используются конформные отображения.

Отобразим конформно внешности единичных кругов |ζkl| > 1 на внешности эллип-
сов Lkl, используя формулы

zk = zkl + Rkl(ζkl + mkl/ζkl), (4)

где zkl = x0l + µky0l; Rkl = [al(cos ϕl + µk sin ϕl) + ibl(sin ϕl−µk cos ϕl)]/2; mkl = [al(cos ϕl +
µk sin ϕl)− ibl(sin ϕl − µk cos ϕl)]/(2Rkl). В результате конформных отображений функции
W ′

k0(zk), голоморфные внутри Lk0, можно разложить в ряды по полиномам Фабера для
внутренностей контуров Lk0 или в степенные ряды

W ′
k0(zk) =

∞∑
n=0

ak0n

(zk − zk0

Rk0

)n
,

где Rk0 — постоянные, определяемые из конформных отображений (4) для контуров Lk0.
Функции W ′

kl(zk) (l = 1, L ), голоморфные вне отверстий с контурами Lkl, в результа-
те конформных отображений (4) в областях переменных ζkl являются голоморфными вне

единичных кругов |ζkl| > 1, включая бесконечно удаленную точку, и их можно разложить
в ряды Лорана по отрицательным степеням ζkl, т. е.

W ′
kl(zk) =

∞∑
n=1

akln

ζn
kl

.

Окончательно для комплексных потенциалов (2) имеем

W ′
k(zk) = (1− g)ak00 + gΓkzk + Nk(zk) +

L∑
l=g

∞∑
n=1

aklnϕkln(zk),

где

Nk(zk) =
L∑

l=1

(Aklzk + Bkl) ln (zk − zkl) +
R∑

r=1

(A0
krzk + B0

kr) ln (zk − z0
kr),

ϕk0n(zk) =
(zk − zk0

Rk0

)n
, ϕkln(zk) =

1

ζn
kl

(l = 1, L ),
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akln — неизвестные постоянные, определяемые из граничных условий на контурах плиты

2 Re
4∑

k=1

gikpW
′
k(tk) = fip(t), (5)

gikp — постоянные; fip(t) — функции, зависящие от способа нагружения или подкрепления
контура Lp.

Для многосвязных областей граничные условия удобнее задавать в дифференциальной

форме, чтобы они не содержали аддитивных постоянных. Граничные условия, полученные
из соотношений (5) путем дифференцирования по дугам контуров, имеют вид

2 Re
4∑

k=1

gikpδk,sW
′′
k (tk) =

dfip(t)

ds
(i = 1, 4 ), (6)

где

W ′′
k (zk) = gΓk + N ′

k(zk) +
L∑

l=g

∞∑
n=1

aklnϕ′kln(zk),

N ′
k(zk) =

L∑
l=1

(
Akl ln (zk − zkl) +

Aklzk + Bkl

zk − zkl

)
+

R∑
r=1

(
A0

kr ln (zk − z0
kr) +

A0
krzk + B0

kr

zk − z0
kr

)
,

δk,s =
dzk

ds
, ϕ′k0n(zk) =

n(zk − zk0)
n−1

Rn
k0

,

(7)

ϕ′kln(zk) = − n

Rklζ
n−1
kl (ζ2

kl −mkl)
(l = 1, L ).

Для того чтобы были выполнены граничные условия (6), необходимо использовать
обобщенный метод наименьших квадратов [11, 12]. Для этого на каждом контуре Lp выбе-

рем систему точекMpm(xpm, ypm) (p = 0, L ; m = 1, Mp ), в которых потребуем выполнения
соответствующих граничных условий. Подставляя функции (7) в граничные условия (6)
в точках Mpm(xpm, ypm), для определения неизвестных постоянных akln получаем систему

линейных алгебраических уравнений вида

2 Re
4∑

k=1

L∑
l=g

∞∑
n=1

gikpδk,sϕ
′
kln(tkpm)akln = −2 Re

4∑
k=1

gikpδk,s(gΓk + N ′
k(tkpm)) +

dfip(tpm)

ds

(i = 1, 4 ; p = g, L ; m = 1, Mp ).

(8)

Помимо уравнений (8) для каждого контура отверстия должны выполняться уравне-
ния

2 Re
4∑

k=1

iakp1 = 0 (p = 1, L ), (9)

следующие из условия однозначности прогиба при полном обходе контуров отверстий Lp.
Для определения постоянных akln и cj систему (8), дополненную уравнениями (9),

будем решать методом сингулярных разложений [13, 14]. После нахождения псевдореше-
ний этой системы функции W ′

k(zk) будут известными, тогда по формулам, приведенным
в [9, 10], можно вычислить механические изгибающие моменты, поперечные силы, мо-
менты электрической и магнитной индукции в любой точке плиты. При этом, в случае
если некоторый эллипс переходит в прямолинейный разрез-трещину, на его концах можно
вычислить также коэффициенты интенсивности моментов (КИМ) [15].
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Как частные случаи из приведенного решения задачи электромагнитоупругости

(ЭМУ) следуют решения задач электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) и теории
упругости (ТУ). Установлено, что при проведении численных исследований эти решения
можно получить по одной (общей) программе, если рассматривается материал с электро-
магнитными постоянными

g′ij = λggij , β′ij = βij/λg, p′ij = λppij , χ′ij = χij/λp, ν′ij = λgpνij ,

где λg, λp, λgp — параметры. При этом для задач ЭМУ λg = λp = λgp = 1, для задач
ЭУ λg = 1, λp = λgp 6 10−3, для задач МУ λp = 1, λg = λgp 6 10−3, для задач ТУ
λp = λg = λgp 6 10−3. Также заметим, что по общей программе можно решать задачу
электромагнитостатики для абсолютно жесткой плиты. В этом случае следует рассмот-
реть модельный упругий материал с постоянными s′ij = λssij и для задачи элетромагни-

тостатики выбрать λs 6 10−3.
2. Результаты численных исследований. Проведены численные исследования для

бесконечной плиты с эллиптическими отверстиями и трещинами при их различном по-
ложении и сочетании, в случае когда на контурах механические изгибающие моменты,
поперечные силы, моменты электрической индукции и магнитной индукции равны ну-
лю. Были выбраны следующие материалы: композит на основе BaTiO3–CoFe2O4 (матери-
ал М1) [16, 17]; композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные ко-
торого соответствуют селениду кадмия CdSe, а пьезомагнитные и магнитные — BaTiO3

(материал М2) [18]; композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные
которого соответствуют материалу PZT-4, а пьезомагнитные и магнитные — CoFe2O4

(материал М3) [18].
При проведении численных исследований количество членов в бесконечных рядах (7)

и количество точек Mp на каждом контуре Lp, в которых удовлетворялись краевые усло-
вия для системы уравнений (8), увеличивались до тех пор, пока краевые условия на кон-
турах не начинали выполняться с достаточно высокой степенью точности (абсолютная
погрешность не превышала 10−3). Как показали численные исследования, для выполне-
ния краевых условий в рассмотренных задачах в зависимости от расстояния между кон-
центраторами напряжений в рядах (7) достаточно оставлять от 10 до 100 членов для
каждого отверстия и выбирать на каждом контуре от 100 до 500 точек. Ниже приве-
дены некоторые полученные результаты численных исследований в случае действия на

бесконечности изгибающих механических моментов M∞
y = my (при этом M∞

x = H∞
xy =

M∞
dy = M∞

dy = M∞
by = M∞

by = 0) или моментов магнитной индукции M∞
by = mby (при

этом M∞
x = M∞

y = H∞
xy = M∞

dy = M∞
by = M∞

by = 0). Ниже приводятся значения основ-
ных характеристик ЭМУС с точностью до множителя, характеризующего интенсивность
указанных приложенных воздействий. Исследования проводились для задач ЭМУ, ЭУ,
МУ, ТУ. Результаты расчетов представлены только для задач ЭМУ и ТУ, так как учет
электрических свойств материала оказывает незначительное влияние на основные харак-
теристики ЭМУС (значения характеристик в задачах ЭУ и ТУ близки), тогда как учет
магнитных свойств существенно влияет на них (значения величин в задачах ЭМУ и МУ
близки).

В табл. 1 для плиты с двумя круговыми отверстиями радиусом a1 (a2 = b2 = b1 = a1),
центры которых расположены на оси Ox, при действии на бесконечности механических мо-
ментов M∞

y = my для задач ЭМУ и ТУ в зависимости от отношения c/a1 (c — расстояние

между контурами отверстий) и центрального угла отверстия θ, отсчитываемого от оси Ox
против часовой стрелки, приведены значения моментов MS вблизи контура левого отвер-
стия на площадках, перпендикулярных контуру. При этом расстояние между контурами
отверстий равно c = x20−x10− 2a1, где x10, x20 — аффиксы центров круговых отверстий;



150 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 4



С. А. Калоеров, А. В. Сероштанов 151

my

my

xO

y

MS/my

p/6 p/3 5p/6 pp/2 2p/3 o

1

2

3

4

5

7

6

0

1

2

Рис. 2. Схема плиты из материала М2 с двумя круговыми отверстиями и рас-
пределение моментов MS/my вблизи контура левого отверстия при действии

механических моментов M∞
y = my:

сплошные линии — задача ЭМУ, штриховые — задача ТУ; 1 — c/a1 = 0,1, 2 —
c/a1 = 1,0

значения c = 0 и c < 0 соответствуют случаям, когда контуры отверстий соответственно
соприкасаются и пересекаются. На рис. 2 в случае плиты из “наиболее” анизотропного
по упругим свойствам материала М2 (“степень анизотропии” характеризуется отноше-
нием s11/s22) приведены распределения моментов MS при различных значениях c/a1. В
табл. 2 для плиты с двумя круговыми отверстиями при действии на бесконечности мо-
ментов магнитной индукции M∞

by = mby приведены значения механических моментов MS

вблизи контура левого отверстия с точностью до множителя mby.
Из табл. 1, 2, рис. 2 и других полученных результатов следует, что при сближении

отверстий значения основных характеристик ЭМУС в зоне между ними резко увеличива-
ются, незначительно изменяясь в других зонах. В тех случаях, когда контуры отверстий
пересекаются, по мере сближения центров отверстий значения основных характеристик
уменьшаются, а при совпадении этих центров (x20 = x10, c = −2a1), как и следовало
ожидать, значения этих характеристик оказываются такими же, как и в плите с одним
отверстием. При действии механических моментов наибольшие изгибающие моменты воз-
никают в плите из “наиболее” анизотропного по упругим свойствам материала М2; при
действии моментов магнитной индукции наибольшие механические моменты возникают в

плите из материала М3. Учет пьезосвойств материала (ср. значения моментов в задачах
ЭМУ и ТУ) оказывает значительное влияние на значения изгибающих моментов, осо-
бенно в зонах их наибольшей концентрации. Следовательно, при исследовании прочности
элементов конструкций с отверстиями, изготовленных из пьезоматериалов, нельзя огра-
ничиваться решением задачи ТУ, а нужно решать задачу ЭМУ. При действии на плиту
моментов индукции электромагнитного поля в ней возникают значительные механические

моменты, которые можно определить, только решив задачу ЭМУ с учетом пьезосвойств.
Эти моменты очень большие для плиты из “наиболее анизотропного по магнитным свой-
ствам” материала М3. Из приведенных результатов также следует, что с увеличением
расстояния между отверстиями значения основных характеристик ЭМУС вблизи конту-
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Та бли ц а 2

Значения моментов MS вблизи контура левого отверстия в плите

с двумя круговыми отверстиями при действии моментов M∞
by = mby

Материал θ
MS

c/a1 =∞ c/a1 = 2 c/a1 = 1 c/a1 = 0,5 c/a1 = 0,1

M1 0 −0,529 −0,396 −0,377 −0,534 −1,631
π/2 −1,372 −1,301 −1,308 −1,339 −1,404

M2 0 −7,576 −2,573 1,836 3,163 −14,643
π/2 −31,091 −29,329 −29,052 −29,442 −30,867

M3

0 −17,809 −15,824 −15,087 −17,860 −48,795
π/6 24,514 32,142 38,546 43,982 36,769
π/3 1,674 3,466 2,027 −2,335 −17,462
π/2 −38,654 −37,345 −37,044 −37,292 −38,546
2π/3 1,674 5,539 8,012 10,389 14,558
5π/6 24,514 27,606 29,133 30,433 32,415

π −17,809 −18,041 −18,673 −19,611 −21,968
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Рис. 3. Схема плиты с двумя одинаковыми эллиптическими отверстиями

(a2 = a1, b2 = b1) из материала М2 и распределение моментов MS/my вблизи

контура левого отверстия в случае действия моментов M∞
y = my (c/a1 = 0,5)

при различных значениях отношения b1/a1:
1 — b1/a1 = 0, 2 — b1/a1 = 0,1, 3 — b1/a1 = 1,0

ров отверстий уменьшаются и при расстояниях между контурами, больших диаметра от-
верстия (c/a1 > 2), влияние одного отверстия на ЭМУС плиты вблизи другого отверстия
незначительно и им можно пренебречь, считая плиту ослабленной одним отверстием.

Как показывают расчеты, при уменьшении отношения длин полуосей эллипса, напри-
мер отношения bl/al, значения основных характеристик ЭМУС вблизи концов большой оси
бесконечно увеличиваются, на достаточно большом расстоянии от концов малой оси они
уменьшаются и незначительно изменяются от точки к точке. При bl/al 6 10−3 эллипс

можно считать трещиной, вычисляя для ее концов КИМ. На рис. 3 для плиты с двумя
одинаковыми эллиптическими отверстиями (a2 = a1, b2 = b1), расстояние между которы-
ми равно половине длины большой полуоси эллипса (c/a1 = 0,5), при действии момента
M∞

y = my для задачи ЭМУ приведены значения моментов MS вблизи контура левого

отверстия при различных значениях отношения b1/a1.
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Та бли ц а 3
Значения КИМ в вершинах левой трещины в плите с двумя трещинами

c/a1 k−1 k+
1 c/a1 k−1 k+

1

100 1,000 1,000 0,01 1,224 3,843
2 1,028 1,048 0,001 1,268 9,254
1 1,052 1,112 0 1,414 —

0,5 1,081 1,229 −1 1,225 —
0,1 1,151 1,795

Таб ли ц а 4
Значения моментов MS вблизи контура отверстия и КИМ в вершинах трещины

для плиты с круговым отверстием и внутренней трещиной

c/a1
MS k−1 k+

1
θ = 0 θ = π/6 θ = π/3 θ = π/2 θ = 2π/3 θ = 5π/6 θ = π

2,0 2,304 1,516 0,335 0,229 0,344 1,495 2,233 1,081 1,047
1,0 2,501 1,581 0,334 0,233 0,354 1,526 2,271 1,186 1,087
0,5 2,937 1,639 0,330 0,239 0,369 1,563 2,314 1,357 1,136
0,1 6,299 1,374 0,287 0,247 0,400 1,636 2,396 1,992 1,244

ñ

l

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Схема плиты с круговым отверстием и внутренней трещиной

Рис. 5. Схема плиты с круговым отверстием и краевой трещиной

В табл. 3 для изготовленной из материала М2 плиты с двумя трещинами на оси Ox,
длина каждой из которых равна 2a1 (b2 = b1 = 10−4, a2 = a1), в зависимости от отношения
c/a1 (c — расстояние между трещинами) в случае механических воздействий M∞

y = my

приведены значения соответствующих изгибающему моменту My КИМ k−1 (левая верши-
на) и k+

1 (правая вершина) для левой трещины, рассматриваемой как предельный случай
эллипса L1. Из табл. 3 следует, что при уменьшении расстояния между трещинами КИМ
в их вершинах, особенно во внутренних, увеличиваются; при весьма малых расстояниях
между трещинами КИМ во внешних вершинах такой же, как для трещины, длина которой
в два раза больше. Это обусловлено тем, что для трещины длиной 2a1 КИМ вычисляется

по формуле k±1 =
√

a1 , а для трещины длиной 4a1 — по формуле k±1 =
√

2a1 , т. е. эти

КИМ различаются множителем
√

2 . Отрицательное значение параметра c/a1 в табл. 3
имеет тот же смысл, что и отрицательные значения c/a1 в табл. 1 для плиты с двумя
отверстиями.

Представляет интерес исследование влияния на ЭМУС плиты с отверстием появле-
ния в ней внутренних и краевых трещин. Проведено исследование значений изгибающих
моментов MS вблизи контура отверстия и КИМ в вершинах трещины в случае плиты из

материала М2 при действии моментов M∞
y = my.
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Таб ли ц а 5

Значения моментов MS вблизи контура отверстия и КИМ в вершине трещины в плите из материала М2
с круговым отверстием и краевой трещиной в зависимости от длины трещины

l/a1
MS k+

1
θ = π/180 θ = π/12 θ = π/6 θ = π/4 θ = π/3 θ = π/2 θ = 2π/3 θ = 5π/6 θ = π

0 2,183 2,003 1,457 0,767 0,336 0,231 0,336 1,457 2,184 —
0,1 0,370 1,833 1,413 0,751 0,331 0,231 0,338 1,460 2,187 0,635
0,5 0,140 0,879 0,970 0,581 0,276 0,233 0,361 1,510 2,241 1,115
1,0 0,090 0,531 0,621 0,405 0,224 0,241 0,399 1,603 2,348 1,283
2,0 0,057 0,281 0,306 0,205 0,160 0,258 0,468 1,800 2,582 1,518
5,0 0,022 0,007 −0,076 −0,086 0,039 0,275 0,619 2,317 3,226 1,902
10,0 −0,004 −0,200 −0,385 −0,348 −0,093 0,272 0,787 2,991 4,090 2,521

В табл. 4 для плиты с круговым отверстием радиусом a1 и внутренней трещиной

длиной 2a1, находящейся на расстоянии c от контура (рис. 4), приведены значения момен-
тов MS вблизи контура отверстия и КИМ k−1 , k+

1 в вершинах трещины в зависимости от

отношения c/a1. Из табл. 4 следует, что в плите с круговым отверстием и внутренней
трещиной по мере приближения трещины к отверстию (при уменьшении c/a1) значения
изгибающих моментов вблизи его контура и КИМ в вершинах трещины резко увеличива-
ются в зоне между отверстием и трещиной и незначительно изменяются в других зонах.
Если трещина удалена от отверстия на расстояние, превышающее его диаметр (в дан-
ном случае длину трещины), влиянием отверстия и трещины на напряженное состояние
плиты можно пренебречь. Результаты сравнения данных, приведенных в табл. 1, 3, 4,
показывают, что при одних и тех же расстояниях в плите с отверстием и внутренней тре-
щиной концентрация моментов (и соответственно напряжений) вблизи контура отверстия
меньше, чем в плите с двумя отверстиями; в плите с отверстием и трещиной значения
КИМ в вершинах трещины (и соответственно коэффициента интенсивности напряжений)
больше, чем в плите с двумя трещинами.

В табл. 5 для плиты с круговым отверстием радиусом a1 и краевой трещиной длиной l
(рис. 5) приведены значения изгибающего момента MS вблизи контура отверстия и КИМ

k+
1 в вершине трещины в зависимости от отношения l/a1. Наличие краевой трещины
приводит к резкому уменьшению значений изгибающих моментов в зоне выхода трещины

на контур (в окрестности точки θ = 0) и их увеличению в окрестности точки θ = π, причем
с увеличением длины трещины значения момента в указанной зоне и КИМ в вершине

трещины растут. Если длина трещины большая, то значение момента вблизи указанной
точки также большое, а значения КИМ увеличиваются так же, как в случае плиты с

одной трещиной, т. е. по закону
√

l . Создание отверстия в конце трещины приводит к

уменьшению концентрации моментов в этой области, но при этом увеличиваются значения
КИМ во второй вершине трещины.

Заключение. Таким образом, с использованием комплексных потенциалов теории из-
гиба тонких электромагнитоупругих плит [9, 10] решена общая задача определения ЭМУС
пьезоплиты с отверстиями и трещинами. При этом с помощью конформных отображений,
разложений голоморфных функций в ряды Лорана или по полиномам Фабера за счет вы-
полнения граничных условий обобщенным методом наименьших квадратов задача сведена

к переопределенной системе линейных алгебраических уравнений. Для плиты с двумя от-
верстиями, с двумя трещинами, с отверстием и трещиной проведены численные исследо-
вания, с помощью которых установлены закономерности изменения ЭМУС в зависимости
от физико-механических постоянных материала плиты и геометрических характеристик
отверстий и трещин, их сочетания и положения.
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