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Рассматривается динамическая задача о полубесконечной трещине в упругом простран-
стве, которая внезапно начинает расти с постоянной скоростью. На берегах трещины
на некотором расстоянии от ее вершины в начальный момент времени прикладываются
нормальные растягивающие трещину сосредоточенные силы, которые затем перемеща-
ются вдоль берегов трещины со скоростью, отличной от скорости движения ее вершины.
Проведен расчет коэффициента интенсивности напряжений. Рассмотрены различные
частные случаи задачи.
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Введение. При динамическом разрушении разрыв материала происходит в течение
относительно небольших промежутков времени, сравнимых со временем действия внеш-
них ударных импульсов. Для того чтобы применять различные критерии разрушения

хрупких сред с учетом упругого сопротивления материала, а также его инерции, необ-
ходимо знать коэффициент интенсивности напряжений (КИН).

Целью настоящей работы является расчет КИН для упругого пространства с полу-
бесконечной трещиной, к берегам которой симметрично приложены нормальные нагрузки.

1. Постановка задачи. Изотропная упругая среда занимает пространство с по-
лубесконечной трещиной, которая начинает внезапно расти с постоянной скоростью vт,
меньшей скорости волны Рэлея. На берегах трещины, на расстоянии l от ее вершины,
в тот же момент внезапно прикладываются нормальные растягивающие трещину сосре-
доточенные силы F (силы на единицу длины отрезка, параллельного фронту трещины),
перемещающиеся затем со скоростью v0−vт в направлении от вершины трещины. Начало
неподвижной относительно тела системы координат (x′, y′) лежит в точке, в которой в на-
чальный момент времени t находится вершина трещины. Подвижная система координат
(x, y) выбрана таким образом, что ее начало в любой момент времени остается в вершине
трещины, т. е. x = x′ − vтt, y = y′. Поэтому в подвижной системе координат сосредото-
ченные нагрузки перемещаются со скоростью v0 > 0 в направлении от вершины трещины
и со скоростью v0 < 0 в направлении ее вершины.
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Вследствие симметрии задачи относительно оси x она рассматривается для полупро-
странства y > 0 с граничными условиями, заданными в подвижной системе координат:

σyy = −F δ(x + l + v0t)H(t), x < 0, y = 0, t > 0; (1)

uy = 0, x > 0, y = 0, t > 0; (2)

σxy = 0, −∞ < x < ∞, y = 0, t > 0. (3)

Здесь δ — дельта-функция Дирака; H — функция Хевисайда.

Для решения задачи применяется метод суперпозиции двух решений σij = σ
(1)
ij + σ

(2)
ij ,

ui = u
(1)
i + u

(2)
i . Первое решение задачи (задачи Лэмба) для полупространства удовлетво-

ряет граничным условиям (1), (3), второе решение — смешанным граничным условиям,
которые с учетом (1)–(3) представляются в виде

σ
(2)
yy = 0, x < 0, y = 0, t > 0,

u
(2)
y = −u

(1)
y , x > 0, y = 0, t > 0;

σ
(2)
xy = 0, −∞ < x < ∞, y = 0, t > 0. (4)

2. Предварительные сведения. В поставленных выше задачах граничное усло-
вие (3), (4) выполняется при −∞ < x < ∞.

На начальном этапе решения задачи находятся потенциалы Φ(x, y, t) и Ψ(x, y, t) [1],
которые в изображениях по Лапласу по времени t (с параметром s) и по координате x (с
параметром sλ в комплексной плоскости λ с разрезами на вещественной оси от −∞ до

−a2 = −a/(1− a/d) и от a1 = a/(1 + a/d) до ∞) имеют вид

Φ̄(λ, y, s) = A1 e−sαy, Ψ̄(λ, y, s) = B1 e−sβy,

где

α = (1− a2/d2)1/2(a1 − λ)1/2(a2 + λ)1/2, β = (1− b2/d2)1/2(b1 − λ)1/2(b2 + λ)1/2,

b1 = b/(1 + b/d), b2 = b/(1− b/d), d = 1/vт, a = 1/c‖, b = 1/c⊥,

c‖, c⊥ — скорости продольной и поперечной волн соответственно.
Далее используются зависимости изображений по Лапласу напряжений и перемеще-

ний от изображений потенциалов. В частности, для касательного напряжения σ̄xy эта

зависимость имеет вид

σ̄xy = µ[−2s2αλA1 e−sαy + s2(β2 − λ2)B1 e−sβy],

где µ — модуль сдвига материала. Тогда с учетом граничного условия (3) получаем связь
между постоянными A1 и B1

B1 = −2αA1λ/γ,

где γ = 2λ2−b2−b2λ2/d2+2b2λ/d. Поэтому изображения для нормального напряжения σyy

и перемещения uy представляются в виде

σ̄yy = A1s
2µ (−γ2 e−sαy − 4λ2αβ e−sβy)/γ, ūy = A1sα (− e−sαy + 2λ2 e−sβy /γ).

Из этих равенств следует зависимость между σ̄yy и ūy. В частности, на границе полупро-
странства данная зависимость имеет вид

ūy = − 1

µ
b2

(λ

d
− 1

)2 α(λ)

sR(λ)
σ̄yy, y = 0. (5)
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Здесь R(λ) = γ2 +4λ2αβ — модифицированная волновая функция Рэлея. Можно показать,
что корнями уравнения R(λ) = 0, имеющими физический смысл, являются корни λ1 =
c/(1 + c/d) = c1, λ2 = −c/(1− c/d) = −c2, λ3,4 = d. Здесь c = 1/cR; cR — скорость волны

Рэлея.
Из выражения для R(λ) следует, что при |λ| → ∞

R(λ) = −k1λ
4, k1 = 4

√
(1− a2/d2)(1− b2/d2)− (2− b2/d2)2.

Поэтому функция R(λ) представляется в виде

R(λ) = −k1(λ− c1)(λ + c2)(λ− d)2S(λ),

где функция S(λ) не имеет особенностей в разрезанной указанным выше способом плоско-
сти комплексной переменной λ. Кроме того, lim

|λ|→∞
S(λ) = 1.

3. Решение задачи. Из решения задачи (σ
(1)
ij , u

(1)
i ) об ударной сосредоточенной дви-

жущейся нагрузке с граничными условиями (1), (3) необходимо определить перемещение

u
(1)
y по поверхности полупространства. Для этого преобразованное по Лапласу граничное

условие (1) для σ
(1)
yy

σ̄
(1)
yy =

∞∫
0

e−st dt

∞∫
−∞

e−sλx[−Fδ(x + l + v0t)] dt =
F esλl

sv0(λ− 1/v0)
, Re λ <

1

v0

с использованием обратных преобразований Лапласа подставляется в (5). Тогда оригинал
нормального перемещения границы полупространства при x > 0 имеет вид

u
(1)
y (x, 0, t) = − Fb2

µd2v0

1

2πi

∫
c′

(λ− d)2α(λ)

R(λ)(λ− 1/v0)
H[t + λ(l + x)] dλ, (6)

где c′ — контур, проходящий в нижней полуплоскости λ от −∞ до −a2, охватывающий
точку −a2 и уходящий в −∞ по верхней полуплоскости λ.

Однако вследствие наличия функции Хевисайда интегрирование проводится лишь по

части контура c′, так как λ > −t/(l + x).
Учитывая, что подынтегральная функция в (6) на верхней и нижней частях контура

комплексно-сопряженная, а также заменяя переменную интегрирования λ на −λ, оконча-
тельно выражение для нормального перемещения при x > 0 представляем в виде

u
(1)
y (x, 0, t) =

Fb2

µd2πv0

t/(l+x)∫
a2

Im+

[ (−λ− d)2α(−λ)

R(−λ)(λ + 1/v0)

]
dλ, Re λ > − 1

v0
, (7)

где запись Im+[ · ] означает, что интегрирование проводится по верхней части разреза
комплексной плоскости λ.

В случае скорости v0 = vт = 0 и сосредоточенной нагрузки в виде дельта-функции δ(t)
решение для нормального перемещения получено в [2]. При интегрировании этого реше-
ния по времени получаем выражение (7). Следует отметить, что интеграл (7) является
действительным.

Следующий этап решения (решение второй задачи) заключается в нахождении на-

пряженного деформированного состояния σ
(2)
ij , u

(2)
i , при котором нормальное перемещение

u
(2)
y (x, 0, t) на поверхности полупространства при x > 0 компенсирует перемещение (7),
определяемое решением первой задачи.



212 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2018. Т. 59, N-◦ 2

Решение подобной задачи, полученное методом наложения движущихся от вершины
трещины краевых дислокаций, рассмотрено в работе [3]. Это решение получено с использо-
ванием факторизации функций α(λ) и S(λ) путем сведения задачи к уравнению Винера —
Хопфа [4] относительно изображений по Лапласу для напряжения перед вершиной тре-
щины и перемещения на берегах трещины. В этом решении выражение для напряжения
имеет вид

σ
(2)
yy (x, 0, t) =

F

π2v0

√
1− a/d

1√
x

t/l∫
a2

Im+

[ α+(−h)

(−h + c2)S+(−h)(h + 1/v0)
√

t− lh

]
dh,

t/l > h,

(8)

где α+(λ), S+(λ) — функции, аналитические при Re λ > −a2:

α+(λ) = (1− a/d)1/2(a2 + λ)1/2,

S+(λ) = exp
[
− 1

π

b2∫
a2

arctg
( 4η2|α(−η)| |β(−η)|

(2η2 − b2 − b2η2/d2 − 2b2η/d)2

) dη

η + λ

]
.

Результирующее напряжение σyy(x, 0, t) выражается в виде суммы первого решения

σ
(1)
yy (x, 0, t) (1) и второго решения (8).
Для расчета КИН KI(t) необходимо использовать соотношение

KI(t) = lim
x→+0

√
2πx σyy(x, 0, t),

из которого следует, что вклад в КИН вносит только напряжение σ
(2)
yy (x, 0, t). Поэтому

выражение для КИН принимает вид

KI(t) = −
√

2

πl

F

πv0

√
1− a/d

t/l∫
a2

Im+

[ α+(−h)

S+(−h)(h− c2)(h + 1/v0)
√

t/l − h

]
dh,

t

l
> h. (9)

В общем случае l 6= 0 для вычисления интеграла в (9) при a2 < t/l < b2 необходимо

использовать приближенные формулы, так как при сведении интеграла к контурному ин-
тегралу подынтегральное выражение имеет три точки ветвления a2, t/l, b2. Однако при
t/l > b2 интеграл в (9) можно заменить контурным интегралом в комплексной плоскости.
Тогда решение (9) записывается в виде

KI(t) = −
√

2

πl
F

{ 1

πv0

t/l∫
a2

(h− a2)
1/2

(h + 1/v0)(h− c2)S+(−h)
√

t/l − h
dhH

(
b2 −

t

l

)
−

− 1

1 + c2v0

[ (1 + a2v0)
1/2

S+(1/v0)
√

1 + v0t/l
− (c2 − a2)

1/2H(c2 − t/l)

S+(−c2)(c2 − t/l)1/2

]
H

(t

l
− b2

)}
H

(t

l
− a2

)
. (10)

Выражения (9), (10) являются окончательным решением задачи.
4. Частные случаи. Рассмотрим частные случаи решения (9), (10), соответствую-

щие различным значениям v0, vт, l, F .
4.1. Случай l = 0. В случае l = 0 КИН KI(t) определяется во всем временном интер-

вале.
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Полагая в (10) l = 0, с учетом того что первое слагаемое в фигурных скобках и второе
слагаемое в квадратных скобках обращаются в нуль, имеем

KI(t) =

√
2

π
F

(1 + a2v0)
1/2

v
3/2
0 (1/v0 + c2)S+(1/v0)

1√
t
. (11)

Это соотношение получено в [5] другим методом (методом снятия нагрузки перед верши-
ной трещины в процессе ее движения). В частности, если v0 = vт, то из (11) следует

KI(t) =

√
2

π

F√
1− a/d

d3/2

(d + c2)S+(d)

1√
t
, d =

1

vт
. (12)

Данное соотношение получено в [6] с использованием метода снятия нагрузки [5]. Если
в (12) положить vт = 0, то KI →∞. Это объясняется тем, что сосредоточенные нагрузки
в любой момент времени t > 0 расположены в вершине трещины.

4.2. Случай l 6= 0. Рассмотрим различные случаи приложения нагрузки на берегах
трещины.

1. Если распределенная нормальная нагрузка на берегах трещины приложена на рас-
стоянии l1 от вершины трещины, то для вычисления КИН целесообразно использовать вы-
ражение (9), в котором вместо сосредоточенной нагрузки F используется нагрузка P (l) dl
и интегрирование проводится по l в пределах от l1 до (c‖ − vт)t:

KI(t) = −

(c‖−vт)t∫
l1

√
2

πl

1

πv0

P (l)√
1− a/d

dl

t/l∫
a2

Im+

[ α+(−h)√
t/l − h (h− c2)(h + 1/v0)S+(−h)

]
dh. (13)

Заменяя в первом интеграле (13) переменную интегрирования l на h∗ = t/l, получаем

KI(t) = − 1

v0

√
1− a/d

√
2

π

√
t

π

t/l1∫
a2

Im+

[ P (h∗)

(h∗)3/2

h∗∫
a2

α+(−h)√
h∗ − h (h− c2)(h + 1/v0)S+(−h)

dh
]
dh∗.

Изменяя пределы интегрирования, получаем

KI(t) =
−1

v0

√
1− a/d

√
2

π

√
t

π
×

×
t/l1∫
a2

Im+

[ α+(−h)

(h− c2)(h + 1/vт)S+(−h)

t/l1∫
h

P (h∗)(h∗)−3/2

√
h∗ − h

dh∗
]
dh. (14)

Если P (h∗) = σ, то интеграл в квадратных скобках в (14) равен

(2/h)
√

t/l1 − h/
√

t/l1 [7] и, следовательно,

KI(t) = −2

√
2

π

1

π

σ
√

l1
v0

t/l1∫
a2

Im+

[ (a2 − h)1/2
√

t/l1 − h

h(h + 1/v0)(h− c2)S+(−h)

]
dh. (15)

Интеграл в (15) действительный и в общем случае вычисляется приближенно. Однако при
t/l1 > b2 этот интеграл можно заменить контурным интегралом в комплексной плоскости

с полюсами в точках 0 и −1/v0, c2. Вычисляя вычеты в этих полюсах, находим
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KI(t) = 2

√
2

π
σ
[ a

1/2
2

√
t

c2S+(0)
−

(a2 + 1/v0)
1/2

√
t + l1/v0

(c2 + 1/v0)S+(1/v0)
+

+
(c2 − a2)

1/2(c2l1 − t)1/2

v0c2(c2 + 1/v0)S+(−c2)
H(c2l1 − t)

]
H(t− b2l1). (16)

Из (16) следует важный вывод, содержащийся во многих работах [3, 6, 8–11]: при скорости
вершины трещины, равной скорости волны Рэлея cR, КИН KI(t) обращается в нуль.

2. Полагая в (16) v0 = vт = 0, получаем выражение для КИН в виде

KI(t) = 2

√
2

π
σ
[ a1/2

cS+(0)

√
t−

√
l1 +

(c− a)1/2(cl1 − t)1/2

cS+(−c)
H(cl1 − t)

]
H(t− bl1).

3. В случае если нагрузка −σ приложена на конечном участке берегов трещины (−l2 <
x < −l1), на расстоянии l2 от вершины трещины необходимо приложить нагрузку σ.
В этом случае последнее выражение принимает вид

KI(t) = 2

√
2

π
σ
{[ a1/2

cS+(0)

√
t−

√
l1 +

(c− a)1/2(cl1 − t)1/2

cS+(−c)
H(cl1 − t)

]
H(t− bl1)−

−
[ a1/2

cS+(0)

√
t−

√
l2 +

(c− a)1/2(cl2 − t)1/2

cS+(−c)
H(cl2 − t)

]
H(t− bl2)

}
. (17)

Если в (17) величину σ(l2 − l1) считать постоянной и равной F , то при l2 → l1 и t → ∞
KI(t) стремится к величине

√
2/(πl1) F — статическому КИН для сосредоточенной на-

грузки F , приложенной на расстоянии l1 от вершины трещины.
Формулу (17) можно применить для оценки момента начала движения трещины в

случае, когда некоторый участок берегов трещины (l2, l1) нагружен ударной нагрузкой.
Экспериментальное исследование такого процесса проводилось в [12].

4. Полагая в (17) l1 = 0, l2 = ∞, имеем зависимость для КИН во всем временном

интервале

KI(t) = 2

√
2

π
σ

a1/2

cS+(0)

√
t, (18)

приведенную в [5]. Эта формула получена в [9] методом суперпозиции частот установив-
шихся колебаний в случае ударных нагрузок, приложенных к берегам трещины.

Выражения (13)–(18) получены для случая, когда к берегам трещины приложена сту-
пенчатая нагрузка.Однако с использованием принципа суперпозиции эти результаты мож-
но обобщить на случай произвольных зависимостей нагрузки от времени [13].

5. В случае v0 > 0, t/l > b2 первое слагаемое в (17) обращается в нуль.Проанализируем
изменение KI(t) во времени. Из (10) следует, что при достижении волной Рэлея вершины
трещины (c2t = l) КИН KI(t) принимает бесконечно большое отрицательное значение.
Это обусловлено тем, что “вспученность” материала на берегах трещины, возникающая
в окрестности приложенной сосредоточенной нагрузки, распространяется со скоростью,
равной скорости волны Рэлея, и “закрывает” трещину в окрестности ее вершины. Однако,
после того как волна Рэлея проходит через вершину трещины, КИН KI(t) становится
положительным и с течением времени уменьшается до нуля (при t →∞) по мере удаления
вершины трещины от сосредоточенной нагрузки.

6. При v0 = 0, t/l > b2 в (10) выражение для КИН переходит в соотношение, получен-
ное в [3]:

KI(t) =

√
2

πl
F

[
1− (c2 − a2)

1/2H(c2 − t/l)

S+(−c2)(c2 − t/l)1/2

]
H

(t

l
− b2

)
. (19)
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Так же как в предыдущем случае, при достижении волной Рэлея вершины трещины
КИН KI(t) принимает бесконечно большое отрицательное значение. После прихода волны
Рэлея в вершину трещины второе слагаемое в квадратных скобках (19) обращается в нуль

и КИН принимает статическое значение
√

2/(πl) F .

7. В случае vт = 0 выражение (19) для КИН принимает вид [14]

KI(t) =

√
2

πl
F

[
1− (c− a)1/2H(c− t/l)

S+(−c)(c− t/l)1/2

]
H

(t

l
− b

)
. (20)

Следует отметить, что в работе [14] в этой формуле имеется две опечатки, отмеченные в
работе [3], в которой приведена правильная формула (20).

8. Рассмотрим случай, когда точечная нагрузка перемещается из точки x = −l в на-
правлении вершины трещины со скоростью −v0, т. е. v0 < 0, t/l > b2. Тогда, подставляя
в (9) −v0 (v0 > 0), получаем

KI(t) =

√
2

πl

F√
1− a/d

1

π

1

v0

t/l∫
a2

Im+

[ α+(−h)

S+(−h)(h− c2)(h− 1/v0)
√

t/l − h

]
dh.

Поскольку t/l > b2, этот интеграл можно свести к контурному интегралу в комплексной
плоскости с полюсами в точках c2 и 1/v0. В этом случае КИН определяется соотношением

KI(t) =

√
2

πl
F

1

1− c2v0

[
−

√
c2 − a2

S+(−c2)
√

c2 − t/l
H

(
c2 −

t

l

)
+

+

√
1/v0 − a2

S+(−1/v0)
√

1/v0 − t/l
H

( 1

v0
− t

l

)]
H

(t

l
− b2

)
. (21)

Проанализируем изменениеKI во времени в предположении, что скорость волны Рэлея
в подвижной системе координат (cR, vт) больше скорости движения точечной нагрузки к
вершине трещины v0 (cR − vт > v0), т. е. c2 < 1/v0 или c2v0 < 1. Тогда, во-первых,
коэффициент перед квадратными скобками в (21) будет положительным и, во-вторых, с
увеличением времени t величина t/l достигнет сначала значения c2. Первое слагаемое
в (21) принимает бесконечно большое отрицательное значение при t = lc2 = l/(cR − vт).
В этот момент волна Рэлея достигает вершины трещины и значение КИН стремится

к −∞.
После достижения волной Рэлея вершины трещины первое слагаемое обращается

в нуль, а второе является положительным, со временем увеличивается и стремится к бес-
конечности при t → l/v0. В момент t = l/v0 сосредоточенная нагрузка достигает вершины

трещины и второе слагаемое в (21) обращается в нуль.
В работе [3] приведены зависимости S+(−1/V ) от V b при различных скоростях движе-

ния вершины трещины b/d и значениях коэффициента Пуассона ν = 0,25; 0,40. С исполь-
зованием этих зависимостей можно вычислять КИН в частных случаях. Случай b/d = 0
рассмотрен в работе [8].

Проведем численный расчет КИН по формуле (21), полагая, что трещина покоится
(vт = 0). Тогда (21) преобразуется к виду

K∗
Id(τ) =

1

1− v0/cR

[ √
1− v0/c‖

S+(−1/v0)
√

1− τ
H(1− τ)−

−

√
v0/cR − v0/c‖

S+(−1/cR)
√

v0/cR − τ
H

( v0

cR
− τ

)]
H

(
τ − v0

c⊥

)
, (22)
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Зависимости K∗
Id (сплошная линия) и K∗

Ist (штриховая линия) от безразмерного
времени τ

где K∗
Id(τ) = (KI(τ)/F )

√
πl/2 — безразмерный динамический КИН; τ = v0t/l — безраз-

мерное время.
Для того чтобы получить статический КИН KIst(τ), скорости волн c‖, c⊥, cR в (22)

должны стремиться к бесконечности. Тогда из (22) следует

K∗
Ist(τ) =

1

S+(−1/v0)
√

1− τ
H(1− τ)H(τ). (23)

Далее полагаем v0 = 0,25cR.
В качестве примера рассмотрим полиметилметакрилат (ПММА), для которого со-

гласно [13] c‖ = 1970 м/с, c⊥ = 1130 м/с, cR = 1040 м/с, коэффициент Пуассона

ν = 0,25, вязкость разрушения KIC = 1,47 МПа · м1/2. Значения S+(−1/(0,25cR)) = 1,03 и
S+(−1/cR) = 1,98 получены в работе [3] при ν = 0,25.

На рисунке приведены зависимости K∗
Id и K∗

Ist от τ . Видно, что, изменяя независи-

мый параметр F , можно получить любое значение K∗
IC = (KIC/F )

√
πl/2 при заданном

значении KIC = 1,47 МПа ·м1/2.
Из рисунка следует, что статический КИН увеличивается от значения K∗

Ist ≈ 0,97 при
τ = 0 до бесконечности при τ = 1, когда нагрузка достигает вершины трещины. Дина-
мический КИН K∗

Id равен нулю до тех пор, пока продольная волна не достигнет вершины
трещины (τ = 0,13). Далее K∗

Id непрерывно изменяется от нуля до малых отрицательных

значений [14], до тех пор пока не будет справедливым выражение (22) (τ = 0,23). Начиная
с момента времени τ = 0,23 значение K∗

Id уменьшается и при τ → 0,25 стремится к −∞
как 1/

√
τ − 0,25 (в данный момент времени волна Рэлея достигает вершины трещины).

При τ = 0,25 КИН K∗
Id скачком принимает положительное значение, равное 1,4 и превы-

шающее статическое значение, равное 1,1. В дальнейшем значение K∗
Id также превышает

статическое значение. Поэтому, в случае если сосредоточенная сила F такова, что K∗
IC = 2

(см. рисунок) и при τ = 0,63 динамический КИН достигает такого же значения, в этот мо-
мент времени τ начинается разрушение, несмотря на то что статический КИН K∗

st имеет

меньшее значение, равное 1,6.
Заключение. В работе методом наложения двух решений получено решение дина-

мической задачи теории упругости для пространства с полубесконечной движущейся тре-
щиной. Первое из этих решений является решением задачи Лэмба с сосредоточенной нор-
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мальной нагрузкой, движущейся по поверхности полупространства со скоростью, отлич-
ной от скорости движения трещины, второе — решением задачи для полупространства со

смешанными граничными условиями, полученным методом суперпозиции движущихся от
вершины трещины краевых дислокаций, компенсирующих нормальное перемещение пе-
ред вершиной трещины в первой задаче. Рассмотрены частные случаи, соответствующие
различным способам приложения нагрузки.
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