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В механике горных пород, изучающей закономерности напряженного состояния и механи-
ческого поведения горного массива при добыче полезных ископаемых, широко используются 
методы механики разрушения. Актуальной проблемой является исследование разрушения мас-
сива горных пород, ослабленного различными трещинами, щелями, полостями. 

Рассматривается разрушение массива, ослабленного прямолинейной щелью переменной 
ширины h(x), на поверхность которой воздействует внутреннее давление p(x). Принято, что 
щель имеет концевые зоны со связями между берегами. Описывается квазистатический 
процесс деформирования массива горных пород. При наличии вблизи щели зон с нарушен-
ной структурой в процесс разрушения вовлекается большая часть щели. В таких случаях 
область, в которой происходит разрушение, представляет собой некоторый слой (концевая 
зона), примыкающий к щели и содержащий материал с частично нарушенными связями. 
Используется модель щели со связями между берегами в концевой зоне, получившая экспе-
риментальное подтверждение [1 – 4]. Опубликован ряд работ, посвященных исследованию 
деформированных тел с трещинами при наличии сил сцепления между берегами и возмож-
ности их контакта [5 – 22]. 
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Решить задачу механики разрушения с учетом контакта берегов трещины непросто из-за 
увеличения числа неизвестных параметров задачи, таких как контактные напряжения, границы 
контакта и т. п. Эти проблемы важны при исследовании разрушения композитных материалов, 
горных пород и др. Вопросы частичного контактирования берегов щели переменной ширины  
и учета переменности ширины щели к настоящему времени малоизученны. 

В настоящей работе дается общая постановка задачи с переменной шириной щели, трением 
и сцеплением ее берегов при действии тектонических и гравитационных сил. Получено реше-
ние этой задачи для щели со связями между берегами в концевых зонах. Контактные напряже-
ния определяются в квадратурах, что удобно для практического применения в инженерных 
расчетах. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим массив горных пород, ослабленный прямолинейной щелью переменной шири-
ны h(x), сравнимой с упругими деформациями. Горная порода — однородное и изотропное те-
ло, щель расположена далеко от поверхности земли. Длина щели 2l b a= −  (рис. 1). Пусть ве-
сомое полупространство y H<  ослаблено одной прямолинейной щелью параллельной поверх-
ности полупространства. Описывается модель щели с силами сцепления (связями), непрерывно 
распределенными в узких концевых зонах щели и имеющими заданную диаграмму деформи-
рования. В процессе нагружения массива при некотором соотношении физических и геометри-
ческих параметров среды и действующих тектонических и гравитационных усилий, поверх-
ностных нагрузок появляются зоны сжимающих напряжений, в которых берега щели могут 
войти в контакт. Это приведет к возникновению контактных напряжений на данном участке 
берегов щели. В процессе деформирования берега щели вступают в контакт на участках 
( , )k kα β  ( 1, 2, , )k n= … . Принято, что каждая площадка контакта состоит из участка сцепления 
берегов ( , )k kc d  и двух участков ( , )k kcα  и ( , )k kd β , на которых возможно проскальзывание.       

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи о частичном закрытии щели переменной ширины с концевыми 
зонами предразрушения в массиве горных пород 

Напряженно-деформированное состояние горных пород формируется от действия тектони-
ческих и гравитационных усилий, первые из которых являются постоянными по глубине мас-
сива. Распределение напряжений в горном массиве от действия гравитационных усилий приня-
то согласно гипотезе А. Н. Динника:  

 )(* yHgx −−= λρσ ,        )(* yHgy −−= ρσ ,       0=xyτ , 
где xσ , yσ  — горизонтальные и вертикальные нормальные напряжения соответственно; 

xyτ  — касательные напряжения; )1/( vv −=λ  — коэффициент бокового распора породы; ν — 
коэффициент Пуассона; ∗ρ  — средняя плотность горного массива; g — ускорение силы тяже-
сти; ( )H y−  — глубина рассматриваемой точки массива от поверхности земли. 
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Считается, что вдали от щели в упругом полупространстве действуют напряжения (имити-
рующие тектонические усилия) ∞= xx σσ , ∞= yy σσ , 0=xyτ , а поверхность полупространства 

y H=  подвержена постоянной нормальной нагрузке ∞= yy σσ  и равной нулю касательной. 
В процессе деформирования массива в зонах, где берега щели вошли в контакт, возникают 

нормальные )(xpy  и касательные )(xpxy  напряжения, значения которых заранее неизвестны  
и подлежат определению. В этом случае щель состоит из трех областей: 1) противоположные 
берега щели, нагруженные давлением; 2) концевые зоны 1( , )a a  и 1( , )b b  со связями между бе-
регами; 3) зоны ( , )k kα β , в которых берега щели вошли в контакт. 

Граничные условия задачи на берегах щели и концевых зон в данной задаче имеют вид  
 )()( xipxpi xyyxyy −=− τσ    на  1L , 
 0(1 ( )) ( )y xy yi if x p xσ τ− = −    на  2L ,    (1) 
 )(xpi xyy −=− τσ    на  3L , 
 )()( xiqxqi xyyxyy −=− τσ     на  4L , 

 ( ) ( )v v h x
x

+ −∂ ′− = −
∂

   на  1 2L L+ ,    (2) 

 ( ) 0u u
x

+ −∂
− =

∂
  на  1L ,  

где 1L  — совокупность участков сцепления; 2L  — совокупность участков проскальзывания; 

3L  — совокупность участков, на которых действует внешнее давление ( )p x ; 4L  — совокуп-
ность концевых участков действия сил сцепления 1 1( , ) ( , )a a b b∪ . 

Здесь принято, что на участках проскальзывания имеют место силы сухого трения (закон 
трения принимается в форме Амонтона – Кулона); 0 ( )f x  — коэффициент трения; )(xqy , 

)(xqxy  — нормальные и касательные напряжения в связях между берегами щели в концевых 

зонах; ( )u u+ −−  и ( )v v+ −−  — касательная и нормальная составляющие раскрытия берегов ще-
ли; )(xpy  и )(xpxy  — нормальные и касательные контактные напряжения. 

Модель контакта с трением и сцеплением впервые рассмотрена в [23]. Размеры контактных 
и концевых зон щели заранее неизвестны и подлежат определению. Основные соотношения 
поставленной задачи должны быть дополнены уравнениями, связывающими раскрытие берегов 
концевых зон щели и усилий в связях  

 ( , 0) ( , 0) ( ( , 0) ( , 0)) ( , ) ( ) ( , ) ( )y y x xyv x v x i u x u x x q x i x q xσ σ+ − + −− − − = Π − Π ,    (3) 

 22
yxy qq +=σ . 

),( σxyΠ , ),( σxxΠ  — эффективные податливости связей, зависящих от их натяжения; σ — 
модуль вектора усилий в связях.  

МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Напряженное состояние в горном массиве с щелью представим в виде суммы  

 10
xxx σσσ += ,        10

yyy σσσ += ,        10
xyxyxy τττ += .     (4) 
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Здесь 0
xσ , 0

yσ , 0
xyτ  — компоненты тензора напряжений в нетронутом (сплошном) массиве 

H<y  

 0 0 ( 2 )
2 (1 )x y x y

g z z iH
i
ρσ σ σ σ

ν
∞ ∞ ∗+ = + + − −

−
, 

 0 0 0 (1 2 )2 ( 2 )
2 (1 )y x xy y x
gi z z iH
i

ρ νσ σ τ σ σ
ν

∞ ∞ ∗ −
− + = − + − −

−
. 

Щель расположена далеко от поверхности полупространства, при этом граничные условия 
на берегах щели будем удовлетворять точно, а на границе полупространства — приближено, 
асимптотически. С учетом формул (4) граничные условия (1) запишем в следующем виде:  

 1 1 0 0( ) ( ) ( )y xy y xy y xyi p x ip x iσ τ σ τ− = − − −      на  1L , 

 1 1 0 0
0(1 ( )) ( ) ( )y xy y y xyi if x p x iσ τ σ τ− = − − −      на  2L ,         (5) 

 1 0 0 0( ) ( )y xy y xyi p x iσ τ σ τ− = − − −      на  3L , 

 1 1 0 0( ) ( ) ( )y xy y xy y xyi q x iq x iσ τ σ τ− = − − −    на  4L . 

Напряженное состояние 1
xσ , 1

yσ , 1
xyτ  удовлетворяет однородному бигармоническому урав-

нению для функций напряжений. Следовательно, компоненты тензора напряжений 1
xσ , 1

yσ , 1
xyτ  

и вектора перемещений 1u , 1v  можно выразить через две кусочно-аналитические функции ком-
плексного переменного z x iy= +  Φ(z) и Ω(z)  

 1 1 ( ) ( ) ( ) ( )y xyi z z z z zσ τ ′− = Φ +Ω + − Φ ,      (6)  

 1 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u iv z z z z z
x

μ κ∂ ′+ = Φ −Ω − − Φ
∂

, 

где μ — модуль сдвига материла горной породы [24]. 
С помощью граничных условий (5) и представлений (6) приходим к задаче линейного со-

пряжения с разрывными коэффициентами [24] 

 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 2 ( )t t t t f t+ −Φ +Ω + Φ +Ω = ,    (7) 
 [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0t t t t+ −Φ −Ω − Φ −Ω = , 

где  

 
( )

0 0
1

0 0
0 2

0 0
3

0 0
4

( ) на ,

1 ( ) ( ) на ,
( )

( ) ( ) на ,

( ) на .

y xy y xy

y y xy

y xy

y xy y xy

p ip i L

if x p i L
f t

p x i L

q iq i L

σ τ

σ τ

σ τ

σ τ

⎧ − − −
⎪

− − −⎪
= ⎨

− − −⎪
⎪ − − −⎩

 

Так как напряжения в массиве горных пород ограниченны, решение краевой задачи (7) 
следует искать в классе всюду ограниченных функций: 

 ∫ −
=Ω=Φ

1

1
))((

)(
2

)()()(
b

a

dt
zttX

tf
i
zXzz
π

,       
 (8)

 

 ))(()( 11 bzazzX −−= . 

При z →∞  )/1()( zzzX Ο+→ . Корень под знаком интеграла представляет собой значение 
ветви соответствующей функции, выделяемой приведенным условием на верхнем берегу щели. 
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Из условия разрешимости краевой задачи (7) в классе всюду ограниченных функций  

 0
)(

)(
1

1

=∫ +

b

a

dt
tX

tf ,             0
)(

)(
1

1

=∫ +

b

a

dt
tX

ttf .    (9) 

Соотношения (9) служат для определения неизвестных параметров a1 и b1. В (8), (9) входят 
неизвестные контактные напряжения )(xpy , )(xpxy  и усилия в связях )(xqy , )(xqxy . Для их 
установления построим интегральные уравнения. Условиями, определяющими неизвестные 
функции )(xpy , )(xpxy , )(xqy  и )(xqxy , являются соотношения (2) и (3). Используя вторую 
формулу в (6) и граничные значения функции ( )zΦ  и ( )zΩ  на отрезке 0y =  111 bxa ≤≤ , полу-
чаем  

 2( ) ( ) ( ) ( )
1

x x u u i v v
x x

μ
κ

+ − + − + −∂ ∂⎡ ⎤Φ −Φ = − + −⎢ ⎥+ ∂ ∂⎣ ⎦
.     (10) 

Теперь, применяя формулы Сохоцкого – Племеля из [24] и учитывая (8), находим  

 ∫ −
−=Φ−Φ +

+
−+

1

1
))((

)()()()(
b

a

dt
xttX

tfxiXxx
π

.   (11) 

С помощью (2), (8), (10), (11) после ряда преобразований имеем систему интегро-
дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций )(xqy , )(xqxy  и )(xpy , 

)(xpxy :  

 −
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

− ∫∫ +

+

+

+ 1

121
))((

)(
))((

)()(

1

0

1

1

b

a

y

LL

y dt
xttX

dtt
dt

xttX
tpxX σ

π
     

 (12)
 

 )(
1
2

))((
)(

))((
)(

43
11

xhdt
xttX

tq
dt

xttX
tp

L

y

L

′
+

=
⎥
⎥

⎦

⎤

−
+

−
− ∫∫ ++ κ

μ , 

 0
))((

)(
))((

)(
))((

)(
))((

)(

4

1

121
11

0

1

0

1
=

−
+

−
−

−
+

− ∫∫∫∫ ++++

L

xy
b

a

xy

L

y

L

xy dt
xttX

tq
dt

xttX
t

dt
xttX

tpf
dt

xttX
tp τ

,    

(13)

 

 
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
−

−
+

−
− ∫∫∫ +

+

++

+ 1

1214
))((

)(
))((

)(
))((

)()(

1

0

11

1

b

a

y

LL

y

L

y dt
xttX

t
dt

xttX
tp

dt
xttX

tqxX σ
π

 

 
3 1

( ) 2 [ ( , ) ( )]
( )( ) 1 y y

L

p t ddt x q x
X t t x dx

μ σ
κ+

⎤
− = Π⎥

− +⎥⎦
∫        4Lx∈ ,    (14) 

 −
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
+

−
− ∫∫∫ +++

+

214
))((

)(
))((

)(
))((

)()(

1

0

11

1

L

y

L

xy

L

xy dt
xttX

tpf
dt

xttX
tp

dt
xttX

tqxX
π

 

 
1

1

0

1

( ) 2 [ ( , ) ( )]
( )( ) 1

b
xy

x xy
a

t ddt x q x
X t t x dx

τ μ σ
κ+

⎤
− = Π⎥

− +⎥⎦
∫       4Lx∈ ,   

(15)
 

где ))(()( 111 tbattX −−=+ . 
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МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Поставленная задача распалась на две независимые: для щели нормального разрыва (12), 
(14) и поперечного сдвига (13), (15). Интегральное уравнение (12) можно решить с помощью 
соответствующей задачи Римана [25]. Представим его в виде  

 
1 2

*

*

( )
( )y

L L

p
d f t

t
τ

τ
τ+

=
−∫ ;   

)(
)(

)(
1

*

tX
tp

tp y
y = , 

 
1

1 3 4

0

*
1 1 1 1

( ) ( )2 ( ) ( )( )
(1 ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

b
y y

a L L

qh t pf t d d d
X t X t X t X t

σ τ τμ ττ τ τ
κ τ τ τ τ τ τ+ + +

′
= + + −

+ − − −∫ ∫ ∫ . 

Введем кусочно-аналитическую функцию )(zF∗ , заданную интегралом Коши, плотность 
которого является искомым решением интегрального уравнения  

 
1 2

*

( )1( )
2

y

L L

p
F z d

i t
τ

τ
π τ

∗

+

=
−∫ . 

Аналитическая функция )(zF∗  — решение задачи линейного сопряжения граничных значений  

 
i

fFF
π
τττ )()()( *

** =+ −+ .                            (16)  

Решение краевой задачи (16) в классе всюду ограниченных функций имеет вид  

 
1 2

1
2 *

*
2

( ) ( )( )
2 ( )( )L L

X z fF z d
i X t

τ τ
π τ τ+

+

=
−∫ , 

где  ∏
=

−−=
n

k
kk zzzX

1
2 ))(()( βα ;   

i
ff
π
ττ )()(1

*
∗= ;   ∏

=

+ −−=
n

k
kkX

1
2 ))(()( βταττ . 

Принимая во внимание формулы Сохоцкого – Племеля, получаем решение интегрального 
уравнения (12):  

 )()()( ** tFtFtpy
−+∗ −= , 

 
1 2

1 1
* *

* 2
2 2

( ) ( )1 1( ) ( )
2 ( ) 2 ( )( )L L

f t fF t X t d
X t i X t

τ τ
π τ τ

+ +
+ +

+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ , 

 
1 2

1 1
* *

* 2
2 2

( ) ( )1 1( ) ( )
2 ( ) 2 ( )( )L L

f t f dF t X t
X t i X t

τ τ
π τ τ

− −
+ +

+

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ . 

С учетом 1)(/)( 22 −=+− tXtX  

 
1 2

1
2 *

2

( ) ( )( )
( )( )y

L L

X t fp t d
i X t

τ τ
π τ τ

+
∗

+
+

=
−∫ , 

откуда следует  

 
1 2

1
2 *

1
2

( ) ( )( ) ( )
( )( )y

L L

X t fp t X t d
i X t

τ τ
π τ τ

+
+

+
+

=
−∫ .      (17) 

Для определения параметров kα  и kβ  примем 
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1 2

1

2

( ) 0
( )

k

L L

t f t dt
X t

−
∗

+
+

=∫        k = 1, 2, …, n.            (18) 

Недостающие n уравнений для установления координат концов участков контакта берегов 
щели получим из условий  

 ( ) ( ) ( )k k kv v hα α α+ −− = − ,      k = 1, 2, …, n. 

Имеем  

 
1

1( ) ( ) ( )
4

x

v x v x G t dt
i απ γ

+ −− = ∫ , 

/ ( (1 ))γ μ π κ= + , ( ) [ ] [ ]G t + −= Φ +Φ − Φ +Φ . 
Применяя предыдущие формулы, находим искомые уравнения  

 
1

1

1( ) 4 ( )
a

G t dt i h
α

π γ α= −∫ ,        (19) 

 
1

1( ) 4 [ ( ) ( )]
k

k

k kG t dt i h h
α

β

π γ α β
+

+= − −∫ ,       k = 1, 2, …, n – 1. 

Аналогично решая сингулярное интегральное уравнение (13), получим  

 
1

1 3
2

3

( )( ) ( )( )
( )( )

xy
xy

L

fX x X xp x d
X x

τ
τ

π τ τ

+ +

+=
−∫ ,          (20) 

где  

  ∏
=

+ −−=
m

k
kk dxcxxX

1
3 ))(()( ;  

1

2 1 4

0
0 1 1 1( ) ( ) / ( ( )( )) ( ) / ( ( )( )) ( ) / ( ( )( ))

b

xy y xy xy
L a L

f x f p t dt X t t x t X t t x dt q t X t t x dtτ+ + += − − + − − −∫ ∫ ∫ . 

Для определения неизвестных ck и dk используем  

 
1

1

3

( )
0

( )

k
xy

L

t f t
dt

X t

−

+ =∫ ,        k = 1, 2, …, m.         (21) 

Недостающие m уравнений для нахождения координат концов участков контакта получим 
из условий  

 
1

( ) ( ) ( ) 0
kc

k k
a

u c u c u u dt
t

+ − + −∂
− = − =

∂∫       k = 1, 2, …, m. 

Имеем  

 
1

1

1[ ] 2 ( )
c

a

dt i h cπ γ+ −Φ −Φ = −∫ ;      (22) 

 
1

1[ ] 2 [ ( ) ( )]
k

k

c

k k
d

dt i h c h dπ γ
+

+ −
+Φ −Φ = − −∫ ,         k = 1, 2, …, m – 1. 
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Для определения участков сцепления получили полную систему уравнений: (14), (15) пред-
ставляют собой нелинейные интегро-дифференциальные уравнения с ядром Коши и могут 
быть решены численно. Для этого используем коллокационную схему с аппроксимацией неиз-
вестных функций [26]. В (14), (15), (9) все интервалы интегрирования приводятся к [–1, 1],  
а интегралы заменяются конечными суммами с помощью квадратурных формул типа формулы 
Гаусса. Производные в правых частях (14), (15) замещаются конечно-разностными аппрокси-
мациями. При этом учитываются граничные условия 0)()( 11 == bqaq yy , 0)()( 11 == bqaq xyxy , 

что соответствует 0)0,()0,( 11 =− −+ avav , 0)0,()0,( 11 =− −+ bvbv , 0)0,()0,( 11 =− −+ auau , 
0)0,()0,( 11 =− −+ bubu . В дискретной постановке задачи вместо каждого интегрального уравне-

ния в (14), (15) с соответствующими дополнительными условиями получаем 1 2M +  алгебраи-
ческих уравнения для определения напряжений в узловых точках, расположенных в концевых 
зонах 1( , )a a  и 1( , )b b  щели, и неизвестных параметров a1, b1 

 , , , 1 1 , 1
1 1 1

(1 )( ) [ ( ( ))
4 ( )

M

mk y k y k oy k y m m y m
k

MA q p f x x q
b a
κ σ

μ + + +
=

+
+ + = Π −

−∑   
(23)

 

 1 1 , 1( , ( )) ]y m m y mx x qσ− − −−Π ,      m = 1, 2, …, M1, 

 
1

( ) 0
M

y k
k

f τ
=

=∑ ;            
1

( ) 0
M

k y k
k

fτ τ
=

=∑ ; 

 , , 0 , , 1 1 , 1
1 1 1

(1 )( ) [ ( ( ))
4 ( )

M

mk xy k xy k y k ox k x m m xy m
k

MA q p f p f x x q
b a
κ σ

μ + + +
=

+
+ + + = Π −

−∑    
(24)

 

 1 1 , 1( , ( )) ]x m m xy mx x qσ− − −−Π        11, 2, ,m M= … , 

 
1

( ) 0
M

x k
k

f τ
=

=∑ ,            
1

( ) 0
M

k x k
k

fτ τ
=

=∑ . 

Здесь )(, kyky qq τ= , )(, kxykxy qq τ= , )(, kyky pp τ= , )(, kxykxy pp τ= , kk θτ cos= , )(Re)( 0 xfxf y = , 
)(Im)( 0 xfxfx = , 1 / ctg( ) / 2mk m kA M θ θ= − ⋅ ∓ , (2 1) / (2 )m m Mθ π= − ⋅  ( 1, 2, , )m M= … , 

1 1 1 1 1 1( ) / 2 ( ) / 2m mx a b b a η+ += + + − ⋅ , )(, koykoy ff τ= , )(, koxkox ff τ= , mm θη cos= , в формулах для 

mkA  верхний знак выбирается, если число ( )m k−  нечетное, а нижний — если четное; M1 — 
число узловых точек, принадлежащих отрезкам 1( , )a a  и 1( , )b b , отрезок интегрирования 

1 1( , )a b  включает M узловых точек. 
Совместное решение уравнений (17) – (19), (20), (22) – (24) позволяет при заданных харак-

теристиках связей определить усилия в связях )(xqy , )(xqxy , контактные напряжения )(xpy , 
)(xpxy , размеры концевых и контактных зон. 

Полученные системы уравнений даже в частном случае линейно-упругих связей оказываются 
нелинейными, поскольку размеры концевых зон щели не известны. В [27] для решения данных си-
стем в случае линейных связей применялся метод последовательных приближений, суть которого 
состоит в следующем. Решается система (23) при некоторых значениях ∗

1a  и ∗
1b  относительно M1 

неизвестных 1,yq , 2,yq ,…,
1,Myq . Значения ∗

1a , ∗
1b  и 1,yq , 2,yq ,…,

1,Myq  подставляются в неисполь-

зованные уравнения системы (23). Выбранные значения параметров ∗
1a , ∗

1b  и соответствующие 
значения 1,yq , 2,yq ,…,

1,Myq  не удовлетворяют двум последним уравнениям системы (23). Мето-
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дом Ньютона – Рафсона ищем поправки к значениям ∗
1a  и ∗

1b  из последних уравнений системы 
(23). С учетом этих поправок, подбирая значения параметров ∗

1a  и ∗
1b , необходимо многократно 

повторять вычисления, пока дополнительные уравнения системы (23) не будут справедливы с за-
данной точностью. Аналогично вычисляются значения 1,xyq , 2,xyq ,…,

1,Mxyq . 

Если закон деформирования связей нелинейный, для определения усилий )(xqy , )(xqxy   
в связях используется итерационной алгоритм, подобный методу упругих решений [28]. Закон 
деформирования межчастичных связей линейный при | ( ) ( ) |V u u i v v V+ − + −

∗= − − − ≤ . Первый 
шаг итерационного процесса вычислений состоит в решении систем уравнений (17) – (24) для 
линейно-упругих межчастичных связей. Последующие итерации выполняются, только если на 
участках зон 1( , )a a  и 1( , )b b  есть соотношение ∗>VV . При ∗>VV  закон деформирования опи-
сывается нелинейной зависимостью, определяемой двумя точками ),( ∗∗ σV  и ),( cc σδ , но если 

∗≥σσ c , имеет место возрастающая линейная зависимость (линейное упрочнение, соответ-
ствующее упругопластической деформации связей материала). Здесь ∗σ  — максимальное 
упругое напряжение в связях; cσ  — напряжение в связях, соответствующее предельному рас-
крытию берегов зоны предразрушения. При таких итерациях решается система разрешающих 
уравнений в каждом приближении для квазихрупких связей с эффективной податливостью 
вдоль зон 1( , )a a  и 1( , )b b , зависящей от величины модуля вектора усилий в связях, полученно-
го на предыдущем шаге расчета. Расчет эффективной податливости проводится подобно расче-
ту секущего модуля в методе переменных параметров упругости [29]. Процесс последователь-
ных приближений заканчивается в тот момент, когда усилия вдоль зон 1( , )a a  и 1( , )b b , полу-
ченные на двух последовательных итерациях, будут различаться на величину, меньшую 410− . 
Проведен параметрический анализ зависимости контактных напряжений )(xpy , )(xpxy  и уси-

лий в связях )(xqy , )(xqxy  от размера щели и физико-механических параметров связей.  
При вычислении контактных напряжений, усилий в связях и размеров концевых и контакт-

ных зон полагалось, что на берега щели действует постоянное давление. Результаты расчета 
абсолютных величин контактных напряжений gHpy ∗ρ/  при различных значениях относи-
тельного размера концевой области )/()( 100 abaal −−=  щели вдоль контактной зоны 1 1( , )α β  
представлены на рис. 2. В расчетах использована безразмерная координата x', связанная с x со-
отношением 1 1 1 1( ) / 2 '( ) / 2x xβ α β α= + + − , наибольшие значения контактных напряжений до-
стигаются в средней части контактной зоны, где берега щели смыкаются. 

 
Рис. 2. Распределение контактных напряжений при различных значениях относительного разме-
ра концевой области щели вдоль контактной зоны 
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На рис. 3 представлены зависимости длины концевой зоны щели )/()( 01 abbbl −−=  от без-

размерного значения внешних напряжений ∗
∞ σσ /y  для разных длин щелей Rabl /)( −= . Здесь 

R — характерный линейный размер среды. На рис. 4 приведены распределения нормальных 
усилий gHqy ∗ρ/  в связях между берегами щели от безразмерной координаты x′′ , связанной  
с x соотношением 1 1( ) / 2 ( ) / 2x b b x b b′′= + + − . Кривая 1 соответствует линейной связи, а 2 — 
билинейной. 

 
Рис. 3. Зависимость длины концевой зоны щели от безразмерного значения внешних напряже-
ний для разных длин щелей: 1 — l = 0.02; 2 — 0.05; 3 — 0.10 

 
Рис. 4. Распределение нормальных усилий в связях между берегами щели  

С увеличением размера концевой зоны сил сцепления материала напряжения )(xqy , )(xqxy  
в связях и контактные напряжения уменьшаются. Характер изменения касательных контакт-
ных напряжений )(xpxy  вдоль контактной зоны подобен изменению нормальных контактных 

напряжений )(xpy , но абсолютные значения касательных напряжений меньше. 
Для установления предельного состояния, при котором происходит рост щели, используем 

критическое условие | ( ) ( ) | cv v i u u δ+ − + −− − − = , где δc — характеристика трещиностойкости 
материала массива, определяемая экспериментально. 

Раскрытие щели в пределах зон действия сил сцепления можно найти с помощью соотно-
шений 

 )(),()0,()0,( xqxxvxv yy σΠ=− −+ ,       )(),()0,()0,( xqxxuxu xyx σΠ=− −+  
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 ( axa <≤1 , 1bxb ≤≤ ). 

Условие предельного раскрытия щели на краях зон действия сил сцепления имеет вид  

 при  x = a    2 2 2 2( , ( )) ( ) ( , ( )) ( )y y x xy ca a q a a a q aσ σ δΠ +Π = , 

 при  x = b  2 2 2 2( , ( )) ( ) ( , ( )) ( )y y x xy cb b q b b b q bσ σ δΠ +Π = . 

ВЫВОДЫ 

Предложена эффективная схема расчета частично закрытой тектоническими и гравитаци-
онными силами щели переменной ширины со связями между берегами в концевых зонах под 
действием внутреннего давления. Анализ модели частичного закрытия щели переменной ши-
рины с концевыми зонами действия сил сцепления в изотропной горной среде при наличии 
гравитационных и тектонических усилий сводится к параметрическому исследованию систе-
мы сингулярных интегральных уравнений при различных геометрических и физических па-
раметрах горной среды, законах деформирования связей и размерах областей действия сил 
сцепления. Непосредственно из решения полученных систем определяются контактные 
напряжения )(xpy , )(xpxy , усилия в связях )(xqy , )(xqxy , а также размеры контактных и кон-
цевых зон. Эти соотношения позволяют найти решение обратной задачи, т. е. установить па-
раметры напряженного состояния массива горных пород, при которых имеет место заданная 
область контакта берегов щели переменной ширины. 
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