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Рассмотрен метод определения предельного коэффициента раздачи цилиндрических
труб с использованием конической оснастки, позволяющий достаточно точно вычис-
лить момент разрушения заготовки с учетом нелинейной пластичности материала и
изменения толщины. Метод основан на использовании диаграмм предельных деформа-
ций формоизменения при прогнозировании разрушения заготовки и метода переменных
параметров упругости при определении напряженно-деформированного состояния.
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гости

Введение. Одной из важнейших задач при разработке технологических процессов
деформирования цилиндрических труб, таких как раздача, является прогнозирование мо-
мента разрушения заготовки, т. е. определение предельных технологических возможно-
стей. Напряженное состояние тонкостенных труб можно считать плоским, что позволяет
при анализе напряженно-деформированного состояния использовать методы, применяе-
мые в листовой штамповке. Предельное формоизменение листового металла может быть
определено как способность металла деформироваться до достижения требуемой формы

без образования шейки или разрушения. Листовой металл может деформироваться без
разрушения только до определенного предела, который обычно характеризуется диаграм-
мой предельных деформаций формоизменения (forming limit diagram (FLD)) [1, 2]. FLD
определяет момент образования шейки, возникновение которой в конечном счете приводит
к пластическому разрушению. FLD может быть представлена в виде кривой на плоскости

главных деформаций, действующих в плоскости листа, в момент образования локализо-
ванной шейки. Наибольшие главные деформации растяжения e1 откладываются по оси

ординат, наименьшие главные деформации e2 — по оси абсцисс.
При определении напряженного состояния и расчете деформаций в процессах дефор-

мирования цилиндрических труб в конических матрицах используется метод переменных

параметров упругости [3, 4], позволяющий учитывать не только изменение толщины в про-
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цессе деформирования, но и нелинейное упрочнение материала, которое для титановых
и алюминиевых сплавов достаточно точно описывается степенной функцией.

Следует отметить, что задачи определения предельных нагрузок и деформаций обо-
лочек вращения рассматривались также в других работах. Так, в [5] рассмотрена зада-
ча определения предельной нагрузки оболочек вращения для идеального упругопласти-
ческого материала, а в [6, 7] определены предельные деформации динамического разру-
шения цилиндрических оболочек из жесткопластического материала. Задачи определения
напряженно-деформированного состояния при раздаче рассматривались в работах [8–14].

1. Определение напряженно-деформированного состояния при раздаче ци-
линдрических труб с использованием конической оснастки. Рассмотрим про-
цесс раздачи тонкостенных цилиндрических труб с использованием конического пуансона

(рис. 1). Различные подходы к решению поставленной задачи представлены в работах [4,
10, 13, 14]. В данной работе эта задача решается методом переменных параметров упру-
гости с учетом нелинейной пластичности и изменения толщины.

В общем случае уравнение равновесия при раздаче трубной заготовки может быть

записано в виде [15]

d(σmS)

dρ
=

σθ(1 + fтр ctg αk)− σm

ρ
S, (1)

где σm — меридиональное нормальное напряжение; σθ — окружное нормальное напря-
жение; fтр — коэффициент трения; S — толщина трубы; αk = const — угол конусности

пуансона; ρ — радиус окружности срединной поверхности оболочки в сечении, перпенди-
кулярном оси трубы.

Диаграмму деформирования, определяющую свойства материала, аппроксимируем
линейно-степенной функцией [4]

σi =

{
3Gei, ei 6 eiT ,

Aen
i , ei > eiT ,

(2)
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Рис. 1. Схема раздачи тонкостенной трубы с использованием конического пуансона
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где G — модуль сдвига; eiT — значение интенсивности логарифмических (истинных) де-
формаций, соответствующее точке перехода линейной зависимости в степенную (предел
текучести); A, n — параметры степенной функции. Такая аппроксимация позволяет учи-
тывать нелинейную пластичность.

Для решения задачи определения напряженно-деформированного состояния методом
переменных параметров упругости необходимо вывести интегральные уравнения.

Интегрируя уравнение (1) с использованием уравнений связи напряжений и деформа-
ций в виде

σm =
E∗

1− µ∗2 (em + µ∗eθ), σθ =
E∗

1− µ∗2 (eθ + µ∗em),

а также учитывая, что деформируемый край трубы свободен, можно получить интеграль-
ное уравнение равновесия в деформациях [16]

em = −µ∗eθ +
1− µ∗2

E∗Sρ

ρ∫
R

E∗S(1 + fтр ctg αk)

1− µ∗2 (eθ + µ∗em) dρ, (3)

где em — меридиональная логарифмическая (истинная) деформация; eθ — окружная ло-
гарифмическая (истинная) деформация; E∗, µ∗ — переменные параметры упругости; R —
радиус деформированного края трубы (см. рис. 1).

Переменные параметры упругости определяются выражениями [3, 4]

E∗ =
Eсек

1 + (1− 2µ)Eсек/(3E)
, µ∗ =

1/2− (1− 2µ)Eсек/(3E)

1 + (1− 2µ)Eсек/(3E)
,

где E — модуль Юнга; µ — коэффициент Пуассона; Eсек = σi/ei — секущий модуль.
Рассмотрим решение задачи определения напряженно-деформированного состояния

при деформировании цилиндрических труб со свободным краем в конических матри-
цах [15]. В этом случае окружные деформации можно считать известными и зависящими
только от координаты рассматриваемой точки:

eθ = ln (ρ/R0)

(R0 — начальный радиус срединной поверхности трубы).
Напряженно-деформированное состояние трубы определяется с использованием мето-

да переменных параметров упругости и метода последовательных приближений по рекур-
рентной схеме [3, 4]. С использованием уравнения (3) получаем

e
(k+1)
m = −µ∗(k) ln

( ρ

R0

)
+

+
1− µ∗(k)2

E∗(k)S(k)ρ

ρ∫
R

E∗(k)S(k)(1 + fтр ctg αk)

1− µ∗(k)2

(
ln

( ρ

R0

)
+ µ∗(k)e

(k)
m

)
dρ,

где индексами “(k)” и “(k + 1)” отмечены величины в k-м и (k + 1)-м приближениях

соответственно. Численное интегрирование проводится от R до R0.
Поскольку результаты расчетов не зависят от выбора исходного приближения, в ка-

честве начальных условий принимаем

e
(0)
m = 0, S(0) = S0, E∗(0) = 3G, µ∗(0) = µ,

где S0 — начальная толщина трубы.
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Далее вычисляется распределение деформаций по толщине трубы:

e
(k+1)
z =

µ∗(k)

µ∗(k) − 1

(
ln

( ρ

R0

)
+ e

(k+1)
m

)
.

Напряженное состояние трубы определяется с использованием уравнений связи между

напряжениями и деформациями:

σ
(k+1)
m =

E∗(k)

1− µ∗(k)2
(e

(k+1)
m + µ∗(k)e

(k+1)
θ ), σ

(k+1)
θ =

E∗(k)

1− µ∗(k)2
(e

(k+1)
θ + µ∗(k)e

(k+1)
m ).

Определив напряженно-деформированное состояние, можно вычислить интенсивность
напряжений и интенсивность деформаций, а также уточнить значение Eсек с использова-
нием уравнения аппроксимации диаграммы деформирования линейно-степенной функци-
ей (2):

E
(k+1)
сек =

(Aen
i )(k+1)

e
(k+1)
i

.

Затем уточняются значения переменных параметров упругости:

E∗(k+1) =
E

(k+1)
сек

1 + (1− 2µ)E
(k+1)
сек /(3E)

, µ∗(k+1) =
1/2− (1− 2µ)E

(k+1)
сек /(3E)

1 + (1− 2µ)E
(k+1)
сек /(3E)

.

Для контроля сходимости процесса проводится сравнение значений интенсивности на-
пряжений, полученных в k-м и (k + 1)-м приближениях:

|σ(k+1)
i − σ

(k)
i | 6 ∆σi.

Расчет продолжается до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность.
Для оценки предельных деформаций будем использовать FLD.
2. Определение предельных деформаций раздачи с использованием FLD

Хилла — Свифта. Для определения предельного формоизменения листового металла
в работе [17] предложен критерий образования рассеянной шейки (критерий Свифта), со-
гласно которому момент образования рассеянной шейки совпадает с моментом достижения

максимума нагрузки в обоих основных направлениях. Преобразуя выражения, полученные
для этого случая в работе [18], определяем уравнение, позволяющее построить FLD по кри-
терию Свифта:

4(e1 − n)(e2 + 2e1)
3 − 3(e1 − 2n)(e1 + 2e2)(e2 + 2e1)

2 −
− 3(e1 + 2n)(e1 + 2e2)

2(e2 + 2e1) + 2(2e1 + n)(e1 + 2e2)
3 = 0. (4)

Здесь e1, e2 — главные логарифмические деформации, действующие либо в плоскости
листовой заготовки, либо в окружном и меридиональном направлениях трубной заготовки;
n — показатель степени в степенной аппроксимации кривой деформирования III рода σi =
Aen

i .
Как отмечается в работе [18], в уравнении (4) показатель степени n равен интенсив-

ности деформаций удлинения в момент начала образования шейки eiш, что следует из
свойства диаграммы деформирования III рода [19]. Следовательно, при построении FLD
величина n определяется как eiш заданного материала.

Результаты экспериментов и теоретических исследований показывают, что после воз-
никновения рассеянной шейки пластическая деформация образца продолжается и в даль-
нейшем может возникнуть локализованная шейка.
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В работе [20] в качестве критерия предельного формоизменения принят момент обра-
зования локальной шейки, когда приращение суммарного усилия равно нулю (критерий
Хилла).

Преобразуя выражения, представленные в работе [18], определяем уравнение, позво-
ляющее построить FLD по критерию Хилла:

e1 + e2 − n = 0. (5)

На практике для построения FLD применяется комбинация двух критериев. Критерий
Свифта (уравнение (4)) используется при положительном значении e2, а критерий Хилла
(уравнение (5)) — при отрицательном значении e2. Такую диаграмму будем определять
как FLD Хилла — Свифта [18].

Определим предельные деформации раздачи по FLD Хилла — Свифта.
Наиболее полное представление о процессе раздачи дает положение деформирован-

ного края R. При заданном положении деформированного края с использованием метода
переменных параметров упругости определяется напряженно-деформированное состояние
заготовки в соответствии с изложенным выше алгоритмом. Затем в предположении, что
eθ = e1, em = e2, определяется положение точек, характеризующих деформированное со-
стояние заготовки, в координатах e1, e2. Если все эти точки находятся ниже кривой пре-
дельных деформаций формоизменения, то процесс продолжается, при этом положение де-
формированного края R изменяется. В случае если на каком-либо этапе нагружения точки,
характеризующие деформированное состояние заготовки в координатах e1, e2, будут на-
ходиться выше кривой предельных деформаций формоизменения, расчет прекращается и
определяется предельный коэффициент раздачи Kпр

р = Rпр/R0 (Rпр — радиус деформиро-
ванного края заготовки, при котором деформации формоизменения достигают предельных
значений).

На рис. 2 представлены результаты определения предельного коэффициента раздачи
для материала Д16М по FLD Хилла — Свифта, построенной по уравнениям (4), (5). Вид-
но, что если коэффициент раздачи меньше предельного и процесс нагружения происходит
без разрушения, то на всех этапах нагружения линии, характеризующие деформирован-
ное состояние трубной заготовки (пунктирные линии), находятся ниже кривой предельных
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Рис. 2. Определение коэффициента раздачи для материала Д16М по FLD Хил-
ла — Свифта (R0 = 25 мм, S0 = 1 мм, Kпр

р = 1,20, αk = 20◦, fтр = 0,1):
1 — R = 26 мм, 2 — R = 28 мм, 3 — R = Rпр = 30,1 мм, 4 — R = 32 мм
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деформаций формоизменения (сплошная линия). Если коэффициент раздачи больше пре-
дельного, то линии, характеризующие деформированное состояние, пересекают кривую
предельного формоизменения, при этом дальнейшее увеличение радиуса раздачи R при-
водит к разрушению (кривая 4). В данном случае для материала Д16М по FLD Хилла —
Свифта получен предельный коэффициент раздачи Kпр

р = Rпр/R0 = 30,1/25 = 1,20.
3. Определение предельных деформаций раздачи с использованием FLD

Сторена — Райса. В работе [21] в качестве критерия предельного деформирования при-
нимается резкое изменение толщины заготовки. В случае простого (монотонного) нагру-
жения бездефектных заготовок в [22] получена математическая модель предельного де-
формирования, которая при соответствующих алгебраических преобразованиях с исполь-
зованием физических соотношений, принятых при построении данной модели, может быть
представлена в виде уравнения

2(e2
1 + e1e2 + e2

2)(2e1 + e2)− 3e2
2 − n(2e1 + e2)

2 = 0. (6)

C помощью уравнения (6) можно построить FLD, соответствующую геометрическому кри-
терию. В работе [23] получены аналогичные результаты, а в [18, 24] FLD, соответствую-
щие уравнению (3), определяются как диаграммы Сторена — Райса.

На рис. 3 представлены результаты определения предельного коэффициента раздачи
для материала Д16М по FLD Сторена — Райса, построенной по уравнению (6). В этом
случае для материала Д16М с использованием FLD Сторена— Райса получен предельный

коэффициент раздачи Kпр
р = Rпр/R0 = 38/25 = 1,52.

Заключение. Проведенные в работе расчеты показали, что предельный коэффициент
раздачи для материала Д16М находится в диапазоне Kпр

р = 1,20 ÷ 1,52. Этот результат
хорошо согласуется с экспериментальными данными [25. С. 219], которые соответствуют
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Рис. 3. Определение коэффициента раздачи для материала Д16М по FLD Сто-
рена — Райса (R0 = 25 мм, S0 = 1 мм, Kпр

р = 1,52, αk = 20◦, fтр = 0,1):
1 — R = 30 мм, 2 — R = 35 мм, 3 — R = Rпр = 38 мм, 4 — R = 45 мм
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средней области полученного диапазона. Следует отметить, что при использовании диа-
граммы Хилла — Свифта получен минимально возможный коэффициент раздачи, а при
использовании диаграммы Сторена — Райса — максимально возможный коэффициент

раздачи, что соответствует верхней и нижней оценкам раздачи заготовки.
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