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Изучается стационарное двумерное течение вязкой несжимаемой жидкости, натекаю-
щей под некоторым углом на пластину, покрытую тонким слоем жидкости со степенным
законом вязкости, вблизи критической точки. В предположении непрерывности скоро-
сти и касательного напряжения на границе между жидкостью и смазочным веществом
с использованием метода ячеек Келлера получено численное решение уравнений, описы-
вающих рассматриваемое течение. Исследованы предельные случаи граничных условий
прилипания и скольжения.

Ключевые слова: критическая точка, пограничный слой, метод ячеек Келлера, гра-
ничные условия скольжения.

DOI: 10.15372/PMTF20170205

Введение. Задача о двумерном течении жидкости вблизи критической точки являет-
ся классической задачей гидродинамики. Существует две постановки данной задачи: по-
ток жидкости натекает на стенку либо под углом, равным 90◦, либо под углом, отличным
от 90◦. Для первого случая в работе [1] получено точное решение для ньютоновской жидко-
сти. Задача о набегании ньютоновской жидкости на стенку под некоторым углом (второй
случай) была независимо изучена в работах [2–4]. Рассматриваемое течение вблизи кри-
тической точки на плоской пластине с условием скольжения на границе исследовано в [5].
В работе [6] рассмотрено осесимметричное течение вблизи критической точки для случая
вязкой жидкости. В [7] установлено, что в качестве граничных условий уравнений смазки
Рейнольдса для тонкого слоя жидкости можно использовать условия, полученные Ф. Хо-
манном [6]. Задача о течении вблизи критической точки в случае набегания вязкой жид-
кости на другую вязкую жидкость на покоящейся стенке исследовалась в [8]. Граничные
условия скольжения для вихревого течения жидкости, натекающей на стенку, покрытую
смазочным веществом со степенным законом вязкости, вблизи критической точки впер-
вые выведены в работе [9]. В [10] рассматривалась задача об осесимметричном течении
жидкости, обтекающей покрытый смазочным веществом диск, вблизи критической точки.

Работа выполнена при финансовой поддержке Международного центра теоретической физики им. Аб-
дуса Салама (AS-ICTP).
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В качестве такого вещества, так же как и в [9], рассматривалась жидкость со степен-
ным законом вязкости. Результаты, полученные в [10], обобщены в работе [11] на случай
граничных условий скольжения, выведенных в [12] методом молекулярной динамики.

Описанные выше течения, обтекающие смазанную поверхность, изучались для случая,
когда жидкость набегает на поверхность под прямым углом. В работе [13] исследовано те-
чение вблизи критической точки жидкости с квадратичным законом вязкости при условии

скольжения, в случае когда жидкость натекает на стенку как под углом, равным 90◦, так
и под углом, отличным от 90◦. В [14] рассматривалось натекание вязкоупругой жидкости
при наличии теплопереноса.

В данной работе проведен анализ течения вблизи критической точки вязкой жидко-
сти, натекающей под некоторым углом на плоскую пластину, покрытую слоем жидко-
сти со степенным законом вязкости. Математическая модель представляет собой систему
нелинейных уравнений в частных производных с нелинейными граничными условиями.
Методом ячеек Келлера [15–22] численно получено решение рассматриваемой задачи.

1. Математическая формулировка задачи. Рассмотрим стационарное течение
вблизи критической точки вязкой жидкости, натекающей под некоторым углом на бес-
конечную пластину, покрытую тонким слоем смазочного вещества со степенным законом
вязкости.Ось x направлена вдоль потока, ось y — перпендикулярно пластине. Предполага-
ется, что течение вне пограничного слоя представляет собой линейную суперпозицию без-
вихревого течения и равномерного сдвигового течения, параллельного стенке. Следуя [2, 3,
23, 24], компоненты вектора скорости представим в виде

ue = ax + b(y − β̄), ve = −a(y − ᾱ),

где ᾱ, β̄ — размерные константы; a > 0; b > 0.
Предполагается, что смазочная жидкость со степенным законом вязкости, имеющая

постоянный расход Q, натекает на пластину из расположенного в начале координат то-
чечного источника, образуя тонкий слой переменной толщины H(x). Расход смазочного
вещества вычисляется по формуле

Q =

H(x)∫
0

U(x, y) dy,

где U(x, y) — скорость жидкости со степенным законом вязкости вдоль оси x. В указанных
предположениях стационарное двумерное течение вязкой жидкости определяется уравне-
ниями

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0; (1)

u
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где u, v — компоненты вектора скорости вдоль осей x и y соответственно; p — давление;
ρ — плотность; ν = µ/ρ — кинематическая вязкость. Исключая давление из уравнений (2),
получаем
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Выражение для трения или касательного напряжения стенки на поверхности пластины

имеет вид

τw = µ
(∂u

∂y
+

∂v

∂x

)∣∣∣
y=0

.
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Для рассматриваемого течения сформулируем условия на границах раздела жид-
кость — твердое тело, жидкость — жидкость и вдали от пластины.

1. Условия на границе раздела жидкость — твердое тело. Из условия прилипания на
поверхности следуют соотношения

U(x, 0) = 0, V (x, 0) = 0. (4)

Так как скорость жидкости со степенным законом вязкости вдоль оси y равна нулю, то

V (x, y) = 0, y ∈ [0, H(x)]. (5)

2. Условия на границе раздела жидкость — жидкость. На границе раздела между
ньютоновской жидкостью и жидкостью со степенным законом вязкости скорость и каса-
тельное напряжение обеих жидкостей должны быть непрерывными. Поэтому на границе
раздела y = H(x) согласно [10] выполняется соотношение

µ
∂u

∂y
= µL

∂U

∂y
, (6)

где µ, µL — вязкости ньютоновской жидкости и жидкости со степенным законом вязкости

соответственно. Полагая ∂U/∂x� ∂U/∂y, выражение для µL можно записать в виде

µL = k
(∂U

∂y

)n−1
, (7)

где k — эмпирическая константа; n — индекс режима течения смазочного вещества. По-
лагая, что компонента скорости U(x, y) меняется по линейному закону от поверхности
пластины y = 0 до границы раздела жидкостей y = H(x), получаем

U(x, y) = Ũ(x)y/H(x). (8)

Здесь Ũ(x) — компонента вектора скорости на границе раздела жидкостей. Толщина слоя
смазочного вещества H(x) может быть выражена следующим образом:

H(x) = 2Q/Ũ(x).

Подставляя уравнения (6)–(8) в (5), получаем условие скольжения на границе

∂u

∂y
=

k

µ

( 1

2Q

)n
u2n. (9)

Здесь использовано условие непрерывности горизонтальной компоненты скорости на гра-
нице раздела (Ũ = u). Из условия непрерывности вертикальной компоненты скорости на
границе раздела следует соотношение

v(x, H(x)) = V (x, H(x)).

С использованием (4) получаем

v(x, H(x)) = 0. (10)

Полагая, что толщина слоя смазочного вещества мала, введем граничные условия (9), (10)
на поверхности y = 0.

3. Граничные условия в набегающем потоке. Согласно [23] функции ue(x, y) и ve(x, y)
имеют вид

ue = ax + b(y − β̄), ve = −a(y − ᾱ). (11)

Для того чтобы записать систему уравнений в безразмерной форме, введем безразмер-
ные переменные

η = y
√

α/ν, u = axf ′(η) + ag′(η), v = −
√

aν f(η). (12)
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В этих переменных уравнения (3), (9)–(11) принимают вид

f IV + ff ′′′ + f ′f ′′ − 2f ′f ′′ = 0, gIV + f ′g′′ + fg′′′ − f ′g′′ − g′f ′′ = 0; (13)

f(0) = 0, f ′′(0) = λ(f ′(0))2n, f ′(∞) = 1; (14)

g(0) = 0, g′′(0) = 2nλg′(0)(f ′(0))2n−1, g′′(∞) = γ,

где γ = b/a — сдвиг в набегающем потоке; λ — параметр скольжения:

λ =
k
√

ν

µ

a2nx2n−1

a3/2(2Q)n
. (15)

Интегрируя один раз уравнения (13) c использованием условий в набегающем потоке,
получаем

f ′′′ − f ′2 + ff ′′ + 1 = 0; (16)

g′′′ + fg′′ − f ′g′ + γ(α− β) = 0, (17)

где α = η∞ − f(∞); β — свободный параметр. В предположении g′(η) = γh(η) уравне-
ние (17) принимает вид

h′′ + fh′ − f ′h + α− β = 0. (18)

Соответствующие граничные условия записываются следующим образом:

h′(0) = 2nλh(0)(f ′(0))2n−1, h′(∞) = 1. (19)

Заметим, что в силу (15) уравнения (16), (18) имеют автомодельное решение при
n = 1/2. Решения при n 6= 1/2 являются неавтомодельными. Кроме того, параметр λ
может быть представлен в виде соотношения между вязкостью Lvisc и длиной Llub слоя

смазочного вещества

λ =

√
ν/α

(µ/k)
√

2Q
=

Lvisc

Llub
.

В случае если расход достаточно мал и смазочное вещество очень вязкое (значение k боль-
шое), длина слоя смазочного вещества Llub мала и, следовательно, величина λ неограни-
ченно увеличивается. В этом случае (λ→∞) стандартные условия прилипания f ′(0) = 0
и h(0) = 0 следуют из (14), (19). Если значение Llub становится бесконечно большим, то
коэффициент λ стремится к нулю, и, следовательно, условия скольжения на границе имеют
вид f ′′(0) = 0, h′(0) = 0.

Используя (12), выражение для безразмерного трения на поверхности пластины можно
записать в виде

τw = xf ′′(0) + g′′(0) = xf ′′(0) + γh′(0),

где значения f ′′(0), h′(0), а значит, и g′′(0) могут быть вычислены при решении уравне-
ний (16), (18) с граничными условиями (14), (19) при различных значениях λ, β. Положение
критической точки xs на поверхности пластины определяется из условия τw = 0. Тогда

xs = − g′′(0)

f ′′(0)
= −γ

h′(0)

f ′′(0)
.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость горизонтальной компоненты скорости от расстояния от

пластины f ′(η) при различных значениях параметра скольжения λ:
1 — λ = 0,1, 2 — λ = 0,6, 3 — λ = 2,5, 4 — λ =∞

Рис. 2. Зависимость сдвиговой компоненты скорости от расстояния от пласти-
ны h(η) при β = 0 и различных значениях λ:
1 — λ = 0,05, 2 — λ = 1, 3 — λ = 3, 4 — λ =∞

2. Результаты численных расчетов. В результате численного решения уравне-
ний (16), (18) с граничными условиями (14), (19) с помощью неявной конечно-разностной
схемы ячеек Келлера [15–22] вычислены значения f ′, f ′′, h, h′ при различных значениях λ
и β.

На рис. 1 представлена зависимость горизонтальной компоненты скорости f ′ от рас-
стояния от пластины при различных значениях λ. Видно, что значения f ′ увеличиваются
с увеличением параметра скольжения на поверхности. Следовательно, при наличии сма-
зочного вещества скорость течения жидкости на поверхности увеличивается.

На рис. 2 показана зависимость сдвиговой компоненты скорости h от расстояния от
пластины при β = 0 и различных значениях λ. Видно, что с увеличением λ вблизи по-
верхности (η = 0) значение h уменьшается. При 0 6 η 6 1 величина h зависит от λ, при
η > 1 она не зависит от λ, но зависит от η. На рис. 3 приведена зависимость h(η) при
различных значениях λ, β. Видно, что при β 6 0 с уменьшением параметра λ сдвиговая
компонента скорости h увеличивается, а при β > 0 — уменьшается. На рис. 4 показана
зависимость h(η) при различных значениях β, λ. Видно, что с увеличением β сдвиговая
компонента скорости h уменьшается.

На рис. 5 представлена зависимость f ′(η) при λ = 2 и различных значениях индекса
режима течения n. Из рис. 5 следует, что значение f ′ увеличивается с увеличением n.
Зависимость h(η) при λ = 2 и различных значениях n, β приведена на рис. 6. Видно, что
при β 6 0 значение h увеличивается с ростом n, а при β > 0 — уменьшается.

На рис. 7 показаны линии тока при различных параметрах течения. Из рис. 7,а,б сле-
дует, что при увеличении β критическая точка движется вправо вдоль оси x. На рис. 7,в–е
видно, что при уменьшении λ при γ < 3 критическая точка движется вправо вдоль оси x,
а при γ > 3 — влево.

Значения f ′′(0), α и h′(0), вычисленные в данной работе и работе [14], представлены
в табл. 1. В табл. 2 приведены значения f ′′(0) и α при различных значениях λ. Из табл. 2
следует, что с ростом λ значения f ′′(0) и α увеличиваются. В табл. 3 представлены зна-
чения h′(0) при различных значениях λ и β. Из табл. 3 следует, что с увеличением λ при
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Рис. 3. Зависимость сдвиговой компоненты скорости от расстояния от пласти-
ны h(η) при различных значениях λ и параметра β:
сплошные линии — β = 2, штриховые — β = −2; 1 — λ = 0,05, 2 — λ = 1, 3 — λ = 3,
4 — λ =∞
Рис. 4. Зависимость сдвиговой компоненты скорости от расстояния от пласти-
ны h(η) при различных значениях β и параметра скольжения λ:
сплошные линии — λ =∞, штриховые — λ = 2; 1 — β = −5, 2 — β = −2, 3 — β = 2,
4 — β = 5
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Рис. 5. Зависимость горизонтальной компоненты скорости от расстояния от

пластины f ′(η) при λ = 2 и различных значениях n:
1 — n = 0,2, 2 — n = 0,5, 3 — n = 1, 4 — n = 2

Рис. 6. Зависимость сдвиговой компоненты скорости от расстояния от пласти-
ны h(η) при λ = 2 и различных значениях β, n:
сплошные линии — β = 2, штриховые — β = −2; 1 — n = 0,2, 2 — n = 0,5, 3 — n = 1,
4 — n = 2
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Рис. 7. Линии тока в окрестности критической точки при различных значениях
параметров течения:
а — xs = −6,624, λ = 1, β = −3, γ = 5, б — xs = −0,6242, λ = 1, β = 3, γ = 5, в —
xs = −0,7994, λ = 0,01, β = 0, γ = 1, г — xs = −1,0480, λ = 5, β = 0, γ = 1, д —
xs = −3,984, λ = 0,01, β = 0, γ = 5, е — xs = −3,288, λ = 5, β = 0, γ = 5
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Та бли ц а 1
Значения f ′′(0), α, h′(0) при λ =∞

Источник f ′′(0) α
h′(0)

β = 0 β = 5 β = −5

Данная работа 1,232 598 0,647 903 1,406 564 −4,756 416 7,569 314
Работа [14] 1,232 590 0,647 900 1,406 370 −4,756 560 7,569 310

Та бли ц а 2
Значения f ′′(0) и α при различных значениях λ

λ f ′′(0) α λ f ′′(0) α

0,01 0,009 938 0,003 320 0 3,00 0,934 338 0,415 182 9
0,05 0,048 472 0,016 336 2 5,00 1,042 591 0,488 053 2
0,10 0,094 036 0,032 030 1 10,00 1,134 289 0,558 749 0
0,50 0,375 887 0,137 577 6 20,00 1,182 886 0,600 718 3
1,00 0,593 464 0,231 814 2 100,00 1,222 604 0,638 018 4
1,50 0,729 920 0,298 747 7 500,00 1,230 598 0,645 907 2
2,00 0,821 483 0,348 092 6 ∞ 1,232 598 0,647 902 5

Та бли ц а 3
Значения h′(0) при γ = 1 и различных значениях λ, β

λ
h′(0)

β = 0 β = 5 β = −5

0,01 0,007 944 3 −0,041 744 0 0,057 632 5
0,05 0,039 040 7 −0,203 318 7 0,281 400 0
0,10 0,076 426 0 −0,393 751 8 0,546 603 9
0,50 0,324 473 4 −1,554 961 5 2,203 908 4
1,00 0,540 231 8 −2,427 088 9 3,507 552 3
2,00 0,797 685 6 −3,309 728 6 4,905 099 9
3,00 0,941 254 1 −3,730 432 3 5,612 940 4
5,00 1,092 650 9 −4,120 302 8 6,305 604 7
10,00 1,234 692 4 −4,436 747 1 6,906 131 9
20,00 1,182 885 7 −4,597 783 1 7,231 061 7
100,00 1,387 923 5 −4,725 088 8 7,500 935 8
500,00 1,402 809 3 −4,750 172 1 7,555 790 6
∞ 1,406 563 8 −4,756 416 7 7,569 544 2

Та бли ц а 4
Значения xs при различных значениях λ, β, γ

γ λ
xs

β = −3 β = 0 β = 3

−5 0,5 0,4906 3,4906 6,4906
5,0 −0,6882 2,3118 5,3118

−1 0,5 −2,4119 0,5881 3,5881
5,0 −2,9281 0,0719 3,0719

1 0,5 −3,8632 −0,8632 2,1368
5,0 −4,0480 −1,0480 1,9520

2 0,5 −4,5889 −1,5889 1,4111
5,0 −4,6080 −1,6080 1,3920

3 0,5 −5,3145 −2,3145 0,6855
5,0 −5,1679 −2,1679 0,8321

5 0,5 −6,7658 −3,7658 −0,7658
5,0 −6,2879 −3,2879 −0,2879

10 0,5 −10,3940 −7,3940 −4,3940
5,0 −9,0877 −6,0877 −3,0877
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β 6 0 значения h′(0) увеличиваются, при β > 0 — уменьшаются. Значения координаты
критических точек при различных значениях параметров γ, λ, β приведены в табл. 4.
Результаты расчетов, представленные в табл. 1–4, согласуются с результатами, приве-
денными на рис. 7.

В предельном случае (когда реализуются условия прилипания на поверхности) значе-
ния f ′′(0) и h′(0), полученные в данной работе, хорошо согласуются с соответствующими
значениями, полученными в работах [13, 14].

Заключение. В работе исследована задача о стационарном течении вблизи критиче-
ской точки вязкой жидкости, натекающей под некоторым углом на пластину, покрытую
жидкостью со степенным законом вязкости. С помощью численного метода ячеек Келлера
решены уравнения, описывающие течения, при n = 1/2 и n 6= 1/2. Исследовано влияние
параметров β и λ на характеристики течения при различных условиях включая усло-
вия прилипания и условия полного скольжения. Установлено, что при больших значениях
параметра скольжения увеличивается скорость течения и уменьшается влияние набегаю-
щего потока на течение в окрестности критической точки. Установлено, что положение
критической точки зависит от параметров течения.
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