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Введение. Интерес к изучению неньютоновских жидкостей обусловлен их примене-
нием в различных технологических процессах [1–6]. Использование вязкоупругих ненью-
тоновских жидкостей позволяет значительно уменьшать температуру поверхности, влияя
на качество получаемого изделия. Тиксотропная жидкость — это жидкость, вязкость ко-
торой уменьшается со временем даже при постоянной скорости сдвига (буровой раствор,
косметическая продукция, краски, фармацевтическая продукция, продукты питания, сус-
пензии, смазка, кровь, синовия). При изменении скорости сдвига тиксотропной жидкости
имеет место гистерезис. В работе [7] численно исследовано течение Блазиуса тиксотропной
жидкости.

Течение в пограничном слое, возникающее вследствие движения поверхности, рас-
смотрено в [8]. Такие потоки обычно встречаются при экструзии полимеров, непрерывной
отливке, покрытии кабелей, вытяжке пластиковых листов, стекловолокна, в бумажной
промышленности, при горячей прокатке и т. д. В [9] получено аналитическое решение
задачи о течении в пограничном слое вязкой жидкости вследствие линейного растяжения

поверхности. Позднее эта задача изучалась с учетом наличия вращения, тепломассообме-
на, химической реакции, магнитного поля [10–18]. Следует отметить, что поверхность не
всегда растягивается по линейному закону [19]. В работе [20] рассмотрено течение в погра-
ничном слое вязкой жидкости с учетом теплообмена на экспоненциально растягивающейся

поверхности. В [21] исследовано влияние вязкой диссипации на смешение, конвекцию в по-
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граничном слое вязкой жидкости при экспоненциальном растяжении поверхности. В [22]
рассмотрена та же задача с учетом теплового излучения. Работы [23, 24] являются про-
должением работы [20], в которой исследовались жидкости второго класса при наличии
тепломассообмена. В [25] численно решена задача, сформулированная в работе [22]. В [26]
описано влияние магнитного поля на течение в пограничном слое, вызванное экспоненци-
альным растяжением поверхности при наличии теплообмена. В [27] исследовано течение
жидкости третьего класса на экспоненциально растягивающейся поверхности при нали-
чии теплопереноса и проскальзывания. В работе [28] изучено влияние проскальзывания на
течение вязкой жидкости на экспоненциально растягивающейся поверхности при наличии

химической реакции.
Целью данной работы является исследование течения в пограничном слое тиксотроп-

ной жидкости на экспоненциально растягивающейся поверхности при наличии теплообме-
на с помощью метода гомотопического анализа (МГА) [29–40].

Формулировка задачи. Рассматривается двумерное течение несжимаемой тиксо-
тропной жидкости на экспоненциально растягивающейся поверхности с учетом теплооб-
мена в декартовой системе координат (ось x направлена вдоль пластины, ось y — перпен-
дикулярно ей). Уравнения пограничного слоя и граничные условия имеют вид [7]
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y = 0: u = Uw(x) = U0 ex/l, v = 0, T = Tw = T∞ + T0 eax/(2l),

y →∞: u→ 0, T → T∞,

где u, v — компоненты скорости в направлениях осей x, y соответственно; R1, R2 —
константы материала пластины (см. [6]); ν = µ/ρ — кинематическая вязкость; µ — ди-
намическая вязкость; ρ — плотность жидкости; T — температура жидкости; α — тем-
пературопроводность; U0 — заданная скорость; l — заданная длина; a, T0 — параметры

распределения температуры на растягивающейся поверхности.
Введем потенциал течения ψ:

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x

и выполним преобразование исходных уравнений [23, 27]
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В результате задача принимает вид

f ′′′ + ff ′′ − 2f ′2 − 3K1(x)f
′′2f ′′′ +K2(x)(5f

′f ′′2f ′′′ + 3f ′′4 − ff ′′f ′′′2 − ff ′′
2
f iv) = 0,

θ′′ + Pr fθ′ − aPr f ′θ = 0,

η = 0: f = 0, f ′ = 1, θ = 1, η →∞: f ′ = 0, θ = 0,
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где K1(x) = −(R1U
3
0/(µl)) e3x/l, K2(x) = (R2U

4
0/(µν)) e4x/l — безразмерные параметры

тиксотропной жидкости; Pr = v/α — число Прандтля. При этом уравнение (1) выполня-
ется автоматически. Поскольку K1(x) и K2(x) зависят от x, система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений не является автомодельной во всей рассматриваемой области.
Поэтому будем искать локально-подобное решение задачи.

Коэффициент поверхностного трения Re1/2Cf и число Нуссельта Nu определяются по
формулам
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где Rex = U0x/ν — локальное число Рейнольдса. Так как 0 < f ′′(0) < 1 [7], то из (2)
следует

|K1| > 6(f ′′(0))2.

Представление решений. Введем множество базисных функций в виде

{ηk e−nη, k > 0, n > 0}
и представим функции f и θ следующим образом:
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(ak
m,n, bkm,n — коэффициенты). Начальные приближения и вспомогательные линейные опе-

раторы выбраны следующим образом:

f0(η) = 1− e−η, θ0(η) = e−η,

Lf = f ′′′ − f ′, Lθ = θ′′ − θ,

Lf (C1 + C2 eη + C3 e−η) = 0, Lθ(C4 eη + C5 e−η) = 0

(Ci (i = 1÷ 5) — произвольные постоянные).
Задачи о деформации нулевого порядка формулируются в виде

(1− q)Lf [f̂(η; q)− f0(η)] = qhfNf [f̂(η; q)],

(1− q)Lθ[θ̂(η; q)− θ0(η)] = qhθNθ[θ̂(η; q)],

f̂(0; q) = 0, f̂ ′(0; q) = 1, θ̂(0; q) = 1,

f̂ ′(∞; q) = 0, θ̂(∞; q) = 0.

Здесь q — параметр вложения; hf , hθ — ненулевые вспомогательные параметры; Nf , Nθ —
нелинейные операторы:

Nf [f̂(η, q)] =
∂3f̂(η, q)

∂η3
+ f̂(η, q)

∂2f̂(η, q)

∂η2
−

(∂f̂(η, q)

∂η

)2
+K1(x)

(∂2f̂(η, q)

∂η2

)2∂3f̂(η, q)

∂η3
+

+K2(x)
[∂f̂(η, q)

∂η

(∂2f̂(η, q)

∂η2

)2∂3f̂(η, q)

∂η3
+

(∂2f̂(η, q)

∂η2

)4
−

− f̂(η, q)
∂2f̂(η, q)

∂η2

(∂3f̂(η, q)

∂η3

)2
− f̂(η, q)

(∂2f̂(η, q)

∂η2

)2∂4f̂(η, q)

∂η4

]
,

Nθ[θ̂(η; q)] =
∂2θ̂(η, q)

∂η2
+ Pr f̂(η, q)

∂θ̂(η, q)

∂η
− aPr

∂f̂(η, q)

∂η
θ̂(η, q).



С. A. Шехзад, Т. Хайат, А. Алсаеди 117

При q = 0 и q = 1 имеем

f̂(η; 0) = f0(η), f̂(η; 1) = f(η),

θ̂(η; 0) = θ0(η), θ̂(η; 1) = θ(η),

при 0 < q < 1 значения функций f(η, q), θ(η, q) изменяются от f0(η), θ0(η) до f(η), θ(η).
Используя разложение Тейлора, получаем решения в виде рядов
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сходимость которых существенно зависит от hf и hθ. Вспомогательные параметры hf и hθ

выбираются таким образом, что при q = 1 полученные ряды сходятся:

f(η) = f0(η) +
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Задачи о деформации m-го порядка имеют вид
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Решая эти задачи, получаем

fm(η) = f∗m(η) + C1 + C2 eη + C3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + C4 eη + C5 e−η,

где f∗m, θ∗m(η) — частные решения.
Сходимость решений и обсуждение результатов. Вспомогательные парамет-

ры hf и hθ обеспечивают сходимость рядов решений. Для определения допустимых диа-
пазонов значений hf и hθ построены h-кривые 15-го порядка аппроксимации. На рис. 1
показаны h-кривые для функций f ′′(0), θ′(0). Видно, что допустимые значения hf и hθ

находятся в диапазонах −1,05 6 hf 6 −0,20 и −1,15 6 hθ 6 −0,50. Из рис. 1 следует, что
ряды (3) сходятся для любого η при hf = −0,7, hθ = −0,8.

Исследуем влияние различных параметров на скорость и температуру. На рис. 2, 3
показано влияние параметров K1, K2 на скорость f

′. Видно, что с увеличением K1 зна-
чения f ′ уменьшаются, а с увеличением K2 — увеличиваются. Аналогичная зависимость
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Рис. 1. h-кривые для функций f ′′(0) (а) и θ′(0) (б) при K1 = 0,3, K2 = 0,2,
Pr = 1,0, a = 0,5 и порядке аппроксимации решения, равном 17
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Профиль скорости f ′(η) при K2 = 0,2 и различных значениях параметра
материала K1:
1 — K1 = 0, 2 — K1 = 0,3, 3 — K1 = 0,7, 4 — K1 = 1,0

Рис. 3. Профиль скорости f ′(η) при K1 = 0,3 и различных значениях параметра
материала K2:
1 — K2 = 0, 2 — K2 = 0,2, 3 — K2 = 0,4, 4 — K2 = 0,6

имеет место для толщины пограничного слоя. На рис. 4, 5 показано влияние параметров
материала K1 и K2 на температуру. Результаты сравнения рис. 2 и 4 показывают, что па-
раметр материалаK1 оказывает противоположное влияние на скорость и температуру. На
рис. 5 видно, что с ростомK2 температура уменьшается. На рис. 6 показано влияние числа
Прандтля на температуру. Видно, что с увеличением Pr температура, а следовательно,
и толщина теплового пограничного слоя уменьшаются. Из определения числа Прандтля
следует, что бо́льшие числа Прандтля соответствуют меньшей теплопроводности жидко-
сти. Соответственно при увеличении числа Прандтля толщина теплового пограничного
слоя уменьшается.
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Рис. 4. Профиль температуры θ(η) при K2 = 0,2, Pr = 1,0, a = 0,5 и различных
значениях параметра материала K1:
1 — K1 = 0, 2 — K1 = 0,3, 3 — K1 = 0,7, 4 — K1 = 1,0

Рис. 5. Профиль температуры θ(η) при K1 = 0,3, Pr = 1,0, a = 0,5 и различных
значениях параметра материала K2:
1 — K2 = 0, 2 — K2 = 0,2, 3 — K2 = 0,4, 4 — K2 = 0,6
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Рис. 6. Профиль температуры θ(η) при K1 = 0,3, K2 = 0,2, a = 0,5 и различных
значениях числа Прандтля Pr:
1 — Pr = 0,2, 2 — Pr = 0,8, 3 — Pr = 1,3, 4 — Pr = 2,0
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Таб ли ц а 1

Сходимость решения при аппроксимациях различного порядка

(K1 = 0,3, K2 = 0,2, Pr = 1,0, a = 0,5, hf = −0,7, hθ = −0,8)

Порядок

приближения
−f ′′(0) −θ′(0)

1 1,152 833 0,866 667
10 1,128 183 0,773 315
15 1,128 178 0,772 787
20 1,128 178 0,772 723
25 1,128 178 0,772 715
30 1,128 178 0,772 715
35 1,128 178 0,772 715

Та бли ц а 2
Значения параметра h при K1 = K2 = 0 и различных значениях a и Pr

Pr
h

a = −1,5 a = −0,5 a = 0 a = 1,0 a = 3,0

0,5 −3/2 −3/2 −3/2 −3/2 −3/2
1,0 −3/2 −3/2 −3/2 −3/2 −3/2
3,0 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2
5,0 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2 −1/2
8,0 −1/5 −1/5 −1/5 −1/5 −1/5
10,0 −1/10 −1/10 −1/10 −1/10 −1/10

В табл. 1 приведены результаты решения, полученные с помощью МГА при аппрокси-
мациях различного порядка. В табл. 2 представлены значения h при различных значениях
параметров a, Pr. В табл. 3 приведены результаты численного и аналитического расчета
значений −θ′(0) при K1 = K2 = 0. Заметим, что эти результаты хорошо согласуются.
В табл. 4 приведены значения коэффициента поверхностного трения. Из табл. 4 следует,
что параметры материала K1 и K2 оказывают противоположное влияние на коэффициент

поверхностного трения. В табл. 5 представлены значения скорости теплообмена на стенке
−θ′(0) при различных значениях K1, K2, Pr, a. Из табл. 5 следует, что c увеличением K2,
Pr, a значения −θ′(0) увеличиваются, а с увеличением K1 — уменьшаются.

Заключение. В работе исследовано стационарное течение тиксотропной жидкости на
экспоненциально растягивающейся поверхности при наличии теплообмена. Разработана
двумерная математическая модель течения тиксотропной жидкости, возникающего при
экспоненциальном растяжении поверхности. Проведенное исследование позволяет сделать
следующие выводы.

Параметры материала K1 и K2 оказывают противоположное влияние на скорость f
′

и толщину пограничного слоя. С увеличением числа Прандтля Pr температура и толщи-
на теплового пограничного слоя уменьшаются. С увеличением параметра температуры a
температура θ(η) уменьшается, а с увеличением параметра материала K1 — увеличива-
ется.

При увеличении параметра K1 значения коэффициента поверхностного трения увели-
чиваются, а при увеличении параметра K2 — уменьшаются.
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Та бли ц а 4

Значения коэффициента поверхностного

трения Cf Re1/2 при различных значениях K1 и K2

K1 K2 −Cf Re1/2

0 0,2 0,994 90
0,1 0,2 1,010 67
0,2 0,2 1,030 36
0,3 0,2 1,056 38
0,1 0 1,561 55
0,1 0,2 1,010 67
0,1 0,3 0,942 89
0,1 0,4 0,895 04

Таб ли ц а 5

Значения −θ′(0)
при различных значениях K1, K2, Pr, a

K1 K2 Pr a −θ′(0)

0 0,2 1,0 0,5 0,792 47
0,4 0,2 1,0 0,5 0,762 70
0,6 0,2 1,0 0,5 0,706 13
0,3 0,1 1,0 0,5 0,748 61
0,3 0,3 1,0 0,5 0,786 10
0,3 0,5 1,0 0,5 0,835 39
0,3 0,5 0,4 0,5 0,425 83
0,3 0,5 0,8 0,5 0,663 94
0,3 0,5 1,5 0,5 1,006 40
0,3 0,5 1,5 0 0,555 57
0,3 0,5 1,5 0,7 0,852 03
0,3 0,5 1,5 1,5 1,103 59

С увеличением параметра материала K1 значения локального числа Нуссельта −θ′(0)
и скорости передачи тепла на стенке уменьшаются. Параметры K1 и K2 оказывают про-
тивоположное влияние на число Нуссельта.
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