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Численно и аналитически исследованы различные режимы движения забиваемой в грунт 
трубы с грунтовой пробкой, содержащейся в ней, при действии ударного импульса прямо-
угольной формы с учетом сухого трения как между трубой и пробкой, так и между трубой и 
внешней неподвижной средой. Проведено сравнение решений по двум моделям с учетом и 
без учета упругости трубы и пробки. Показано, что в случае импульса достаточно большой 
длительности влиянием упругости трубы и пробки можно пренебречь. 

Сухое трение, импульсное нагружение, нелинейная динамика, численное моделирование, аналити-
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Одной из важнейших задач при бестраншейной прокладке подземных коммуникаций с по-
мощью забивания металлических труб в грунт является изучение влияния на волновой процесс 
трения между боковой поверхностью трубы и грунта, находящегося внутри и снаружи трубы. 
Сухое трение играет важную роль также во многих механических системах, где есть относи-
тельное перемещение тел, контактирующих без смазки. Вопросам взаимодействия твердых тел 
с учетом сухого трения посвящена обширная литература [1 – 24]. Первыми исследовали законы 
сухого трения Леонардо да Винчи (1452 – 1519), Амонтонс (1663 – 1705) и Кулон (1736 – 1806) [1]. 
Обзор моделей сухого трения можно найти в [11, 19, 24]. Различные аспекты численного реше-
ния задач с нелинейными законами сухого трения рассматривались в [7 – 9, 15, 16, 21, 22, 24]. 
Аналитические решения для систем с одной степенью свободы и сухим трением приведены  
в [4, 6, 10, 13, 14, 17, 18, 20]. Стационарные режимы движения одного или двух тел с сухим 
трением, описываемым законом Кулона [1], исследовались в [2 – 4, 9, 12 – 14, 17], нестацио-
нарные режимы — в [9, 10, 18, 20 – 24]. В большинстве отмеченных работ основное внимание 
акцентируется на анализе смены режимов скольжения и прилипания при действии гармониче-
ской возбуждающей силы. Импульсное воздействие на систему тел с сухим трением Кулона 
практически не изучено. 

Данная работа посвящена проблеме взаимодействия цилиндрической трубы с внешней непод-
вижной средой и внутренней грунтовой пробкой при действии одиночного импульса. Трение на 
внешней и внутренней поверхности трубы описывается классическим законом трения Кулона [1]. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 17-77-20049). 
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ В СЛУЧАЕ ЖЕСТКОЙ ТРУБЫ И ПРОБКИ 

Будем исследовать совместное движение стальной цилиндрической трубы, погруженной  
в недеформируемый грунт, и грунтовой пробки, содержащейся в трубе, при действии на трубу 
импульсной нагрузки )(tQ , направленной вдоль оси трубы (рис. 1). Рассмотрим случай жест-
кой трубы и жесткой пробки, т. е. труба и пробка моделируются как сосредоточенные массы. 
Уравнения движения с учетом закона постоянного сухого трения Кулона на поверхностях кон-
такта внутренней поверхности трубы и пробки, а также внешней поверхности трубы и непод-
вижного грунта имеют следующий вид (модель I): 

 2222111111 )()( kLPkLPtQtUM ττ −−=&& , (1) 

 222222 )( kLPtUM τ=&& , (2) 
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Здесь 1U , 2U  — перемещения трубы и пробки; 1τ , 2τ  — предельные сдвиговые напряжения на 
внешней и внутренней поверхностях трубы; 1P , 2P  — внешний и внутренний периметры трубы; 

1L , 2L  — длины трубы и пробки; 1M , 2M  — массы трубы и пробки; t — время. В (1), (2) полага-
ется, что сила сухого трения приложена на всей внешней поверхности трубы (пропорциональна 1L ) 
и на поверхности контакта пробки и трубы (пропорциональна 2L ). Предполагаем, что в началь-
ный момент времени все перемещения и скорости равны нулю: )0()0()0()0( 2121 UUUU === && . 

 
Рис. 1. Схема постановки задачи 

Дальнейшие рассуждения будем проводить на примере действия одиночного импульса 
прямоугольной формы с амплитудой 0Q  и длительностью 0t :  

 )–()()( 00 ttHtHQtQ = , (4) 

где Н — ступенчатая функция Хевисайда. 
Проинтегрируем (1), (2) с учетом (3), (4) и нулевых начальных условий. В этом случае ре-

шение будет иметь вид: 
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Вычислим разность скоростей перемещений трубы и пробки: 
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где ( )21 /1 MM+= βγ . 
Поскольку функция 12 =k , если 021 >−UU && , то в результате имеем неравенство для опре-

деления интервала времени, где 12 =k : 
 0/]/)()–()–([)()( 1211000021 >+−+=− ∗ MtkttHtttHtQtUtU τγττ&& . (6) 
Аналогично получаем неравенство для определения интервала времени, где 11 =k : 

 0/]/)()–()–([)( 122100001 >+−+= ∗ MtkttHtttHtQtU ττβτ& . 
а) Рассмотрим случай: ∗<+ τγττ 21 . Тогда ∗<+<+ τγτττβτ 2121 , поскольку βγ > . При 

этом существует интервал времени, где 12 =k  и 11 =k . Найдем его. Пусть 1t  и 2t  удовлетворя-
ют равенствам 0211 )( tt ∗=+ τγττ  и 0212 )( tt ∗=+ τβττ . Отсюда 02101 )/( ttt ≥+= ∗ γτττ  и 

012102 )/( tttt >>+= ∗ βτττ . Если 21 γτττ +=∗ , то справедливо равенство 01 tt = . На интервале 
времени ],0[ 1tt∈  имеем 12 =k  и 11 =k . Следовательно, решение примет вид: 
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Вычислим значения 1U& , 2U&  в момент времени 1t : 
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Таким образом, до момента времени 1t  труба и пробка движутся с разными скоростями (про-
исходит скольжение пробки относительно трубы), в момент времени 1t  их скорости принимают 
равные значения (труба и пробка слипаются) и в случае, когда αττ =21 /  (α = const), имеют одно и 
то же значение: 
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независимо от конкретных значений 1τ , 2τ . 
Пусть 1tt > . Тогда справедливо неравенство (6) и, следовательно, 11 =k . Функция 2k  при 

1tt >  может принимать два значения: 12 −=k  и 02 =k . 
Допустим 12 −=k . Из (5) получим следующее решение для трубы на интервале времени 

31 ttt << , где время 3t  находится из равенства 0)( 31 =tU& : 
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На интервале времени 41 ttt << , где время 14 2tt =  определяется из равенства 0)( 42 =tU& , 
имеем следующее решение для скорости пробки: 
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При 3tt >  имеем 01 =k  и, следовательно, 0)(1 =tU& , при 4tt >  имеем 0)(2 =tU& . 
Проверим, при каких значениях параметров задачи выполняется неравенство 

0)()( 21 <− tUtU &&  на интервале 31 ttt << , т. е. 12 −=k . Неравенство 
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справедливо только при 12 τγτ < . В результате, при 1tt >  получим, что 12 −=k , если 12 τγτ < , 
иначе 02 =k , если 12 τγτ ≥ . 

Отсюда имеем следующее решение при 12 τγτ <  и ∗<+ τγττ 21 : 
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Рассмотрим случай, когда 1tt >  и 12 τγτ ≥ . Тогда 02 =k  и 11 =k . Поскольку функция 
02 =k , если 0)()( 21 =− tUtU && , то )()( 21 tUtU && = , т. е. пробка и труба слипаются и движутся вме-

сте. Их общая масса равна 21 MM + . Их совместное движение описывается формулой 
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Они вместе движутся до момента времени 105 /ττ∗= tt , если 01 ≠τ :  
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Если 01 =τ , то при 1tt >  имеем )/()()( 210021 MMtQtUtU +== && . 
Таким образом, в случае ∗≤+ τγττ 21  и 12 τγτ ≥  получим следующее решение: 
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В случае 021 ==ττ  имеем решение: 11 /)()( MtItU =& , 0)(2 =tU& . 
б) Рассмотрим случай ∗≥+ ττγτ 12 . Здесь, как и ранее, возможны два варианта: 12 −=k  и 
02 =k . 
Допустим сначала, что 12 −=k  и 11 =k . Тогда на интервале 0tt ≤  справедливо неравенство 
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Оно выполняется, если ∗<− τβττ 21 . 
Вычислим скорость пробки на интервале 0tt ≤ : 
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и относительную скорость движения трубы и пробки: 
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Неравенство 0)()( 21 <− tUtU &&  выполняется, если ∗>− τγττ 21 . 
На плоскости 2τ , 1τ  неравенства ∗>− τγττ 21 , ∗<− τβττ 21 , ∗≥+ τγττ 21  определяют три 

области, которые имеют только одну точку пересечения ),0(),( 12 ∗= τττ . В итоге получаем, что 
случай 12 −=k  и 11 =k  при ∗≥+ τγττ 21  и 0tt <  не реализуется. 

Пусть 02 =k  и 11 =k . Тогда труба и грунтовая пробка совершают совместное движение:  
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Вычислим их скорости в момент времени 0tt = : 
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Пусть теперь 0tt > . Проверим, возможна ли ситуация, когда 12 −=k . Допустим, что 
12 −=k . Тогда должно выполняться следующее неравенство: 
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Оно справедливо, только если ∗<ττ1 . 
Пусть при 6tt =  0)( 61 =tU& . Тогда имеем 
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Вычислим скорость пробки при 0tt > : 
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и относительную скорость трубы и пробки: 
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Если 12 τγτ < , то 0)()( 21 <− tUtU &&  и случай 12 −=k  может реализоваться. Заметим, что  
если 12 τγτ < , то 12 τβτ <  и 6t  определено. 

Пусть при 7tt =  выполняется равенство 0)( 72 =tU& . Рассчитаем это время: 
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В результате при выполнении неравенств ∗≥+ τγττ 21  и 12 τγτ <  имеем следующее решение 
для скорости пробки: 
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Рассмотрим теперь случай 02 =k  ( 12 τγτ ≥ ). Вычислим общую скорость трубы и пробки: 
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Здесь 0)(1 >tU& , если 1ττ >∗ . 
с) Рассмотрим случай ∗>ττ1 . Тогда ∗>+ τβττ 21 , ∗>+ τγττ 21 . Следовательно, пробка и 

труба стоят на всем интервале времени: 
 0)()( 21 == tUtU && ,   0>t . 
Подведем итоги исследования. Для этого разобьем плоскость 1τ , 2τ  на области I, II, III, IV, V, 

как показано на рис. 2. Выпишем для каждой области выражения для скоростей перемещений и 
перемещений, полученных интегрированием по времени скоростей трубы и пробки. 

 
Рис. 2. Области решений в плоскости 1τ , 2τ  

Решение в области I ( 12122 ,,0 τγτττγττ <<+≥ ∗ ): 
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Решение в области II ( 12211 ,,0 τγττγτττ ≥<+≥ ∗ ): 
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Решение в области III ( 12211 ,,0 τγττγττττ <≥+<≤ ∗∗ ): 
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Решение в области IV ( 12211 ,, τγττγττττ ≥≥+< ∗∗ ): 
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Решение в области V ( ∗≥≥ τττ 12 ,0 ): 021 ==UU && , 0≥t . 
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АЛГОРИТМ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОГО РЕШЕНИЯ С УЧЕТОМ СУХОГО ТРЕНИЯ 

Система уравнений (1) – (3) с нулевыми начальными условиями решалась численно для 
одиночного удара с использованием явной конечно-разностной схемы: 

111112222
21

11
1

1 /)(2 MkLPkLPQUUU nnnn τττ −−=+− −+ , 

22222
21

22
1

2 /2 MkLPUUU nnn ττ=+− −+ . 
Здесь τ  — шаг разностной сетки по времени t ; )(11 nUU n τ= , )(22 nUU n τ=  — перемещения 

трубы и пробки в момент времени nt τ= ; )( nQQn τ=  — амплитуда внешнего воздействия  
в момент времени nt τ= . 

Алгоритм расчета с учетом трения состоит в следующем. Поскольку ни направление, ни 
сила трения заранее неизвестны, в процессе решения вычисляются сначала скорости переме-
щений трубы для двух возможных знаков 1k  ( 01 >k  и 01 <k ), при этом полагаем 02 =k : 

а) в первом случае ( 01 >k ) введем фиктивную скорость τ/)( 1
0
1

0
1

nUUU −= ++& , где 

1111
21

1
0
1 / MPLUU n ττ−= ++ ; 
б) во втором случае ( 01 <k ) введем фиктивную скорость τ/)( 1

0
1

0
1

nUUU −= −−& , где 

1111
21

1
0
1 / MPLUU n ττ+= +− . 
В этих случаях 1

1
+nU  вычисляется из разностного уравнения для трубы без учета трения: 

1
21

11
1

1 /2 MQUUU nnnn τ+−= ++ . 
При этом возможны две ситуации: 
1. Если скорости +0

1U&  и −0
1U&  одного знака, то в качестве истинного значения смещения 

1
1
+nU  из +0

1U , −0
1U , выбирается то 10

1
kU , для которого достигается минимум 

 )]abs(),abs(min[)abs( 0
1

0
1

0
1

1 +−= UUU k &&& . 

2. Если скорости +0
1U&  и −0

1U&  разных знаков или одна из этих скоростей обращается в нуль, 
то исходя из предположения о “пассивности” трения, следует вывод о том, что реальная ско-
рость трубы равна нулю.  

Далее вычисляем скорости перемещений трубы и пробки для двух возможных знаков 2k  
( 02 >k  и 02 <k ), при этом полагаем, что значение 1k  выбрано на предыдущем шаге: 

а) в первом случае ( 02 >k ) введем фиктивные скорости τ/)( 111
11 nkk UUU −= ++& , 

τ/)( 222
nUUU −= ++& , где 12221111

21
11 /)(1 MPLkPLUU nk τττ +−= ++ , 2222

21
22 / MPLUU n ττ+= ++ ; 

б) во втором случае ( 02 <k ) введем фиктивные скорости τ/)( 111
11 nkk UUU −= −−& , 

τ/)( 222
nUUU −= −−& , где 12221111

21
11 /)(1 MPLkPLUU nk τττ −−= +− , 2222

21
22 / MPLUU n ττ−= +− .  

Величина 1
2
+nU  находится из разностного уравнения для пробки без учета трения: 

1
22

1
2 2 ++ −= nnn UUU . 
Как и ранее, здесь возможны две ситуации: 
1. Если скорости ++ − 21

1 UU k &&  и −− − 21
1 UU k &&  одного знака, то в качестве истинных значений 

смещений 1
1
+nU , 1

2
+nU  из 1

1
kU + , +

2U  и 1
1

kU − , −
2U , выбирается пара 12

1
kkU , 2

2
kU , для которой дос-

тигается минимум 
 )]abs(),abs(min[)abs( 212121

11212 −−++ −−=− UUUUUU kkkkk &&& . 
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2. Если скорости ++ − 21
1 UU k &&  и −− − 21

1 UU k &&  разных знаков или одна из этих скоростей обра-
щается в нуль, то исходя из предположения о “пассивности” трения, следует вывод о том, что 
реальная относительная скорость трубы и пробки равна нулю. Пробка и труба склеиваются и 
движутся вместе, следовательно, сила трения между ними отсутствует. 

Таким образом, проблема расчета моментов времени, в которые происходит смена режи-
мов покоя трубы (относительного покоя трубы и пробки) и движения трубы (относительного 
движения трубы и пробки), представляющая основную трудность в аналитических решениях, 
сводится к выявлению точек, где +0

1U&  и −0
1U&  ( ++ − 21

1 UU k &&  и −− − 21
1 UU k && ) разных знаков или одна 

из них обращается в нуль. Поскольку в процессе расчета однозначно определяются величина и 
направление действия силы трения, на каждом временном слое решается линейная задача, в ко-
торой сила трения теперь найдена и входит как нагрузка в правую часть уравнения.  

ГРАФИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЧИСЛЕННЫХ И АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

На рис. 3 – 6 представлены зависимости скоростей трубы и пробки от времени, рассчитанные 
методом конечных разностей и аналитически по формулам (7) – (10) при различных значениях 
коэффициентов предельного сдвигового напряжения 1τ , 2τ . Остальные параметры задачи имели 
следующие значения: длины трубы и пробки 121 == LL  м, плотности трубы и пробки 78001 =ρ , 

18002 =ρ  3кг/м , толщина трубы 003.01 =h  м, внутренний радиус трубы 035.01 =R  м, дли-
тельность импульса 500 =t  мс, амплитуда действующей силы 000230 =Q  Н, шаг разностной 
сетки по времени 2.0=τ  мс. Данным значениям параметров соответствовали следующие значе-
ния массы трубы и пробки: 37.51 ≈M , 93.62 ≈M  кг. Поскольку на рис. 3 – 6 аналитические и 
численные решения совпали с точностью до погрешностей построения графиков, в дальнейшем 
не указывается, каким методом получены скорости. На рис. 3 – 6 сплошные линии соответствуют 
функциям )(1 tU& , штрихпунктирные — функциям )(2 tU& , вертикальные штриховые — моментам 
времени 7654310 ,,,,,, ttttttt . 

На рис. 3 приведены скорости трубы и пробки, рассчитанные по модели I при 
036564.0)1/(1 =+= ∗ γττ МПа. Параметры задачи для кривых 1 и 2 отвечают области решений I, 

для кривых 3 — области решений IV. Анализ решений при )1/(1 += ∗ γττ  показывает: при 
02 =τ  пробка стоит, труба движется; при )1/(0 2 +<< ∗ γττ  пробка и труба движутся с разными 

скоростями до момента остановки; при )1/(2 +≥ ∗ γττ  пробка и труба склеиваются в начальный 
момент времени и движутся вместе до момента остановки. 

 
Рис. 3. Скорости трубы и пробки при )1/(1 += ∗ γττ : 1 — 02 =τ ; 2 — 01.02 =τ  МПа;  
3 — 036564.02 =τ  МПа 
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На рис. 4 представлены скорости трубы и пробки, рассчитанные по модели I при 21 2ττ = . 
Параметры задачи для кривой 1 отвечают области решений II, для кривых 2 — области решений I, 
для кривых 3, 4 — области решений III. Горизонтальные штриховые линии соответствуют значе-
ниям 100 / MtQU =∗

&  и )/(/ 200 αγβ +=∗∗ MtQU&  ( 2=α ). В случае параметров из области реше-
ний III труба и пробка движутся вместе до момента времени 0t , а затем с разными скоростями до 
момента остановки. 

 
Рис. 4. Скорости трубы и пробки при 21 2ττ = : 1 — 01 =τ ; 2 — 02.01 =τ  МПа; 3 — 053.01 =τ ;  
4 — 07.01 =τ  МПа 

На рис. 5 показаны скорости трубы и пробки, рассчитанные по модели I при 01 =τ . Пара-
метры задачи для кривых 1 – 4 отвечают области решений II, для кривой 5 — области решений IV. 
Горизонтальная штриховая линия соответствует значению )/( 2100 MMtQU +=∗

& . Видно, что  
в случае отсутствия сухого трения на внешней поверхности трубы ( 01 =τ ) скорости трубы и 
пробки со временем выходят на постоянное значение, равное ∗U& . 

 
Рис. 5. Скорости трубы и пробки при 01 =τ : 1 — 01.02 =τ  МПа; 2 — 02.02 =τ ; 3 — 03.02 =τ ;  
4 — 05.02 =τ ; 5 — 0589.02 =τ  МПа 

На рис. 6а приведены скорости трубы и пробки, рассчитанные по модели I при 21 ττ = . 
Параметры задачи для кривых 1 – 4 отвечают области решений II, для кривых 5, 6 — области 
решений IV. Горизонтальные штриховые линии соответствуют значениям 100 / MtQU =∗

&  и 
)/(/ 200 αγβ +=∗∗ MtQU&  ( 1=α ). Видно, что в отличие от решений области I, в случае решений 

области II труба и пробка сначала движутся с разными скоростями, т. е. происходит проскальзыва-
ние между ними, а затем склеиваются и движутся вместе. Кроме того, значение ∗∗U&  постоянно для 
любых предельных сдвиговых напряжений на внешней и внутренней поверхности трубы при ус-
ловии, что const/ 21 =ττ . 
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Рассмотрим следующую задачу. Пусть в начальный момент времени площадь соприкосно-
вения трубы и внешнего грунта равна нулю. Будем полагать, что по мере того, как при внеш-
нем воздействии труба погружается в грунт, площадь соприкосновения трубы и окружающего 
грунта растет пропорционально перемещению tU . Уравнения движения в этом случае имеют 
вид (модель II): 

 2222111111 )()( kLPkUPtQtUM ττ −−=&& ,    222222 )( kLPtUM τ=&& . (11) 
Получить аналитическое решение уравнений (11) достаточно сложно, поэтому они рассчи-

тывались методом конечных разностей. На рис. 6б представлены результаты расчетов по моде-
ли II при тех же параметрах, что и на рис. 6а. Однако скорости перемещений на рис. 6б больше, 
чем соответствующие скорости на рис. 6а. Объясняется это тем, что если сила трения пропор-
циональна перемещению трубы, то она меньше, чем когда она пропорциональна длине трубы 
на всем интервале времени. 

 
Рис. 6. Скорости трубы и пробки при 21 ττ = : а — модель I; б — модель II; 1 — 02 =τ ;  
2 — 005.02 =τ  МПа; 3 — 014.02 =τ ; 4 — 028.02 =τ ; 5 — 036564.02 =τ ; 6 — 065.02 =τ  МПа 

СРАВНЕНИЕ РЕШЕНИЙ С УЧЕТОМ И БЕЗ УЧЕТА УПРУГОСТИ ТРУБЫ И ПРОБКИ 

Исследуем, насколько правомерно моделировать движение трубы и пробки как жестких 
сосредоточенных масс. Для этого рассмотрим случай взаимодействия упругой трубы и упругой 
пробки. Их движение будем описывать как движение упругих стержней одномерными волно-
выми уравнениями относительно перемещений (модель III): 

 )(sign 21222
1

2

112
1

2

11 uuP
x
uSE

t
uS && −−

∂
∂

=
∂
∂ τρ , (12) 

 )(sign 21222
2

2

222
2

2

22 uuP
x
uSE

t
uS && −+

∂
∂

=
∂
∂ τρ . (13) 

Здесь 1u , 2u  — перемещения трубы и пробки; 2τ  — предельное сдвиговое напряжение между 
трубой и пробкой; 2P  — внутренний периметр трубы; 1S , 2S  — площади поперечного сечения 
трубы и пробки; 1E , 2E  — модули Юнга трубы и пробки; 1ρ , 2ρ  — плотности материала трубы 
и пробки; t — время; x — осевая координата. Начальные условия, как и ранее, нулевые. Система 
координат выбрана так, чтобы ее начало совпадало с ударяемым концом трубы, а ось x была на-
правлена параллельно оси трубы (см. рис. 1). Продольная нагрузка )–()()( 00 ttHtHQtQ =  при-
ложена в сечении 0=x . На торцах трубы и пробки заданы следующие граничные условия: 
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 )(
0

1
11 tQ

x
uSE

x
−=

∂
∂

=

,    0
1

1
11 =
∂
∂

=Lxx
uSE ,    0

0

2
22 =
∂
∂

=xx
uSE ,    0

2

2
22 =
∂
∂

=Lxx
uSE . (14) 

Для решения данной задачи использовалась явная схема типа “крест” метода конечных 
разностей. Алгоритм расчета сухого трения в процессе численного решения для стержневой 
модели трубы описан в [21, 22]. 

На рис. 7 показаны фрагменты скоростей перемещений трубы. Сплошная линия соответст-
вует скорости в среднем сечении трубы ( 2/1Lx = ) в случае использования модели III упругих 
тел. Для модели I жестких масс скорость представлена штрихпунктирной линией. Заметим, что 
полный график для модели I приведен на рис. 5, кривая 1. Параметры задачи имеют следующие 
значения: 6

1 10195 ⋅=E , 6
2 106.0 ⋅=E  МПа, 01 =τ , 01.02 =τ  МПа, 002.0=τ  мс, шаг разност-

ной сетки по продольной координате 01.0=h  м, остальные параметры те же, что и на рис. 3 – 6. 

 
Рис. 7. Скорости трубы: штрихпунктирная линия — модель I, сплошная — модель III 

Видно, что качественное поведение решений, описываемых упругой и жесткой моделью 
взаимодействующих тел, совпадает. Различия состоят в появлении в решении для упругой мо-
дели осцилляций, связанных с отражениями волн от торцов трубы. Погрешность в определении 
максимальной амплитуды скорости трубы, рассчитанная по более простой модели I, составляет 
менее 0.25 % относительно упругой модели III. Сравнение решений по двум моделям свиде-
тельствует о том, что если длительность импульса существенно больше времени пробега волны 
по трубе туда и обратно со стержневой скоростью, то для описания движения трубы и пробки 
можно пользоваться упрощенной моделью (1), (2). 

ВЫВОДЫ 

Получены аналитические решения, описывающие процесс забивания в грунт трубы с грун-
товой пробкой. Исследованы различные режимы движения данной системы в зависимости от 
параметров предельных сдвиговых напряжений на внутренней и внешней поверхности трубы. 

Разработаны конечно-разностные алгоритмы расчета различных моделей трубы и пробки  
с учетом сухого трения. Показано, что численные и аналитические решения совпадают с боль-
шой точностью. 

Установлено, что в случае импульса достаточно большой длительности влиянием упруго-
сти трубы и пробки можно пренебречь и моделировать процесс движения трубы и пробки как 
сосредоточенных масс. 
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