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В данной статье мы изучаем нелинейное интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра с дробной
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In this paper, we study a nonlinear integro-differential Volterra equation with a fractional Caputo deriva-
tive. Based on techniques derived from a study of classical Volterra equations, namely Picard’s iterative
sequence and the product integration method, we propose a complete analytical and numerical study of this
equation. Our study is closed by the development of two numerical examples.
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1. Введение

Исторически задачи, описывающие меняющиеся во времени природные явления, или
задачи с начальными значениями обычно представлены уравнениями типа Вольтерра.
Такое представление обеспечивает лучший аналитический и численный подход [1–4]. Это
значительно повышает интерес к уравнениям такого типа в области математического
моделирования с применениями в физике, инженерии и биологии.

Недавно авторов статей [1, 5–7] заинтересовал новый тип уравнений Вольтерра, а
именно их интегро-дифференциальная версия. Новизна их работы заключается в том,
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что производная решения появляется под знаком интеграла в нелинейном виде. Этот
тип уравнения происходит от так называемой задачи модели землетрясения [8], когда
положение движущейся массы нелинейно зависит от ее скорости.

С другой стороны, у нас есть дробное исчисление, новая популярная концепция, к
которой имеется большой интерес в исследованиях в области прикладной математи-
ки [9, 10]. Мы будем использовать эту дробную производную для построения нового
дробного интегро-дифференциального уравнения Вольтерра с целью представления но-
вого подхода к задачам, которые встречаются при изучении его классической формы.

Интегро-дифференциальное уравнение в его дробном обобщении, которое мы пред-
ставим в данной статье, изучалось Х. Геббаем с соавторами в [1]:

∀ t ∈ [a, b] u(t) =

∫ t

a
K
(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds+ f(t),

где u — неизвестная функция, а f задана в C1 [a, b]. Авторы показывают, что это урав-
нение допускает решение u ∈ C1 [a, b], если верны следующие гипотезы:

(H0)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1) f ∈ C1[a, b] и
∂K

∂t
∈ C

(
[a, b]2 × R2

)
;

2) ∃M > 0 ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x, y ∈ R

max

(
|K(t, s, x, y)| ,

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, x, y)

∣∣∣∣) ≤M ;

3) ∃A,B, Ā, B̄ > 0 ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x, y, x̄, ȳ ∈ R
|K(t, s, x, y)−K(t, s, x̄, ȳ)| ≤ A |x− x̄|+B |y − ȳ| ,∣∣∣∣∂K∂t (t, s, x, y)− ∂K

∂t
(t, s, x̄, ȳ)

∣∣∣∣ ≤ Ā |x− x̄|+ B̄ |y − ȳ| .

Однако для единственности этого решения необходимо добавить следующее ограни-
чительное условие: B < 1. Цель данной статьи — изучение дробной версии предыдуще-
го уравнения и получение аналитических и численных результатов без предположения,
что B < 1.

Уравнение, которое мы изучаем в данной статье, имеет вид

∀ t ∈ [a, b] u(t) =

∫ t

a
K
(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds+ f(t), (1)

где u — неизвестная функция, Dα
c — стандартная дробная производная Капуто порядка

0 < α < 1. Сначала изучим это уравнение в аналитическом смысле: найдем условия,
достаточные для обеспечения существования и единственности решения. Затем изучим
его в численном смысле: используем метод интегрирования произведения для аппрокси-
мации решения. Наконец, представим численные примеры.

2. Предварительная информация

Введем некоторые необходимые определения и теоремы, которые будут использовать-
ся в дальнейшем. Эти определения можно найти в современной литературе [9].
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Определение 1. Дробная производная Капуто α > 0 непрерывной функции ϕ задается
следующим образом:

Dα
c ϕ(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

ϕ(n)(s)

(t− s)α−n+1
ds,

где n — наименьшее целое число, которое больше или равно α, а Γ(·) — известная гамма-
функция Эйлера.

В данной статье мы используем дробную производную Капуто порядка α ∈ ]0, 1[ :

Dα
c ϕ(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−αϕ′(s) ds.

Рассмотрим векторное пространство

C1[a, b] :=
{
ϕ : [a, b]→ R | ϕ,ϕ′ — непрерывны на [a, b]

}
,

снабженное нормой

∀ϕ ∈ C1[a, b] ‖ϕ‖α = max
t∈[a,b]

|ϕ(t)|+ max
t∈[a,b]

∣∣Dα
c ϕ(t)

∣∣.
Лемма 1. Нормированное пространство

(
C1[a, b], ‖ · ‖α

)
не является полным.

Доказательство. Ясно, что ‖ · ‖α является нормой для C1[a, b]. Пусть (ϕn)n∈N∗ — по-
следовательность в C1[−1, 1], такая что

ϕn(t) =



−t− 1, −1 ≤ t ≤ −1

n
,

n

2
t2 +

1

2n
− 1,

−1

n
≤ t ≤ 1

n
,

t− 1,
1

n
≤ t ≤ 1.

Для всех p > n имеем

max
t∈[a,b]

∣∣ϕn(t)− ϕp(t)
∣∣ ≤ 1

2n
,

max
t∈[a,b]

∣∣Dα
c ϕn(t)−Dα

c ϕp(t)
∣∣ ≤ 22−α + 1

Γ(3− α)(n1−α)
,

∀ t ∈ [−1, 1] lim
n→∞

ϕn(t) = |t| − 1.

Поэтому (ϕn)n∈N∗ — последовательность Коши в C1[−1, 1], но она не имеет предела
в C1[−1, 1].

Мы понимаем, что на данной стадии пространство C1[a, b] не является достаточным
для проведения аналитического и численного исследования нашего уравнения (1), по-
скольку банахово пространство является минимальной структурой, в которой мы можем
выполнить надежную численную аппроксимацию интегральных уравнений такого типа.
Для этого мы должны построить пополнение нормированного пространства C1[a, b] с
использованием процедуры, разработанной для метрических пространств в [11].
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Определение 2. Нормированное пространство (X∗, N∗) называется пополнением нор-
мированного пространства (X,N) , еслиX∗ является полным, аX изометрично плотному
подмножеству X∗.

Пусть C
(
C1[a, b]

)
— векторное пространство всех последовательностей Коши

в C1[a, b], и пусть R — соотношение в C
(
C1[a, b]

)
, определяемое следующим образом:

∀ (an)n∈N, (bn)n∈N ∈ C
(
C1[a, b]

)
(an)n∈N R (bn)n∈N ⇔ lim

n→∞
‖an − bn‖α = 0.

Ясно, что R — соотношение эквивалентности в C
(
C1[a, b]

)
. Обозначим при помощи

FDα
c [a, b] фактор-множество C

(
C1[a, b]

)
/R, т. е. FDα

c [a, b] состоит из классов эквива-
лентности

[
(an)n∈N

]
последовательностей Коши (an)n∈N ∈ C

(
C1[a, b]

)
. Пусть ‖|·|‖α —

функция, определяемая как

∀ϕ =
[
(an)n∈N

]
∈ FDα

c [a, b] ‖|ϕ|‖α = lim
n→∞

‖an‖α .

Теорема 1.
(
FDα

c [a, b], ‖|·|‖α
)
— единственное пополнение

(
C1[a, b], ‖·‖α

)
.

Доказательство. Легко видно, что
(
FDα

c [a, b], ‖|·|‖α
)
— нормированное полное, т. е. ба-

нахово, пространство. Теперь для каждого ϕ ∈ C1[a, b] последовательность (ϕ,ϕ, ϕ, . . . ) ∈
C
(
C1[a, b]

)
, тогда C1[a, b] изометрично множеству

Y =
{

(ϕ,ϕ, ϕ, . . . ) : ϕ ∈ C1[a, b]
}
,

и Y плотно в FDα
c [a, b]. Для доказательства единственности см. [11, лемма 14.9].

Поскольку норма ‖·‖α частично содержит обычную норму C0[a, b], мы можем иден-
тифицировать пространство FDα

c [a, b] следующим образом:

FDα
c [a, b] =

{
ϕ ∈ C0[a, b] : ‖ϕ‖α < +∞

}
,

и ‖|·|‖α = ‖·‖α.

3. Уравнение

Пусть K — функция, определяемая как

K : [a, b]2 × R2 → R,
(t, s, x, y) 7→ K (t, s, x, y) .

Предположим, что K удовлетворяет следующим гипотезам:

(H1)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1)
∂K

∂t
∈ C

(
[a, b]2 × R2

)
;

2) ∃M1,M2,M3 ≥ 0, ∃γ1, γ2 > 0 ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x, y ∈ R

max

(
|K(t, s, x, y)| ,

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, x, y)

∣∣∣∣) ≤M1 |x|γ1 +M2 |y|γ2 +M3;

3) ∃A,B, Ā, B̄ ≥ 0 ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x, y, x̄, ȳ ∈ R
|K(t, s, x, y)−K(t, s, x̄, ȳ)| ≤ A |x− x̄|+B |y − ȳ| ,∣∣∣∣∂K∂t (t, s, x, y)− ∂K

∂t
(t, s, x̄, ȳ)

∣∣∣∣ ≤ Ā |x− x̄|+ B̄ |y − ȳ| .
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Ясно, что H1 слабее H0. Кроме того, H1 позволяет нам вычислить производную
Капуто в обеих частях уравнения (1) и получить

∀ t ∈ [a, b] Dα
c u(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−αK

(
s, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds +

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

∂K

∂s

(
s, θ, u(θ), Dα

c u(θ)
)
dθ ds+Dα

c f(t).

Определим функционал φf как

∀ ξ ∈ FDα[a, b], ∀ t ∈ [a, b] φf (ξ)(t) :=

∫ t

a
K
(
t, s, ξ(s), Dα

c ξ(s)
)
ds+ f(t).

Предложение 1. Для всех f ∈FDα[a, b] функционал φf непрерывен из FDα[a, b] в себя.

Доказательство. Пусть ξ ∈ FDα[a, b]. Ясно, что φf (ξ) непрерывен на [a, b]. Для всех
t ∈ [a, b] имеем

Dα
c φf (ξ)(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−αK

(
s, s, ξ(s), Dα

c ξ(s)
)
ds+

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

∂K

∂s

(
s, θ, ξ(θ), Dα

c ξ(θ)
)
dθ ds+Dα

c f(t),

которая непрерывна на [a, b] и для всех t ∈ [a, b]

∣∣Dα
c φf (ξ)(t)

∣∣ ≤ 3 max (M1,M2,M3)

(
(b− a)1−α

Γ(2− α)
+

(b− a)2−α

Γ(3− α)

)
×(

max
(
1, ‖ξ‖α

))max(1,γ1,γ2)
+ ‖f‖α.

Тогда φf (ξ) ∈ FDα[a, b]. Пусть (ξn)n∈N — последовательность в FDα[a, b], сходящаяся к
ξ ∈ FDα[a, b]. Мы имеем

max
t∈[a,b]

∣∣φf (ξ)(t)− φf (ξn)(t)
∣∣ ≤ (b− a) max(A,B)‖ξ − ξn‖α,

max
t∈[a,b]

∣∣Dα
c φf (ξ)(t)−Dα

c φf (ξn)(t)
∣∣ ≤ ((b−a)1−α

Γ(2−α)
max(A,B)+

(b−a)2−α

Γ(3−α)
max

(
Ā, B̄

))
‖ξ−ξn‖α.

Поэтому φf непрерывна из FDα[a, b] в себя.

3.1. Аналитическое исследование

Рассмотрим вопрос о существовании и единственности решения уравнения (1). Для
этого выберем метод последовательных приближений, называемый также методом Пи-
кара [2], но с подынтервальным подходом [5].

Теорема 2. При гипотезах H1 уравнение (1) имеет единственное решение в FDα
c [a, b].

Доказательство. Можно заметить, что существуют точки a = T0, T1, . . . , TN = b,
N ∈ N∗, такие что ∃ ρ ∈

]
0, 1

3

[
для всех 0 ≤ i ≤ N − 1, для всех t ∈ [Ti, Ti+1], для всех

1 ≤ p ≤ 6 имеем
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αp (i, t) ≤ ρ, (2)

где 

α1 (i, t) = A

∫ t

Ti

ds,

α2 (i, t) = B

∫ t

Ti

ds,

α3 (i, t) =
A

Γ(1− α)

∫ t

Ti

(t− s)−α ds,

α4 (i, t) =
B

Γ(1− α)

∫ t

Ti

(t− s)−α ds,

α5 (i, t) =
A

Γ(1− α)

∫ t

Ti

(t− s)−α
∫ s

a
dθ ds,

α6 (i, t) =
B

Γ(1− α)

∫ t

Ti

(t− s)−α
∫ s

a
dθ ds.

Сначала используем метод Пикара, чтобы установить существование и единствен-
ность в интервале [a, T1]. Затем покажем, что этот метод можно последовательно при-
менять к интервалам [T1, T2], [T2, T3], . . . , чтобы охватить весь интервал [a, b].

Рассмотрим интервал [a, T1]. Определим последовательность Пикара:

∀n ≥ 0, ∀ t ∈ [a, T1]


u0(t) = f(t),

un+1(t) =

∫ t

a
K
(
t, s, un(s), Dα

c un(s)
)
ds+ f(t),

и пусть последовательность имеет следующий вид:{
ϕ0 = u0,
ϕn+1 = un+1 − un, n ≥ 0.

Таким образом, мы получим

un =
n∑
i=0

ϕi, n ≥ 0.

Используя гипотезы H1, для всех t ∈ [a, T1] получим

∣∣ϕn+1(t)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

a

{
K
(
t, s, un(s), Dα

c un(s)
)
−K

(
t, s, un−1(s), Dα

c un−1(s)
)}
ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

a

{
A
∣∣un(s)− un−1(s)

∣∣+B
∣∣Dα

c un(s)−Dα
c un−1(s)

∣∣} ds
≤ A

∫ t

a

∣∣ϕn(s)
∣∣ds+B

∫ t

a

∣∣Dα
c ϕn(s)

∣∣ ds
≤ α1 (0, t) max

t∈[a,T1]

∣∣ϕn(t)
∣∣+ α2 (0, t) max

t∈[a,T1]

∣∣Dα
c ϕn(t)

∣∣
и
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∣∣Dα
c ϕn+1(t)

∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

{
K
(
s, s, un(s), Dα

c un(s)
)
−K

(
s, s, un−1(s), Dα

c un−1(s)
)}
ds +

1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

{
∂K

∂s

(
s, θ, un(θ), Dα

c un(θ)
)
−

∂K

∂s

(
s, θ, un−1(θ), Dα

c un−1(θ)
)}

dθ ds

∣∣∣∣
≤ A

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∣∣ϕn(s)
∣∣ ds+

B

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∣∣Dα
c ϕn(s)

∣∣ ds+

A

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

∣∣ϕn(θ)
∣∣ dθ ds+

B

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

∣∣Dα
c ϕn(θ)

∣∣ dθ ds
≤ α3 (0, t) max

t∈[a,T1]

∣∣ϕn(t)
∣∣+ α4 (0, t) max

t∈[a,T1]

∣∣Dα
c ϕn(t)

∣∣+ α5 (0, t) max
t∈[a,T1]

∣∣ϕn(t)
∣∣+

α6 (0, t) max
t∈[a,T1]

∣∣Dα
c ϕn(t)

∣∣.
Таким образом,

‖ϕn+1‖α ≤ 3ρ‖ϕn‖α =⇒ ‖ϕn+1‖α ≤ (3ρ)n+1‖ϕ0‖α,

что дает
∞∑
i=0

‖ϕi‖α ≤ ‖ϕ0‖α
1

1− (3ρ)
.

Поэтому {un}n∈N равномерно сходится к u ∈ FDα
c [a, T1]. Мы можем записать

lim
n−→∞

un(t) = u(t) =
∞∑
i=0

ϕi(t). (3)

Нам необходимо показать, что u удовлетворяет уравнению (1). Предположим, что

u(t) = un+1(t) + ∆n+1(t), n ≥ 0.

Для n ≥ 0 мы можем записать

u(t)−∆n+1(t) = f(t) +

∫ t

a
K
(
t, s, u(s)−∆n(s), Dα

c u(s)−Dα
c ∆n(s)

)
ds.

Тогда

u(t)− f(t)−
∫ t

a
K
(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds

= ∆n+1(t) +

∫ t

a

{
K
(
t, s, u(s)−∆n(s), Dα

c u(s)−Dα
c ∆n(s)

)
−K

(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)}
ds.

Используем гипотезы H1, чтобы получить
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∣∣∣∣u(t)− f(t)−
∫ t

a
K
(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∆n+1(t)

∣∣+A

∫ t

a

∣∣∆n(s)
∣∣ ds+B

∫ t

a

∣∣Dα
c ∆n(s)

∣∣ ds
≤
∣∣∆n+1(t)

∣∣+ (b− a)A max
t∈[a,T1]

∣∣∆n(s)
∣∣+ (b− a)B max

t∈[a,T1]

∣∣Dα
c ∆n(s)

∣∣
≤
∣∣∆n+1(t)

∣∣+ (b− a) max(A,B)
∥∥∆n

∥∥
α
.

Мы используем
∀ t ∈ [a, T1] lim

n−→∞

∣∣∆n+1(t)
∣∣ = 0

для получения результата. Чтобы показать единственность, предположим существование
другого решения ũ. Тогда

∀ t ∈ [a, T1]
∣∣u(t)− ũ(t)

∣∣ ≤ ∫ t

a

{
A
∣∣u(s)−ũ(s)

∣∣+B
∣∣Dα

c u(s)−Dα
c ũ(s)

∣∣} ds ≤ ρ‖u− ũ‖α
и таким же образом,

∀ t ∈ [a, T1]
∣∣Dα

c u(t)−Dα
c ũ(t)

∣∣ ≤ 2ρ‖u− ũ‖α.

Из этого следует, что

‖u− ũ‖α ≤ 3ρ‖u− ũ‖α ⇒ (1− 3ρ)‖u− ũ‖α = 0 ⇒ u = ũ.

Установив существование и единственность в [a, T1], перейдем к следующему интер-
валу [T1, T2]. Для t ∈ [T1, T2] запишем наше уравнение в следующем виде:

u(t) = F (t) +

∫ t

T1

K̃
(
t, s, u(s), Dα

c,1u(s)
)
ds (4)

при

Dα
c,1u(s) =

1

Γ(1− α)

∫ s

T1

(s− θ)−αu′(θ) dθ,

K̃
(
t, s, u(s), Dα

c,1u(s)
)

= K
(
t, s, u(s), Dα

c,1u(s) + V (s)
)
,

F (t) = f(t) +

∫ T1

a
K
(
t, s, ũ(s), Dα

c ũ(s)
)
ds,

V (s) =
1

Γ(1− α)

∫ T1

T0

(s− θ)−αũ′(θ) dθ

и ũ — единственном решении, полученном на первом шаге. Поскольку мы знаем, что
C1 [T0, T1] является плотным в FDα

c [T0, T1], то имеется последовательность {ũp}p≥1 ⊂
C1 [T0, T1], такая что

lim
p→+∞

‖ũ− ũp‖FDα
c [T0,T1] = 0.

Используя эту последовательность, построим (vp)p∈N∗ ⊂ C
1[T0, T2] следующим образом:
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vp(s) =



ũp(s), T0 ≤ s ≤ T1,

ũp(T1) +
h

2p2
ũ
′
p(T1)− h

2p2
ũ
′
p(T1)

(
T1 + h

p − s
h
p

)2p

, T1 ≤ s ≤ T1 +
h

p
,

ũp(T1) +
h

2p2
ũ
′
p(T1), T1 +

h

p
≤ s ≤ T2.

Ясно, что (vp)p∈N∗ — последовательность Коши в FDα[T0, T2]. Таким образом, существует
v ∈ FDα[T0, T2], такое что

lim
p→+∞

‖v − vp‖FDα
c [T0,T2] = 0.

Однако ∀ s ∈ ]T1, T2] ∃ p ≥ 1, такое что v′p(s) = 0. Тогда ∀ s ∈ ]T1, T2] v
′
(s) = 0, что дает

∀ s ∈ [T1, T2]
∣∣Dα

c v(s)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

∫ s

T0

(s− θ)−αv′(θ) dθ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

∫ T1

T0

(s− θ)−αv′(θ) dθ
∣∣∣∣ = |V (s)| .

Поэтому

max
s∈[T1,T2]

|V (s)| ≤ ‖v‖FDα
c [T0,T2] .

Пусть s, t ∈ [T0, T2] , x, y ∈ R, тогда∣∣K̃(t, s, x, y)
∣∣ ≤ ∣∣K(t, s, x, y + V (s)

)
−K

(
t, s, x, V (s)

)∣∣+
∣∣K(t, s, x, V (s)

)∣∣
≤ B |y|+M1 |x|γ1 +M2 ‖v‖γ2FDα

c [T0,T2] +M3,∣∣∣∣∣∂K̃∂t (t, s, x, y)

∣∣∣∣∣ ≤ B̄ |y|+M1 |x|γ1 +M2 ‖v‖γ2FDα
c [T0,T2] +M3.

Это означает, что K̃ подтверждает гипотезу 2 из H1 с M̃1 = M1, M̃2 = max(B, B̄),
M̃3 = M2 ‖v‖γ2FDα

c [T0,T2] + M3, γ̃1 = γ1 и γ̃2 = 1. Ясно, что K̃ подтверждает гипотезу 3 из
H1 при наличии тех же постоянных A, Ā, B и B̄. Поэтому мы можем снова применить
основной шаг. Таким образом, (4) имеет единственное решение в [T1, T2], скажем, w.
Теперь мы видим, что

lim
t→T+

1

w(t) = lim
t→T−1

ũ(t) = F (T1),

так что продолжение от ũ до w непрерывно, и мы имеем единственное решение в [a, T2].
Этот аргумент можно повторить, и, поскольку существует только конечное число

подынтервалов в [a, b], мы тем самым строим единственное решение u ∈ FDα
c [a, b]

для (1).

Предыдущая теорема показывает полезность дробной производной Капуто по сравне-
нию с классической производной. Действительно, нам не нужно условие B < 1 в отличие
от работы Х. Геббай с соавторами [1], где это ограничительное условие было нужно для
получения единственности решения. Этот результат объясняет наш выбор, когда мы из-
менили u′ на Dα

c u. С другой стороны, мы получим слабо сингулярное ядро, для которого
необходим численный подход, аналогичный разработанному в [5].
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3.2. Численное исследование

При выведении уравнения в смысле Капуто мы получим слабую сингулярность в
следующих интегральных членах:∫ t

a
(t− s)−αK

(
s, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds,

∫ t

a
(t− s)−α

∫ s

a

∂K

∂t

(
s, θ, u(θ), Dα

c u(θ)
)
dθds.

Тогда нам нужно будет использовать метод интегрирования произведения (см. [2, 5,
12–14]) для численной аппроксимации единственного решения u нашего уравнения (1).
Этот метод выполняется в два этапа. Сначала займемся регулярными частями с исполь-
зованием кусочно-линейных функций на разбиении {tj}0≤j≤n, tj = a + jh, h =

b− a
n

,
n ∈ N∗:

Pn,1 [Θ] (t, s) =
s− tj
h

Θ(t, tj+1) +
tj+1 − s

h
Θ(t, tj),

где Θ — непрерывная функция. Что касается подхода с использованием интегрального
члена, не содержащего слабой сингулярности, воспользуемся правилом трапеций. Это
приводит к следующим формулам интегрирования для 1 ≤ i ≤ n:∫ ti

a
K
(
ti, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds ' h

2
K
(
ti, t0, u(t0), Dα

c u(t0)
)

+ h

i−1∑
j=1

K
(
ti, tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)
+

h

2
K
(
ti, ti, u(ti), D

α
c u(ti)

)
, (5)∫ ti

a
(ti−s)−αK

(
s, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds '

i−1∑
j=0

[
β̂i,jK

(
tj+1, tj+1, u(tj+1), Dα

c u(tj+1)
)

+

γ̂i,j+1K
(
tj , tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)]
, (6)∫ ti

a
(ti−s)−α

∫ s

a

∂K

∂t

(
s, θ, u(θ), Dα

c u(θ)
)
dθ ds

'
i−1∑
j=0

{
β̂i,j

[
h

2

∂K

∂t

(
tj+1, t0, u(t0), Dα

c u(t0)
)

+ h

j∑
k=1

∂K

∂t

(
tj+1, tk, u(tk), D

α
c u(tk)

)
+

h

2

∂K

∂t

(
tj+1, tj+1, u(tj+1), Dα

c u(tj+1)
)]

+

γ̂i,j+1

[
h

2

∂K

∂t

(
tj , t0, u(t0), Dα

c u(t0)
)

+ h

j−1∑
k=1

∂K

∂t

(
tj , tk, u(tk), D

α
c u(tk)

)
+

h

2

∂K

∂t

(
tj , tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)]}
, (7)

где для 0 ≤ j ≤ i− 1 
β̂i,j =

1

h

∫ tj+1

tj

(ti − s)−α(s− tj) ds,

γ̂i,j+1 =
1

h

∫ tj+1

tj

(ti − s)−α(tj+1 − s) ds.
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Затем вычислим β̂i,j и γ̂i,j+1 явным образом. Заменим (5), (6) и (7) в исходном урав-
нении (1) для получения

U0 =f(a), (8)

V0 =Dα
c f(a), (9)

Ui=f(ti) +
h

2
K
(
ti, t0, U0, V0

)
+h

i−1∑
j=1

K
(
ti, tj , Uj , Vj

)
+
h

2
K
(
ti, ti, Ui, Vi

)
, 1 ≤ i ≤ n, (10)

Vi=Dα
c f(ti) +

1

Γ(1−α)

i−2∑
j=0

β̂i,j

[
K
(
tj+1, tj+1, Uj+1, Vj+1

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj+1, t0, U0, V0

)
+

h

j∑
k=1

∂K

∂t

(
tj+1, tk, Uk, Vk

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj+1, tj+1, Uj+1, Vj+1

)]
+

1

Γ(1−α)

i−1∑
j=0

γ̂i,j+1

[
K(tj , tj , Uj , Vj) +

h

2

∂K

∂t
(tj , t0, U0, V0) +

h

j−1∑
k=1

∂K

∂t

(
tj , tk, Uk, Vk

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj , tj , Uj , Vj

)]
+

1

Γ(1−α)
β̂i,i−1

[
h

2

∂K

∂t
(ti, t0, U0, V0) + h

i−1∑
k=1

∂K

∂t
(ti, tk, Uk, Vk)

]
+

1

Γ(1−α)
β̂i,i−1

[
K(ti, ti, Ui, Vi) +

h

2

∂K

∂t
(ti, ti, Ui, Vi)

]
, ≤ i ≤ n, (11)

где Ui приближается к u(ti) и Vi приближается к Dα
c u(ti) для всех 1 ≤ i ≤ n.

3.2.1. Системное исследование

Теорема 3. Для достаточно малого h система (8)–(11) имеет единственное решение.

Доказательство. Предположим, что пространство R2 имеет норму

∀
(
X
Y

)
∈ R2

∥∥∥∥(XY
)∥∥∥∥

1

= |X|+ |Y | .

Для всех 1 ≤ i ≤ n мы определим

Ψi

(
X
Y

)
:=

 S +
h

2
K(ti, ti, X, Y )

Ŝ +
1

Γ(1− α)
β̂i,i−1

[
K(ti, ti, X, Y ) +

h

2

∂K

∂t
(ti, ti, X, Y )

]
 ,

где

S = f(ti) +
h

2
K
(
ti, t0, U0, V0

)
+ h

i−1∑
j=1

K
(
ti, tj , Uj , Vj

)
,

Ŝ = Dα
c f(ti) +

1

Γ(1−α)

i−2∑
j=0

β̂i,j

[
K
(
tj+1, tj+1, Uj+1, Vj+1

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj+1, t0, U0, V0

)
+
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h

j∑
k=1

∂K

∂t

(
tj+1, tk, Uk, Vk

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj+1, tj+1, Uj+1, Vj+1

)]
+

1

Γ(1−α)

i−1∑
j=0

γ̂i,j+1

[
K
(
tj , tj , Uj , Vj

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj , t0, U0, V0

)
+

h

j−1∑
k=1

∂K

∂t

(
tj , tk, Uk, Vk

)
+
h

2

∂K

∂t

(
tj , tj , Uj , Vj

)]
+

1

Γ(1−α)
β̂i,i−1

[
h

2

∂K

∂t

(
ti, t0, U0, V0

)
+ h

i−1∑
k=1

∂K

∂t

(
ti, tk, Uk, Vk

)]
.

Если мы знаем U0, U1, . . . , Ui−1, V0, V1, . . . , Vi−1, то (8)–(11) — неявные уравнения,
определяющие Ui и Vi: (

Ui
Vi

)
=Ψi

(
Ui
Vi

)
.

Мы имеем ∥∥∥∥Ψi

(
X
Y

)
−Ψi

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥(d1

d2

)∥∥∥∥
1

,

d1 =
h

2

(
K
(
ti, ti, X, Y

)
−K

(
ti, ti, X

′, Y ′
))
,

d2 =
1

Γ(1− α)
β̂i,i−1

[(
K
(
ti, ti, X, Y

)
−K

(
ti, ti, X

′, Y ′
))

+

h

2

(
∂K

∂t

(
ti, ti, X, Y

)
− ∂K

∂t

(
ti, ti, X

′, Y ′
))]

.

Для достаточно малого h

|d1| ≤
h

2

(
A
∣∣X −X ′∣∣+B

∣∣Y − Y ′∣∣ ),
|d2| ≤

h1−α

Γ(3− α)

[(
A
∣∣X −X ′∣∣+B

∣∣Y − Y ′∣∣ )+
h

2

(
Ā
∣∣X −X ′∣∣+ B̄

∣∣Y − Y ′∣∣ )] .
Тогда∥∥∥∥Ψi

(
X
Y

)
−Ψi

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤
[
h

2
max

(
A,B

)
+

h1−α

Γ(3−α)
max

(
A,B

)
+

h2−α

2Γ(3−α)
max

(
Ā, B̄

)]
×∥∥∥∥(XY

)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

.

Поскольку

lim
h→0

[
h

2
max

(
A,B

)
+

h1−α

Γ(3− α)
max

(
A,B

)
+

h2−α

2Γ(3− α)
max

(
Ā, B̄

)]
= 0,

Ψi — сжатие для достаточно малого h. Используя теорему Банаха, мы получим наш
результат.
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3.2.2. Анализ ошибки

Пусть u — решение (1). Функция

∆ (h, tn) =
∣∣δ (h, tn)

∣∣+
∣∣δ̂ (h, tn)

∣∣
есть локальная ошибка совместимости (1), где

δ (h, tn) =

∫ tn

a
K
(
tn, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds−

n∑
j=0

wnjK
(
tn, tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)
,

δ̂ (h, tn) =
1

Γ(1− α)

{∫ tn

a
(tn − s)−αK (s, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds−

n−1∑
j=0

[
β̂n,jK

(
tj+1, tj+1, u(tj+1), Dα

c u(tj+1)
)

+

γ̂n,j+1K
(
tj , tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)]
+∫ tn

a
(tn − s)−α

∫ s

a

∂K

∂t

(
s, θ, u(θ), Dα

c u(θ)
)
dθ ds−

n−1∑
j=0

{
β̂n,j

[
j+1∑
k=0

wnk
∂K

∂t

(
tj+1, tk, u(tk), D

α
c u(tk)

)]
+

γ̂n,j+1

[
j∑

k=0

wnk
∂K

∂t

(
tj , tk, u(tk), D

α
c u(tk)

)]}}
при

wnj =


h

2
, если j = 0, n;

h, если 1 ≤ j ≤ n− 1.

Предложение 2. max1≤j≤i |∆(h, tj)| ≤ 2(b − a) max(A,B)
(
ωα(h, f) + ωα(h,H)

)
+

(b − a) maxa≤t≤b;x,y∈R ωα
(
h,K(t, ·, x, y)

)
+ (b − a)

(
maxx,y∈R ωα(h,K(·, ·, x, y)) + ωα(h, I)

)
,

где

ωα(h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)|+ max
|τ−θ|<h

∣∣Dα
c ϕ(τ)−Dα

c ϕ(θ)
∣∣,

H(t) =

∫ t

a
K
(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds,

I(t) =

∫ t

a

∂K

∂t

(
t, s, u(s), Dα

c u(s)
)
ds.

Доказательство. Мы имеем

|δ(h, ti)| ≤ max
|τ−θ|<h

(∣∣K(ti, τ, u(τ), Dα
c u(τ)

)
−K

(
ti, τ, u(θ), Dα

c u(θ)
)∣∣+

∣∣K(ti, τ, u(θ), Dα
c u(θ)

)
−K

(
ti, θ, u(θ), Dα

c u(θ)
)∣∣) ∫ ti

a
ds
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≤ (b− a) max(A,B )ωα(h, u) +

(b− a) max
|τ−θ|<h

(
max

a≤t≤b;x,y∈R

∣∣K(t, τ, x, y)−K
(
t, θ, x, y

)∣∣).
Но

ωα(h, u) ≤ ωα(h, f) + ωα(h,H).

Используя аналогичные шаги, получим∣∣δ̂(h, ti)∣∣ ≤ (b− a) max(A,B)
(
ωα(h, f) + ωα(h,H)

)
+

(b− a)
(

max
x,y∈R

ωα
(
h,K(·, ·, x, y) + ωα(h, I)

))
.

Пусть
{
Ei
}

0≤i≤N — ошибка дискретизации:

Ei = |εi|+ |ε̂i| ,

где {
εi = Ui − u(ti),

ε̂i = Vi −Dα
c u(ti).

Метод считается сходящимся, если

lim
h→0

(
max

0≤i≤N
Ei
)

= 0.

Теорема 4. При выполнении гипотез H1 и предположении, что интервал [a, b] может
быть разбит на конечное число подынтервалов [a = z0, z1], [z1, z2], . . . , [zm−1, zm = b],
таких что для всех достаточно малых h > 0, если jv обозначает наибольшее целое
число, меньшее или равное zv/h, и κij = κ̂ij = 0 для j > i, веса κij , κ̂ij удовлетворяют
условию

jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣∣∣∣
[
hmax(Ā,B̄)

Γ(1−α) κij + max(A,B)
Γ(1−α) κ̂ij + hmax(A,B)

]
1−
[
hmax(Ā,B̄)

Γ(1−α) β̂i,i−1 + max(A,B)
Γ(1−α) β̂i,i−1 +hmax(A,B)

]
∣∣∣∣∣∣ ≤ 3ρ<1, i≥1, 0 ≤ v ≤ m,

при

κij =



β̂i,i−1, j = 0,

i−3∑
k=j−1

β̂ik +
i−1∑
k=j

γ̂i,k+1 + β̂i,i−1, 1 ≤ j ≤ i− 2,

i−1∑
k=j

γ̂i,k+1 + β̂i,i−1, j = i− 1,

κ̂ij =

{
γ̂i,j+1, j = 0,

β̂i,j−1 + γ̂i,j+1, 1 ≤ j ≤ i− 1.

Это разбиение должно быть независящим от h. Тогда

max
1≤j≤i

|Ej | ≤
(

1

1− 3ρ

)m+2

max
1≤j≤i

|∆ (h, tj)| −→
h→0

0.
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Доказательство. Мы имеем

εi =
i∑

j=0

wij

{
K
(
ti, tj , Uj , Vj

)
−K

(
ti, tj , u(tj), D

α
c u(tj)

)}
− δ(h, ti),

ε̂i =
1

Γ(1−α)

{
i−1∑
j=0

β̂i,j

[(
K
(
tj+1, tj+1, Uj+1, Vj+1

)
−K

(
tj+1, tj+1, u(tj+1), Dα

c u(tj+1)
))

+

j+1∑
k=0

wik

(
∂K

∂t

(
tj+1, tk, Uk, Vk

)
− ∂K

∂t

(
tj+1, tk, u(tk), D

α
c u(tk)

))]
+

i−1∑
j=0

γ̂i,j+1

[(
K(tj , tj , Uj , Vj)−K(tj , tj , u(tj), D

α
c u(tj))

)
+

j∑
k=0

wik

(
∂K

∂t

(
tj+1, tk, Uk, Vk

)
− ∂K

∂t

(
tj+1, tk, u(tk), D

α
c u(tk)

))]}
−

δ̂(h, ti).

Тогда

Ei ≤
i−1∑
j=0

[
hmax(Ā, B̄)

Γ(1− α)
κij +

max(A,B)

Γ(1− α)
κ̂ij + hmax(A,B)

]
Ej +

[
hmax(Ā, B̄)

Γ(1− α)
β̂i,i−1 +

max(A,B)

Γ(1− α)
β̂i,i−1 + hmax(A,B)

]
Ei +

∆ (h, ti) .

Для достаточно малого h получим

Ei ≤
i−1∑
j=0

[
hmax(Ā,B̄)

Γ(1−α) κij + max(A,B)
Γ(1−α) κ̂ij + hmax(A,B)

]
1−

[
hmax(Ā,B̄)

Γ(1−α) β̂i,i−1 + max(A,B)
Γ(1−α) β̂i,i−1 + hmax(A,B)

] Ej +

∆ (h, ti)

1−
[
hmax(Ā,B̄)

Γ(1−α) β̂i,i−1 + max(A,B)
Γ(1−α) β̂i,i−1 + hmax(A,B)

] .
Применив теорему 8.1 из [2], мы получим наш результат.

В предыдущей теореме мы использовали идею, развитую в [2]. На практике постоян-
ную m трудно получить.

3.2.3. Численные примеры

Чтобы показать эффективность нашего метода, рассмотрим уравнение

∀ t ∈ [0, 1] u(t) =
1

10

∫ t

0
cos

(√
s

(√
s− 2√

π

)
+ 2t+ u(s)−D0.5

c u(s)

)
ds+ f(t), (12)

где
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f(t) = t+
sin(2t)(4 sin2(t)− 1)

20
,

а точное решение и его дробная производная задаются следующим образом:

u(t) = t, D0.5
c u(t) =

√
4t

π
.

Мы видим, что ядро K(s, t, x, y) = cos
(√

s
(√

s− 2√
π

)
+ 2t+ x− y

)
удовлетворяет ги-

потезе H1. Теперь используем квадратуру трапеций с методом интегрирования произ-
ведения для получения систем (8)–(11). Кроме того, вспомним, что функция D0.5

c f(t)
сложнее и не может быть вычислена точно, поэтому используем квадратуру трапеции
для приближения D0.5

c f(t) в нашей системе. После этого приближаем члены Un и Vn для
n ≥ 1, используя итерационный метод Банаха с условием остановки

|Xnew −Xold|+ |Ynew − Yold| ≤ 10−7.

Ошибку, полученную нашим методом, обозначим

En = max
0≤i≤n

{
|u(ti)− Ui|+

∣∣D0.5
c u(ti)− Vi

∣∣}.
Из таблицы 1 мы видим, что наш метод дает хорошие результаты за счет уменьшения

шага разбиения hn.

Таблица 1. Численные результаты для (12)

n En

10 3.46E − 1
50 1.49E − 1
100 1.04E − 1
200 7.39E − 2
500 4.66E − 2

1000 3.29E − 2

Рассмотрим второе уравнение, определенное для произвольного значения 0 < α < 1
следующим образом:

u(t) = f(t) +

∫ t

0

k(t)(s+ 1)

5 +
(
u(s) +Dα

c u(s) + 1− s1−α

Γ(2−α)

)2 ds, t ∈ [0, 1], (13)

где

k(t) =


1

2

(
t− t2

)
, t ≤ 1

2
,

1

4
+

1

2

(
t2 − t

)
, t >

1

2
,

f(t) = t− k(t)

2
ln
(
6 + 2t+ t2

)
+ ln

(√
6
)
k(t).

Это уравнение изучалось в [1], но в нашем случае мы берем дробную производную, а
в [1] авторы использовали уравнение с классической производной. Точное решение также

задается как u(t) = t, а его дробная производная — как Dα
c u(t) =

t1−α

Γ(2− α)
.
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Мы видим, что ядро K(t, s, x, y) =
k(t)(s+ 1)

5 +

(
x+ y + 1− s1−α

Γ(2 − α)

)2 удовлетворяет гипоте-

зе H1. Мы также используем те же шаги, что и в предыдущем примере, для аппрокси-
мации этого уравнения, и берем такое же условие остановки. Обозначим ошибку, полу-
ченную нашим методом для 0 < α < 1, как

Eαn = max
0≤i≤n

{
|u(ti)− Ui|+

∣∣Dα
c u(ti)− Vi

∣∣}.
В этом примере мы выбрали то же уравнение, что в [1], чтобы показать влияние α

при изменении его значений в численных тестах, поскольку мы знаем, что использование
дробной производной Капуто не является удобным, если α → 1, что будет численно
продемонстрировано в наших результатах.

Таблица 2. Численные результаты для (13)

n E0.1
n E0.5

n E0.9
n

Результаты [1]
(классическая производная)

10 7.57E − 2 2.57E − 1 7.65E − 1 6.52E − 3
50 1.66E − 2 1.12E − 1 6.58E − 1 1.47E − 3
100 8.86E − 3 7.90E − 2 6.14E − 1 7.46E − 4
200 4.73E − 3 5.58E − 2 5.74E − 1 3.75E − 4
500 2.06E − 3 3.53E − 2 5.52E − 1 1.51E − 4

1000 1.10E − 3 2.49E − 2 4.89E − 1 7.55E − 5

В табл. 2 мы видим, что для α = 0.1 и α = 0.5 ошибка уменьшается при уменьшении
шага hn. Однако для α = 0.9 ошибка E0.9

n почти фиксирована, что показывает теоре-
тический предел дробной производной Капуто. Это явление вызвано двумя причинами:
во-первых, limα→1D

α
c u 6= u

′ , что нарушает свойства нашей нормы ‖·‖α; во-вторых, при
α ≈ 1 ядро становится сильно сингулярным из-за члена (t − s)−α, который делает ме-
тод интегрирования произведения абсолютно неэффективным. Поэтому нам приходится
рассматривать другую форму дробной производной, которая является более подходя-
щей, такую как дробная производная Халила [15] или как дробная производная Геббая–
Гиата [10].

4. Выводы

Мы исследовали интегро-дифференциальное дробное нелинейное уравнение Вольтер-
ра, чтобы получить гипотезу, обеспечивающую существование и единственность реше-
ния. Гипотезы, необходимые для аналитического исследования, применимы на практике.
Используя идею из [2], мы построили численный метод для численного приближения ре-
шения. В качестве перспективы на будущее мы рассмотрим случай, когда ядро является
слабо сингулярным.
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