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Введение. В последнее время исследованию движения неньютоновских жидкостей

уделяется большое внимание. Одним из примеров неньютоновской жидкости является мо-
ментная жидкость [1]. Моментное движение жидкости обусловлено интенсивным движе-
нием молекул в жидкостях различного типа (жидких кристаллах, хладагентах, смазочных
материалах, пропеллентах, биологических жидкостях и т. п.) [2].

В работе [3] получены точные решения задач о течении Пуазейля — Куэтта. В [4]
с учетом скольжения исследована задача о нестационарном движении моментной жидко-
сти вблизи вращающихся сфер. В [5] рассмотрено медленное движение частицы в момент-
ной жидкости. Стационарное движение пористой сферы в моментной жидкости изучено
в работе [6]. В [7] с использованием фазового пространства исследовано нестационарное
движение моментной жидкости, заключенной между двумя параллельными пластинами.

В работе [8] аналитически решена задача о стационарном движении моментной жидко-
сти в концентрической сферической полости. В [9] исследовано движение жидкости вокруг
вращающегося осесимметричного тела. В [10] изучено движение густой жидкости вблизи
вращающегося диска из композитного материала. Движение твердой частицы в момент-
ной жидкости исследовано в работе [11]. В [12] изучено движение жидкости внутри сферы,
вызванное медленным вращением жесткой частицы, расположенной эксцентрически с этой
сферой.

Работа выполнена при финансовой поддержке Университета принцессы Нуры бинт Абдулрахман (код
проекта PNURSP2022R215).
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Во многих работах при решении различных задач гидродинамики используется ме-
тод граничных коллокаций. В [13] для решения задачи о движении вязкой жидкости в
круглой трубе использован метод отражений. В работах [14–16] при решении задач о
движении жидкости использовались численные методы. В [17] изучен осесимметричный
поток несжимаемой микрополярной жидкости внутри двух сфер. В [18] с помощью уравне-
ний Бринкмана исследовано квазиустойчивое движение двух сфер, вращающихся в вязкой
жидкости вдоль их общей оси симметрии. В [19, 20] решены задачи о движении микро-
полярной жидкости при малых числах Рейнольдса. В работе [21] с использованием мето-
да суперпозиции и метода граничных коллокаций исследовано поступательное движение

двух коллинеарных жестких обручей в несжимаемой моментной жидкости. В [22] проведен
анализ движения моментной жидкости между двумя вращающимися сферами. Метод гра-
ничной коллокации используется при решении многих задач о движении жидкости [23–27].

В данной работе исследуется медленное стационарное движение моментной жидкости

между двумя неконцентрическими сферами, вращающимися вокруг общего диаметра с
различными угловыми скоростями.

1. Уравнения задачи. При малых числах Рейнольдса уравнения движения несжи-
маемой моментной жидкости без учета массовых сил и массовых моментов имеют вид [2]

∇ · q = 0; (1)

∇p + µ∇∧ ∇ ∧ q + η∇∧∇ ∧ ∇ ∧ ∇ ∧ q = 0, (2)

где вектор q — скорость жидкости; p — давление в жидкости; µ — динамическая вяз-
кость; η — вязкость, обусловленная моментными напряжениями. При η = 0 уравнение
движения (2) сводится к классическому уравнению Навье — Стокса. Напряжения tij и
моменты mij вычисляются через компоненты тензора деформации и компоненты вектора

поворота по формулам [2]

tij = −p δij + 2µ dij − eijkmsk,s/2;

mij = mδij + 4(ηωj,i + η′ωi,j), (3)

где m — след тензора моментных напряжений; η′ — вторая вязкость, обусловленная мо-
ментными напряжениями; δij — символ Кронекера; eijk — альтернирующий тензор; dij —
компоненты тензора скорости деформации; ω — вектор поворота:

dij =
1

2
(qi,j + qj,i), ω =

1

2
∇∧ q.

2. Вращение осесимметричной сферической частицы в моментной жидко-
сти. Рассматривается осесимметричное вращательное движение моментной жидкости во-
круг сферической частицы радиусом a1. Используется сферическая система координат
(r, θ, ϕ), начало которой расположено в центре сферы. В силу симметрии задачи все функ-
ции не зависят от координаты ϕ. Выражения для вектора скорости и вектора поворота
имеют вид

q = qϕ(r, θ)eϕ, ω = ωr(r, θ)er + ωθ(r, θ)eθ, (4)

где er, eθ, eϕ — единичные векторы вдоль координатных линий r, θ, ϕ. Исключая из
уравнений (2), (4) давление, получаем уравнение

L−1(L−1 − l2)(r sin θqϕ) = 0, l2 = a2
1µ/η, (5)

где L−1 — оператор Стокса в случае осесимметричного движения:

L−1 =
∂2

∂r2
+

1− ζ2

r2

∂2

∂ζ2
, ζ = cos θ.
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Ненулевыми компонентами вектора поворота являются компоненты ωr и ωθ:

ωr =
1

2
(∇× q) · er =

1

2

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ qϕ),

ωθ =
1

2
(∇× q) · eθ = −1

2

1

r

∂

∂r
(rqϕ).

Из (3) следует выражение

mrθ = 4η
∂ωθ

∂r
+ 4η′

(1

r

∂ωr

∂θ
− ωθ

r

)
.

Общее решение дифференциального уравнения (5) записывается в виде

qϕ(r, θ) =
∞∑

n=1

[Anr−n−1 + Bnrn + Cnr−1/2In+1/2(lr) + Dnr−1/2Kn+1/2(lr)]P
1
n(cos θ),

где P 1
n( · ) — многочлены Лежандра первого рода порядка n; In( · ), Kn( · ) — функции

Бесселя первого и второго рода порядка n соответственно.
Выражения для компонент вектора поворота и компонент тензора моментных напря-

жений представим в следующем виде:

2ωr =
∞∑

n=1

n(n + 1)[Anr−n−2 + Bnrn−1 + Cnr−3/2In+1/2(lr) + Dnr−3/2Kn+1/2(lr)]Pn(ζ),

2ωθ =
∞∑

n=1

[nAnr−n−2 − (n + 1)Bnrn−1 + Cnr−3/2(nIn+1/2(lr)− lrIn−1/2(lr)) +

+ Dnr−3/2(nKn+1/2(lr) + lrKn−1/2(lr))]P
1
n(ζ), (6)

mrθ = −2
∞∑

n=1

{n(n + 1)(η + η′)r−n−3An + (n2 − 1)(η + η′)rn−2Bn +

+ r−5/2[(l2r2η + n(n + 2)(η + η′))In+1/2(lr)− lr(η + η′)In−1/2(lr)]Cn +

+ r−5/2[(l2r2η + n(n + 2)(η + η′))Kn+1/2(lr) + lr(η + η′)Kn−1/2(lr)]Dn}P 1
n(ζ).

Результирующий крутящий момент потока жидкости относительно оси вращения, дей-
ствующий на осесимметричную частицу, вычисляется по формуле [28]

T = 8πµ lim
r→∞

r2qϕ√
1− ζ2

. (7)

3. Движение моментной жидкости между двумя вращающимися эксцентри-
чески расположенными сферами. Рассматривается движение моментной жидкости
постоянной плотности в полости между двумя эксцентрически расположенными сферами

радиусом a1 и a2. Сферы вращаются вокруг оси, проходящей через их центры, с угло-
выми скоростями Ω1 и Ω2 соответственно. Предполагается, что центр внутренней сферы
находится на расстоянии h от центра внешней сферы (рис. 1). Обозначим через q1

ϕ, ω1
r ,

ω1
θ компоненты вектора скорости и вектора поворота в случае, когда присутствует только
сфера радиусом a1 и отсутствует сфера радиусом a2. Через q2

ϕ, ω2
r , ω2

θ обозначим компонен-
ты скорости и компоненты вектора вихря внутри сферы радиусом a2 в отсутствие сферы

радиусом a1. Системы координат (r1, θ1) и (r2, θ2) (см. рис. 1) связаны соотношениями

r2
1 = r2

2 + h2 − 2r2h cos θ2, r2
2 = r2

1 + h2 + 2r1h cos θ1.
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Рис. 1. Схема задачи о движении жидкости между двумя эксцентрически рас-
положенными сферами

В силу линейности уравнений и граничных условий можно применить принцип су-
перпозиции:

qϕ(r1, θ1; r2, θ2) = q1
ϕ(r1, θ1) + q2

ϕ(r2, θ2),

mrθ(r1, θ1; r2, θ2) = m1
rθ(r1, θ1) + m2

rθ(r2, θ2).
(8)

На сферах ставятся условия

qϕ

∣∣
r1=a1

= a1Ω1 sin θ1, mrθ

∣∣
r1=a1

= 0,

qϕ

∣∣
r2=a2

= a2Ω2 sin θ2, mrθ

∣∣
r2=a2

= 0.

(9)

Из (6), (8) следует

qϕ =
∞∑

n=1

(Anr−n−1
1 + Dnr

−1/2
1 Kn+1/2(lr1))P

1
n(ζ1) +

+
∞∑

n=1

(Bnrn
2 + Cnr

−1/2
2 In+1/2(lr2))P

1
n(ζ2),

ωr =
1

2

∞∑
n=1

n(n + 1)(Anr−n−2
1 + Dnr

−3/2
1 Kn+1/2(lr1))P

1
n(ζ) +

+
1

2

∞∑
n=1

n(n + 1)(Bnrn−1
2 + Cnr

−3/2
2 In+1/2(lr2))P

1
n(ζ),

ωθ =
1

2

∞∑
n=1

{nAnr−n−2
1 + Dnr

−3/2
1 [nKn+1/2(lr1) + lr1Kn−1/2(lr1)]}P 1

n(ζ1) +

+
1

2

∞∑
n=1

{−(n + 1)Bnrn−1
2 + Cnr

−3/2
2 [nIn+1/2(lr2)− lr2In−1/2(lr2)]}P 1

n(ζ2),
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mrθ = −2
∞∑

n=1

P 1
n(ζ1){n(n + 2)(η + η′)r−n−3

1 An +

+ r
−5/2
1 [(l2r2

1η + n(n + 2)(η + η′))Kn+1/2(lr1) + lr1(η + η′)Kn−1/2(lr1)]Dn} −

− 2
∞∑

n=1

P 1
n(ζ2){(n2 − 1)(η + η′)rn−2

2 Bn +

+ r
−5/2
2 [(l2r2

2η + n(n + 2)(η + η′))In+1/2(lr2)− lr2(η + η′)In−1/2(lr2)]Cn}.
Из краевых условий (9) получаем соотношения

∞∑
n=2

(Ana−n−1
1 + Dna

−3/2
1 Kn−1/2(la1))Pn−1(ζ1) +

+
∞∑

n=2

(Bnrn−2
2 + Cnr

−3/2
2 In−1/2(lr2))

∣∣
r1=a1

Pn−1(ζ2) = a1Ω1 sin θ1,

∞∑
n=2

(Anr−n−1
1 + Dnr

−3/2
1 Kn−1/2(lr1))

∣∣
r2=a2

Pn−1(ζ1) +

+
∞∑

n=2

(Bnan−2
2 + Cna

−3/2
2 In−1/2(la2))Pn−1(ζ2) = a2Ω2 sin θ2,

∞∑
n=1

{n(n + 2)(η + η′)a−n−3
1 An + a

−5/2
1 [(l2a2

1η + n(n + 2)(η + η′))Kn+1/2(la1) +

+ la1(η + η′)Kn−1/2(la1)]Dn}P 1
n(ζ1) +

+
∞∑

n=1

{(n2 − 1)(η + η′)rn−2
2 Bn + r

−5/2
2 [(l2r2

2η + n(n + 2)(η + η′))In+1/2(lr2)−

− lr2(η + η′)In−1/2(lr2)]Cn}P 1
n(ζ2)

∣∣
r1=a1

= 0,

∞∑
n=1

{n(n + 2)(η + η′)r−n−3
1 An + r

−5/2
1 [(l2r2

1η + n(n + 2)(η + η′))Kn+1/2(lr1) +

+ lr1(η + η′)Kn−1/2(lr1)]Dn}P 1
n(ζ1)

∣∣
r2=a2

+

+
∞∑

n=1

{(n2 − 1)(η + η′)an−2
2 Bn + a

−5/2
2 [(l2a2

2η + n(n + 2)(η + η′))In+1/2(la2)−

− la2(η + η′)In−1/2(la2)]Cn}P 1
n(ζ2) = 0.

С использованием (7) крутящий момент T1ez, приложенный к внутренней сфере, вы-
числяется по формуле

T1 = 8πµA1.

Крутящий момент, действующий на сферическую частицу радиусом a1, вращающуюся с
угловой скоростью Ω1 в неограниченной области несжимаемого потока вязкой жидкости,
определяется следующим образом:

T0 = 8πµa3
1Ω1.



76 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 5

4. Результаты вычислений. Вычислим безразмерный крутящий момент сил T1/T0,
действующий на внутреннюю сферу радиусом a1. Для этого с использованием метода

граничных коллокаций, изложенного в работе [29], необходимо определить константы An,
Bn, Cn, Dn, входящие в решение задачи.

Крутящий нормированный момент T/T0 вычислялся при различных значениях следу-
ющих параметров: отношения радиусов сфер a1/a2, параметра h/(a2−a1), характеризую-
щего расстояние между центрами сфер, отношения угловых скоростей Ω2/Ω1, параметров,
определяющих вклад моментных напряжений, η/(µa2

1) и η′/(µa2
1).

В таблице приведены значения (с точностью до пяти знаков после запятой) нормиро-
ванного крутящего момента T/T0, действующего на внутреннюю сферу, при различных
значениях параметров a1/a2, h/(a2 − a1) и η/(µa2

1) (η′/(µa2
1) = 0) в случае, когда внеш-

Значения нормированного крутящего момента, действующего на внутреннюю сферу, в случае
когда внешняя сфера неподвижна, а внутренняя вращается с угловой скоростью, равной единице

h

a2 − a1

a1

a2

T/T0

Ньютоновская

жидкость [12]

η

µa2
1

= 0,001
η

µa2
1

= 0,01
η

µa2
1

= 0,1
η

µa2
1

= 0,5

0,01

0,100 1,001 00 1,002 94 1,019 20 1,150 55 1,524 70
0,300 1,027 75 1,029 80 1,046 90 1,185 30 1,582 15
0,500 1,142 86 1,145 32 1,165 77 1,330 82 1,813 08
0,700 1,522 07 1,525 79 1,555 98 1,802 18 2,529 55
0,800 2,049 18 2,054 54 2,096 95 2,454 89 3,496 69
0,900 3,690 04 3,700 03 3,780 00 4,482 93 6,470 12
0,990 33,668 90 33,758 54 34,546 31 41,490 84 60,501 56
0,999 333,666 90 334,561 37 342,437 90 411,801 06 601,050 42

0,25

0,100 1,001 17 1,003 11 1,019 38 1,150 76 1,525 05
0,300 1,030 55 1,032 60 1,049 75 1,188 56 1,586 66
0,500 1,151 10 1,153 57 1,174 18 1,340 55 1,826 66
0,700 1,538 70 1,542 44 1,572 99 1,822 41 2,558 00
0,800 2,073 87 2,079 26 2,122 26 2,485 19 3,539 81
0,900 3,736 76 3,746 82 3,827 94 4,540 56 6,553 20
0,990 34,101 39 34,191 52 34,989 57 42,024 06 61,278 95
0,999 337,953 48 338,852 69 346,830 41 417,084 20 608,761 35

0,50

0,100 1,001 98 1,003 92 1,020 21 1,151 81 1,526 86
0,300 1,041 70 1,043 77 1,061 14 1,201 69 1,605 17
0,500 1,180 71 1,183 25 1,204 43 1,375 56 1,874 79
0,700 1,595 81 1,599 71 1,631 53 1,892 02 2,655 68
0,800 2,157 79 2,163 43 2,208 44 2,588 41 3,686 63
0,900 3,894 83 3,905 32 3,990 38 4,735 84 6,834 71
0,990 35,562 37 35,656 44 36,489 27 43,828 13 63,909 16
0,999 352,433 86 353,371 67 361,691 86 434,958 83 634,850 04

0,99

0,100 1,147 33 1,149 41 1,169 85 1,332 73 1,786 95
0,300 1,305 46 1,308 30 1,331 81 1,514 54 2,009 55
0,500 1,554 73 1,558 31 1,587 74 1,819 24 2,454 08
0,700 2,160 96 2,166 61 2,212 53 2,584 83 3,622 08
0,800 2,944 39 2,952 43 3,017 50 3,559 53 5,067 48
0,900 5,336 65 5,351 32 5,472 59 6,519 48 9,406 42
0,990 48,786 55 48,916 26 50,063 98 60,158 12 87,717 20
0,999 483,494 99 484,782 29 496,201 72 596,741 33 870,977 97
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Рис. 2. Зависимость крутящего момента, действующего на сферу радиусом a1,
от отношения a1/a2 при Ω2/Ω1 = 0, h/(a2 − a1) = 0,01, η′/(µa2

1) = 0,1:
1 — η/(µa2

1) = 0, 2 — η/(µa2
1) = 0,01, 3 — η/(µa2

1) = 0,1, 4 — η/(µa2
1) = 0,5, 5 —

η/(µa2
1) = 0,9
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Рис. 3. Зависимость крутящего момента, действующего на сферу радиусом a1,
от отношения a1/a2 при Ω2/Ω1 = 0, η/(µa2

1) = 0,5, η′/(µa2
1) = 0:

1 — h/(a2−a1) = 0,01, 2 — h/(a2−a1) = 0,3, 3 — h/(a2−a1) = 0,6, 4 — h/(a2−a1) = 0,8,
5 — h/(a2 − a1) = 0,9

няя сфера неподвижна, а внутренняя вращается с угловой скоростью, равной единице. Из
результатов вычислений следует, что с увеличением отношения a1/a2 крутящий момент

монотонно возрастает. Увеличение коэффициента η/(µa2
1) приводит к увеличению кру-

тящего момента. Полученные результаты согласуются с результатами работы [12] для
случая классической ньютоновской вязкой жидкости, если коэффициент моментности на-
пряжений η/(µa2

1) полагается очень малым. С увеличением параметра h/(a2− a1) момент
увеличивается.

На рис. 2 представлена зависимость безразмерного крутящего момента, действующе-
го на сферу радиусом a1, от параметра a1/a2 при различных значениях коэффициента

моментности напряжений η/(µa2
1). Видно, что нормированный крутящий момент суще-

ственно увеличивается с увеличением параметров η/(µa2
1) и a1/a2.

На рис. 3 приведена зависимость безразмерного крутящего момента, действующего на
сферу радиусом a1, от параметра a1/a2 при различных значениях параметра h/(a2 − a1).
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Рис. 4. Зависимость крутящего момента, действующего на сферу радиусом a1,
от отношения a1/a2 при Ω2/Ω1 = 0, η/(µa2

1) = 0,5, h/(a2 − a1) = 0,1:
1 — η′/(µa2

1) = 0, 2 — η′/(µa2
1) = 0,01, 3 — η′/(µa2

1) = 0,1, 4 — η′/(µa2
1) = 0,3, 5 —

η′/(µa2
1) = 0,5
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Рис. 5. Зависимость крутящего момента, действующего на сферу радиусом a1,
от отношения a1/a2 при η/(µa2

1) = 0,5, η′/(µa2
1) = 0,1, h/(a2 − a1) = 0,1:

1 — Ω2/Ω1 = −0,5, 2 — Ω2/Ω1 = −0,2, 3 — Ω2/Ω1 = 0, 4 — Ω2/Ω1 = 0,2, 5 —
Ω2/Ω1 = 0,5

При различных значениях параметра h/(a2−a1) и изменении параметра a1/a2 в диапазоне

от 0 до 0,2 крутящий момент остается практически постоянным. При больших значениях
параметра a1/a2 значения крутящего момента постепенно увеличиваются с увеличением

параметра h/(a2 − a1).
Из зависимостей, приведенных на рис. 4, следует, что при увеличении параметра

η′/(µa2
1) крутящий момент увеличивается незначительно. На рис. 5 видно, что с увели-

чением отношения угловых скоростей Ω2/Ω1 крутящий момент уменьшается. Увеличение
крутящего момента с увеличением отношения a1/a2 имеет место при любых значениях

отношения угловых скоростей Ω2/Ω1. Из зависимостей, приведенных на рис. 6, следует,
что крутящий момент увеличивается как при увеличении отношения a1/a2, так и при
увеличении параметра η/(µa2

1).
Заключение. В работе с использованием принципа суперпозиции и метода колло-

кации исследовано движение несжимаемой моментной жидкости между двумя сферами,
вращающимися с постоянными угловыми скоростями вокруг оси, на которой расположе-
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Рис. 6. Зависимость крутящего момента, действующего на сферу радиусом a1,
от отношения η/(µa2

1) при Ω2/Ω1 = 0, h/(a2 − a1) = 0,1, η′/(µa2
1) = 0:

1 — a1/a2 = 0,1, 2 — a1/a2 = 0,5, 3 — a1/a2 = 0,8, 4 — a1/a2 = 0,9, 5 — a1/a2 = 0,95

ны диаметры сфер. Установлено, что крутящий момент, действующий на внутреннюю
сферу, существенно зависит от расстояния между центрами сфер. По мере сближения
центров сфер крутящий момент монотонно увеличивается.
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