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С использованием кинематических и статических гипотез, которые позволяют учиты-
вать поперечные сдвиговые напряжения, удовлетворяющие необходимым уравнениям
состояния, условиям непрерывности на границе слоев и заданным граничным услови-
ям, проведен анализ напряженно-деформированного состояния осесимметричных мно-
гослойных оболочек. Для оценки применимости используемых уравнений изгиба мно-
гослойных оболочек проведено сравнение численного решения задачи о напряженно-
деформированном состоянии для многослойного стержня с решением Лехницкого (при
нагружении консольного стержня сосредоточенной силой и моментом). Показано, что
эти решения хорошо согласуются. С использованием феноменологических критериев
прочности для каждого слоя сформулирована задача о начальном разрушении рассмат-
риваемых оболочек. Для решения задач оптимизации по весу многослойных оболочек из
композитных материалов при комбинированном нагружении предложен метод покоорди-
натного спуска на единичном отрезке. Для многослойного стержня, находящегося под
действием равномерно распределенной нагрузки и сосредоточенной силы, определены
области безопасных эксплуатационных нагрузок и оптимальное по весу распределение
толщин слоев.

Ключевые слова: многослойные оболочки, композитные материалы, совокупность на-
грузок, прочность, оптимальное проектирование по весу, метод покоординатного спуска
на единичном отрезке.

Введение. Основные работы, в которых обобщены результаты исследований теории
слоистых анизотропных оболочек и пластин, представлены в [1–7]. В [6] указаны методы,
используемые для вывода двумерных уравнений слоистых анизотропных оболочек: метод
асимптотического интегрирования уравнений пространственной задачи теории упругости,
метод разложения в ряды по некоторой системе функций поперечной координаты, метод
гипотез для каждого слоя или пакета слоев в сочетании с вариационными принципами

Лагранжа и Рейсснера. В соответствии с принятой в [6] кинематической гипотезой рас-
пределение сдвиговых напряжений по поперечной координате имеет такой характер, что
их максимальное значение всегда достигается на срединной поверхности оболочки незави-
симо от структуры многослойного пакета. Это противоречит результатам, полученным
для многослойных стержней [7]. В [7] распределения напряжений и смещений в случае
изгиба слоистых балок получены из уравнений равновесия сплошной среды с помощью
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функции напряжений в виде целых полиномов. Указанным способом удается получить
решение лишь для случая ортотропной консоли, изгибаемой силой и моментом.

1. Формулировка основных статических и кинематических гипотез. Рас-
смотрим ортотропные осесимметричные оболочки, нагружение и закрепление которых не
зависят от угловой координаты ϕ, а оси ортотропии совпадают с линиями кривизны от-
счетной поверхности. В этом случае все величины не зависят от ϕ и сдвиговые деформации
равны нулю: εxϕ = εzϕ = 0. В данной работе используются следующие обозначения: OX,
OZ — оси координат, направленные вдоль меридиана и по нормали к отсчетной поверх-
ности оболочки соответственно; uk, wk (k = 1, 2, . . . , n) — смещения вдоль осей OX, OZ
k-го слоя; σxk, σϕk, σxzk — нормальные и касательные напряжения в k-м слое; в качестве
отсчетной поверхности принята верхняя лицевая поверхность оболочки; hk — расстояние

от верхней кромки оболочки до нижней границы k-го слоя (h0 = 0, hn = h, n — число

слоев); R1, R2 и A1, A2 — радиусы кривизны и параметры Ламе отсчетной поверхности

оболочки соответственно.
Результаты экспериментов [8–12] показывают, что во многих случаях разрушение

вследствие действия поперечных сдвиговых напряжений ограничивает несущую способ-
ность конструкций из композитных материалов. Учет обжатия оказывает существенно
меньшее влияние на напряженно-деформированное состояние конструкции по сравнению
с учетом поперечных сдвигов [9]. Поэтому будем считать

εzk = 0, wk = w(x), σzk � σxk, σzk � σϕk, σzk � σxzk, k = 1, 2, . . . , n. (1)

В этом случае уравнения обобщенного закона Гука для k-го слоя записываются в виде

σxk = a11kεxk + a12kεϕk, σϕk = a12kεxk + a22kεϕk, σxzk = a13kεxzk. (2)

В общем случае коэффициенты aααk, a1ik (k = 1, 2, . . . , n, α = 1, 2, i = 2, 3) могут быть
произвольными непрерывными функциями координаты z.

Обобщая результаты [7] для случая осесимметричных оболочек, как и в [13], в качестве
статической гипотезы (наряду с предположениями (1)) примем следующее распределение
по координате z поперечных сдвиговых напряжений для k-го слоя:

σxzk = γ(x)
3∑

i=1

izi−1Cik ∀z ∈ [hk−1; hk], k = 1, 2, . . . , n. (3)

Здесь постоянные Cik определяются по формулам [7]

C1k =
6

S

[
S1

( k−1∑
i=1

(h2
i − h2

i−1)ai − h2
k−1ak

)
− S2

( k−1∑
i=1

(hi − hi−1)ai − hk−1ak

)]
,

C2k = −3S2ak

S
, C3k =

2S1ak

S
,

Sl =
n∑

k=1

(hl
k − hl

k−1), l = 1, 2, 3, S = 4S1S3 − 3S2
2 , ai = a11k + a22k.

Подставляя в (3) третье соотношение (2) для деформации поперечного сдвига и ин-
тегрируя полученное соотношение, имеем следующее представление для смещения вдоль
координаты z k-го слоя:

uk(x, z) = u(x)− z

A1

dw

dx
+

γ(x)

a13k

3∑
α=0

zαCαk, α = 0, 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . , n. (4)
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Здесь

C01 = 0, C0k+1 =
a13k+1

a13k

3∑
α=0

hα
kCαk −

3∑
α=1

hα
kCαk+1.

В (4) и далее величинами порядка z/Ri в силу их малости по сравнению с единицей можно

пренебречь.
Распределение меридионального смещения (4) учитывает поперечные сдвиговые на-

пряжения (в каждом слое), удовлетворяющие нулевым граничным условиям при z = 0
и z = h, и обеспечивает выполнение всех условий непрерывности для меридиональных
смещений и сдвиговых напряжений на поверхностях раздела слоев при значениях z = hk

(k = 1, 2, . . . , n− 1).
2. Уравнения равновесия и краевые условия линейной теории многослой-

ных анизотропных оболочек. Для получения дифференциальных уравнений равнове-
сия рассматриваемых оболочек используем принцип возможных перемещений, который
позволяет получить систему обобщенных внутренних усилий, соответствующих незави-
симым обобщенным кинематическим характеристикам принятой модели, уравнения рав-
новесия и естественные краевые условия, согласованные с принятыми гипотезами.

Для многослойной анизотропной оболочки, находящейся в состоянии равновесия, прин-
цип возможных перемещений имеет вид

δΠ = δE + δA, (5)

где δΠ — виртуальная работа внутренних сил; δE — виртуальная работа внешних рас-
пределенных нагрузок, действующих на лицевых поверхностях оболочки z = 0 и z = h;
δA — виртуальная работа сил, приложенных к торцам оболочки x = l1, x = l2.

Для вариации потенциальной энергии деформации имеем выражение

δΠ =

2π∫
0

l2∫
l1

n∑
i=1

hi∫
hi−1

(σxi δεxi + σϕi δεϕi + σxzi δεxzi)A1A2 dz dx dϕ. (6)

Виртуальные работы δE и δA определяются следующим образом:

δE =

2π∫
0

l2∫
l1

q(x) δw A1A2 dx dϕ,

δA =

2π∫
0

2∑
α=1

n∑
i=1

hi∫
hi−1

(
P 0

xi(lα, z) δui(lα, z) + P 0
zi(lα, z) δw(lα)

)
A2 dz dϕ.

(7)

Здесь q(x) — распределенная нагрузка, приложенная к отсчетной поверхности оболочки;
P 0

xi(lα, z), P 0
zi(lα, z) — распределенные нагрузки в i-м слое (i = 1, 2, . . . , n), приложенные в

сечениях x = lα (α = 1, 2) и направленные вдоль осей OX и OZ соответственно.
Используя (4)–(7), соотношения Коши для деформаций и учитывая, что все величины

не зависят от угловой координаты ϕ, а вариации δu, δw, δγ в интегралах по перемен-
ной x (после интегрирования по частям) и вариации δu, δw, δw′, δγ на границах x = l1,
x = l2 независимы, получаем систему дифференциальных уравнений равновесия элемента
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многослойной оболочки

(A2Tx)′ − A′
2Tϕ −

A1A2

R1
Q̃ = 0,

Tx

R1
+

Tϕ

R2
+

(A2Q̃)′

A1A2
+ q(x) = 0,

(A2Mx)′ − A′
2Mϕ − A1A2Q̃ = 0

(8)

и граничные условия на торцах x = l1, x = l2

[Tx − T 0
x ] δu = 0, [(A2Mx)′ − A′

2Mϕ − A1A2Q
0] δw = 0,

[Mx −M0
x ] δ(w′) = 0, [M̃x − M̃0

x ] δγ = 0.
(9)

Здесь

Tx(ϕ) =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

σx(ϕ)k dz, Mx(ϕ) =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

σx(ϕ)kz dz,

Q̃ =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

σxzkfk(z)

a13k
dz − 1

A1A2
{[A2(M̃x −Mx)]′ − A′

2(M̃ϕ −Mϕ)},

M̃x(ϕ) =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

σx(ϕ)kΦk(z) dz, T 0
x =

n∑
k=1

hk∫
hk−1

P 0
xk dz, M0

x =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

P 0
xkz dz,

Q0 =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

P 0
zk dz, M̃0

x =
n∑

k=1

hk∫
hk−1

P 0
xkΦk(z) dz,

fk(z) =
3∑

i=1

izi−1Cik, Φk(z) =
1

a13k

3∑
i=0

ziCik (k = 1, . . . , n),

штрих обозначает производную по переменной x.
Из соотношений (9) можно получить различные варианты граничных условий для

рассматриваемого класса внешних нагрузок, действующих на оболочку. В частности, в
случае жесткой заделки края оболочки имеем u = w = w′ = γ = 0. Эти условия, в отличие
от условий в теории, рассмотренной в [6], соответствуют нулевому смещению в мериди-
ональном направлении по всему сечению оболочки. Если на краю оболочки приложены

распределенные усилия, то выполняются краевые условия для усилий и моментов в (9).
Используя соотношения (4), выражения для деформации и обобщенный закон Гука (1),

сведем систему уравнений (8) к разрешающей системе трех дифференциальных уравнений
восьмого порядка (для любого числа слоев) относительно функций u(x), w(x), γ(x).

Следует отметить, что при использовании обобщенных гипотез С. П. Тимошенко по-
лученные уравнения при n = 1 переходят в уравнения равновесия для однородных осесим-
метричных оболочек [14].

3. Начальное разрушение оболочек при комбинированном нагружении. Если
решение системы уравнений (8) при соответствующих граничных условиях найдено, то,
используя соотношения обобщенного закона Гука (1), можно определить напряжения в
каждом слое оболочки. При решении задачи о начальном разрушении оболочки используем
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феноменологический критерий прочности, который для k-го слоя в общем случае плоского
напряженного состояния имеет вид [10, 15]

f11(k)σxk + f22(k)σϕk + f1111(k)σ
2
xk + f2222(k)σ

2
ϕk +

+ 2f1122(k)σxkσϕk + f1212(k)σ
2
xzk = 1, (10)

где коэффициенты fαα(k), fαααα(k), fαβαβ(k), fααββ(k) (α = 1, 2, β = 1, 2, k = 1, 2, . . . , n)

определяются в [15] с использованием экспериментальных данных; σ±
1(k)

, σ±
2(k)

, τ12(k) —
пределы прочности в направлении армирования, трансверсальном направлении и предел
прочности на сдвиг в плоскости слоя для однонаправленного армированного слоя (знак “+”
соответствует растяжению, знак “−” — сжатию).

С использованием критериев прочности (10) задачу о разрушении рассматриваемой
оболочки при комбинированном нагружении pj (j = 1, 2, . . . , N) сформулируем следую-
щим образом: при заданных геометрических параметрах оболочки, количестве ее слоев,
их относительных толщинах, механических характеристиках каждого слоя определить
в N -мерном пространстве нагрузок pj (j = 1, 2, . . . , N) замкнутую поверхность (поверх-
ность прочности), такую что если вектор нагрузок находится внутри этой поверхности,
то оболочка деформируется упруго, а если вектор нагрузок лежит на поверхности, то хотя
бы в одном из слоев оболочки начнется разрушение. Следует отметить, что если вектор
нагрузок лежит на поверхности, то это может соответствовать появлению разрушения

одновременно в нескольких слоях и в различных областях (точках) оболочки. Для постро-
ения указанной поверхности прочности используем принцип независимости действия сил

и алгоритм, приведенный в работе [16].
4. Напряженно-деформированное состояние и прочность консольного

стержня. В качестве примера рассмотрим консольную многослойную балку, находящую-
ся под действием системы независимых нагрузок: распределенной нагрузки синусоидаль-
ного типа p0, равномерно распределенной нагрузки p1, сосредоточенной силы p2 и момен-
та p3 на торце. Для данной конструкции разработана методика численного исследования
напряженно-деформированного состояния и начального разрушения. Проведено сравнение
решения задачи о напряженно-деформированном состоянии с решением Лехницкого [7] для
двухслойной балки (n = 2), находящейся под действием сосредоточенной силы p2, прило-
женной на торце, при следующих значениях параметров: β = 10, ā111 = 2, ā112 = 18,
ā131 = 1, ā132 = 9 (β = l/h — относительная длина балки; ā1αk = a1αk/a131, α = 1, 3,
k = 1, 2). На рис. 1,а представлено распределение нормальных напряжений σ̄x1 = hσx1/p2

по оси стержня на его поверхности при η = z/h = 0, а на рис. 1,б — распределение

нормальных напряжений σ̄xk = hσxk/p2 по сечению стержня в заделке при ξ = x/l = 0.
На рис. 2 показана граница области разрушающих нагрузок p2 = p2(p1) в случае,

когда на балку действуют равномерно распределенная и сосредоточенная нагрузки при

n = 4, ā112 = ā113 = 2, ā131 = ā134 = 1, ā132 = ā133 = 0,5, β = 10, ā111 = ā114 = 10,
σ+

1(1)
= σ+

1(4)
= 1800 МПа, σ−

1(1)
= σ−

1(4)
= 600 МПа, σ+

1(2)
= σ+

1(3)
= 60 МПа, τ12(k) = 45 МПа,

σ−
1(2)

= σ−
1(3)

= 160 МПа (k = 1, 2, 3, 4).

5. Оптимальное проектирование по весу многослойных оболочечных из-
делий из композитных материалов. Постановка задачи, основные допущения.
Пусть для конструкции известны следующие параметры:

— количество n слоев заданной ориентации (под слоем будем понимать набор всех
монослоев c одинаковой ориентацией);

— упругие характеристики композитного материала: модули упругости E1, E2, G12,
коэффициенты Пуассона ν1, ν2, а также удельная плотность материала k-го слоя γk;

— пределы прочности σ±
1(k)

, σ±
2(k)

, τ12(k) для однонаправленно армированного слоя;
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Рис. 1. Распределения нормального напряжения по оси стержня на его поверх-
ности η = 0 (а) и по сечению стержня в заделке ξ = 0 (б):
сплошные линии — результаты расчетов, полученные в данной работе; штриховые —
результаты расчетов по соотношениям Лехницкого [7]
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Рис. 2. Граница области разрушающих нагрузок для консольной балки, на-
ходящейся под действием распределенной нагрузки и сосредоточенной силы на

торце
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— постоянная ориентация ϕk (k = 1, . . . , n) каждого слоя относительно выбранной
системы координат XOY ;

— статические нагрузки pl = (pl
0, p

l
1, p

l
2, p

l
3) (l = 1, . . . , L), действующие на конструк-

цию.
Варьируемыми параметрами являются толщины слоев hk. Необходимо определить

минимальный вес композитной оболочечной конструкции

V =
n∑

k=1

hkγk → min, hk > 0

при условии обеспечения прочности одновременно для всех слоев и для всех L вариантов
статических нагрузок при заданном критерии разрушения.

Для решения задачи оптимизации конструкции целесообразно использовать феноме-
нологический критерий прочности, который для k-го слоя записывается в виде [15]

Gk
jiε

l
jε

l
i + Gk

j ε
l
j 6 1, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , L, j = 1, 2, 3, i = 1, 2, 3. (11)

Здесь εl
1 = εl

x, εl
2 = εl

y, εl
3 = γl

xy — деформации пакета слоев в системе координат XOY при

l-м варианте нагружения. Постоянные Gk
ji, Gk

j вычисляются через упругие и прочностные

характеристики материала, а также через углы ориентации k-го слоя.
Введем обозначения

Φk
l = Gk

jiε
l
jε

l
i + Gk

j ε
l
j , Φ = max

k,l
{Φk

l }, k = 1, . . . , n, l = 1, . . . , L.

Тогда совокупность ограничений типа (11) можно представить в виде

Φ(h1, . . . , hn) 6 1. (12)

Далее разбиваем конструкцию в меридиональном направлении с заданным шагом и при-
меняем формулу (12) для каждого узла.

6. Метод покоординатного спуска на единичном отрезке для весового про-
ектирования композитных оболочек. Для решения задачи весовой оптимизации ком-
позитных оболочек предлагается использовать метод покоординатного спуска на еди-
ничном отрезке [17]. Для создания эффективного алгоритма оптимизации вводятся но-
вые проектные параметры, областью изменения которых является единичный отрезок

ωk = hkγk/V (k = 1, . . . , n). Значения ωk принадлежат отрезку [0, 1]. Зафиксируем про-
извольно выбранный номер j, так чтобы выполнялись неравенства 1 6 j 6 n. Пусть

ω∗ = max
k 6=j

(ωk), k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n.

Введем дополнительные параметры ω̃k = ωk/ω
∗, k = 1, . . . , j−1, j+1, . . . , n. При известных

значениях V , j, ωj , ω̃k (k 6= j) толщина каждого слоя определяется однозначно [17]:

hj =
ωjV

γj
, h

∣∣
k 6=j

=
ωkV

γk
=

ω∗ω̃kV

γk
= (1− ωj)ω̃kV

/ (
γk

n∑
k=1, k 6=j

ω̃k

)
. (13)

Подставим формулы (13) в (12). При фиксированных значениях ω̃k для огибающей

функции ограничений получаем неявную зависимость веса конструкции от относительного

веса j слоя Φ(ωj , V ) = 1.
Вес конструкции минимизируется последовательно с использованием метода весовой

оптимизации композитных конструкций на конечном отрезке [17].
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7. Пример оптимизации. Рассматривается консольный стержень длиной l = 10 м,
нагруженный на свободном торце сосредоточенной силой L2 = 106 Н. Стержень сфор-
мирован из четырех слоев. Первый, второй и четвертый слои изготовлены из матери-
ала HMS/3002M, имеющего следующие упругие и прочностные характеристики: E1 =
185 ГПа, E2 = 6,76 ГПа, G12 = 5,86 ГПа, ν1 = 0,2, Xt = 680 МПа, Xc = 690 МПа,
Yt = 16 МПа, Yc = 186 МПа, S = 72 МПа. В первом и четвертом слоях волокна распо-
ложены вдоль продольной оси балки, во втором слое — поперек, третий слой выполнен
из легкого заполнителя с относительным удельным весом, равным отношению удельного
веса заполнителя к удельному весу несущих слоев γ̄ = 0,1, и следующими упругими ха-
рактеристиками: E1 = 0,76 ГПа, E2 = 0,76 ГПа, G12 = 0,86 ГПа, ν1 = 0,2, Xt = 7 МПа,
Xc = 7 МПа, Yt = 7 МПа, Yc = 7 МПа, S = 2 МПа. В результате решения задачи оптими-
зации получены следующие значения толщин слоев: h1 = 3,32 · 10−2 м, h2 = 1,24 · 10−4 м,
h3 = 5,02 · 10−2 м, h4 = 2,43 · 10−2 м.

Заключение. На основе теории, используемой для определения напряженно-
деформированного состояния и области допустимых эксплуатационных нагрузок много-
слойных композитных оболочек, предложен метод весовой оптимизации указанных кон-
струкций на конечном отрезке. Данный подход позволяет применять эффективные методы
нелинейного программирования (метод половинного деления и метод “золотого сечения”).
При наличии ограничений по прочности слоев композитных оболочек уравнения изгиба

оболочек и предложенный метод оптимизации по весу могут быть использованы для рас-
чета и оптимизации широкого класса изделий из композитов, находящихся под действием
совокупности нагрузок.
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