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ЧАСТОТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ МИЗЕСА:
ФИЛОСОФСКИЙ И МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ*

Рассмотрены различные оценки материальной адекватности частотной ин-
терпретации Мизеса. Так, чистые математики полагают, что в ней нет необходимо-
сти, так как идея случайности успешно исследуется в колмогоровской теории слож-
ности. Философы де Финетти и Поппер тоже отрицают значимость частотной интер-
претации, полагая, что ее основные результаты могут быть получены в др. интерпре-
тациях. В работе показана уникальность частотной интерпретации, например для
создания унификационной интерпретации теории вероятностей Шейфера.

Так же исследованы различные оценки формальной корректности частотной
интерпретации. Так, некоторые чистые математики критикуют формальные несо-
вершенства интерпретации Мизеса, напротив, прикладные математики отмечают ее
креативность. Наш собственный аргумент в пользу частотной интерпретации состоит
в том, что согласно Мизесу, его теория не математическая наука, а строгая естест-
веннонаучная дисциплина о массовых явлениях. Поэтому известные критические
аргументы не могут фальсифицировать теорию Мизеса.
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FREQUENCY INTERPRETATION OF MISES:
PHILOSOPHICAL AND METHODOLOGICAL ANALYSIS

The paper explores various estimates of the material adequacy of Mises’ frequency
interpretation. Thus, pure mathematicians believe that it is not necessary, since the idea of
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chance is successfully studied in Kolmogorov's theory of complexity. The philosophers de
Finetti and Popper also deny the importance of frequency interpretation, believing that its
main results can be obtained in other interpretations. The paper shows the uniqueness of
frequency interpretation, for example, for the creation of a unified interpretation of the
theory of Shafer's probabilities.

It also analyses various estimates of the formal correctness of frequency interpreta-
tion. Thus, some pure mathematicians criticize the formal imperfections of Mises' interpre-
tation, while applied mathematicians note its creativity. Our own argument in favor of
frequency interpretation is that according to Mises, his theory is not a mathematical science,
but a strict natural scientific discipline about mass phenomena. Therefore, the available
critical arguments cannot falsify Mises' theory.

Keywords: frequency interpretation; subjective interpretation; interpretation of in-
clinations; Kolmogorov complexity; Gilbert; Mises, Reichenbach; Kolmogorov; Popper; de
Finetti; Shafer

Принятая математическим сообществом теория вероятностей
Колмогорова обеспечивает вычисление вероятностей изучаемых
событий, если известны пространство элементарных событий, про-
странство событий и вероятности элементарных событий. Несмотря
на универсальность стандартной теории вероятностей, представля-
ют интерес интерпретации теории вероятностей. Интерпретации
имеют значение как в контексте применения теории вероятностей,
так и исследования ее оснований, а также для изучения эпистемоло-
гических проблем, связанных с понятием вероятности. Так, приме-
нение теории вероятностей предполагает, что известны вероятности
элементарных событий, однако во многих случаях они неизвестны,
поэтому их определяют экспериментально, на основе частот, или на
основе степеней уверенности и т.д. Проблема применимости теории
вероятностей естественно вызывает обращение к использованию
интерпретаций. Хотя математический аппарат обеспечивает приме-
нение формальных результатов, связанных с вероятностями, однако
это не гарантирует понимание реальных прообразов теоретической
вероятности, на основе которых вероятность определяется, таких
как: частота, пропенсити, степень уверенности и другие. Так как
понятие вероятности является значимым для философии науки и
эпистемологии, поэтому вероятностные интерпретации вызывают
интерес в этих философских дисциплинах. В настоящее время ос-
новными интерпретациями теории вероятностей являются: частот-
ная, субъективистская, логическая, пропенсити, эпистемологическая
и некоторые другие. Как отмечал Хакинг, для науки значима час-
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тотная интерпретация, так как частота является объективистской
характеристикой, и частоты используются в приложениях во многих
областях знания [7]. Первый обоснованный вариант частотной ин-
терпретации теории вероятностей был предложен Венном. Совре-
менные частотные интерпретации были созданы Мизесом и Рейхен-
бахом. Концепция Рейхенбаха представляет собой частотно-
логическую концепцию, предназначенную для исследования веро-
ятностных причинных связей. Теория Рейхенбаха весьма популярна
в философских исследованиях [10].

Концепция Мизеса была в центре внимания у математиков в
20-30 гг. прошлого столетия [9]. Интерес к ней объясняется тем, что
Мизесом была решена одна из проблем, связанной с шестой про-
блемой Гильберта и состоящей в аксиоматизации теории вероятно-
стей. Остальные проблемы, относящиеся к шестой проблеме Гиль-
берта, предполагали аксиоматизацию некоторых физических теорий
– механики, термодинамики, статистической физики. Теория Мизе-
са вызывала интерес вплоть до появления аксиоматики Колмогоро-
ва, которая была создана в 1933 гг. и принята математическим со-
обществом в качестве работающей математики в 1938 гг. В настоя-
щее время отношение к теории Мизеса неоднозначное. Чистые ма-
тематики не интересуются частотной интерпретацией Мизеса, пола-
гая, что она не является формально безупречной. Напротив, некото-
рые математики-прикладники и физики высоко оценивают теорию
Мизеса [1, 5]. В ряде работ Ламбалгена показано, что в целом кри-
тика Мизеса вызвана не логико-математическими просчетами, а
различием методологических допущений у чистых математиков,
являвшихся формалистами, и прикладного математика Мизеса, у
которого методологические основания это синтез эмпиризма и ин-
туиционизма [8]. Философские и формальные основания теории
Мизеса были исследованы известным советским математиком Хин-
чиным. По-нашему мнению, исследование оснований концепции
Мизеса и критика его оснований представляют интерес для филосо-
фии науки, так как предполагается показать, что основания концеп-
ции Мизеса вполне устояли в результате многочисленной критики.
При этом сама критика была связана с тем, что в подавляющем
большинстве оппоненты Мизеса отрицали значимость философских
предпосылок частотной интерпретации, и являлись представителя-
ми субъективистской интерпретации и концепции пропенсити.
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Прежде чем рассматривать критические замечания к концеп-
ции Мизеса и его ответы на критику, необходимо дать основные
определения его частотной интерпретации. Дадим основные поня-
тия и допущения в концепции Мизеса. Базовым понятием концеп-
ции является понятие ‘коллектив’. Коллектив это счетная или ко-
нечная последовательность элементов, полученных в результате
наблюдений или измерений, при неизменных условиях. Каждому
элементу последовательности поставлено в соответствие некоторое
число, называемое меткой или атрибутом. Сформулируем первую
аксиому частотной интерпретации Мизеса. Если для каждого атри-
бута исходной последовательности определять частоты, с которыми
этот атрибут встречается, то соответствующая каждому атрибуту
частотная последовательность его встречаемости в исходной после-
довательности сходится к определенному пределу. Мизес полагал,
что в теории вероятностей изучаются случайные последовательно-
сти, описывающие массовые случайные явления. Идея случайной
последовательности определяется во второй аксиоме Мизеса сле-
дующим образом. Пусть задана исходная последовательность эле-
ментов, удовлетворяющая первой аксиоме Мизеса. Эта последова-
тельность будет случайной, если для любых выделенных по допус-
тимым правилам подпоследовательностей, оказывается, что соот-
ветствующая частотная подпоследовательность по каждому атрибу-
ту сходится к тому же самому пределу, к которому сходится по то-
му же атрибуту исходная частотная последовательность, соответст-
вующая всему коллективу. Вторая аксиома Мизеса основана на ин-
вариантности частотных характеристик по отношению к формируе-
мым подпоследовательностям. Наибольшей критике было подверг-
нуто понятие допустимого правила выбора элементов, входящих в
формируемую подпоследовательность. У Мизеса понятие выбора не
было полностью формализовано, оно демонстрируется на примерах.
Содержательно стратегию выбора элементов можно представить
следующим образом. Пусть задана бесконечная последовательность
пронумерованных карточек, на внутренней стороне каждой из них
представлено некоторое число, а на внешней стороне записан по-
рядковой ее порядковый номер. Выбор очередной карточки основан
на номере выбираемой карточки, а также содержании ранее откры-
тых карточек.

Кроме двух аксиом, концепция Мизеса опирается на четыре
операции над коллективами, которые приводят к новым коллекти-
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вам. Эти операции имеют следующие названия: выделение места,
смешивание, деление и комбинирование. Для осуществления опера-
ции выделение места формируются числа s1, s2,…, sk. Далее из ис-
ходной последовательности

x1, x2,…,xk,…
формируется подпоследовательсть

xs1, xs2, xsk, …
Так как числа s1, s2,…, sk формируются случайным образом,

то подпоследовательность сходится к тому же пределу, что и исход-
ная последовательность. Во второй операции в исходном коллекти-
ве K0 с дискретным пространством меток S в некотором выделенном
подмножестве A из S значения меток a1, a2,…, ak заменяются един-
ственным значением b. Тогда в новом коллективе K, вероятность
значения b равняется сумме вероятностей pi , iA, где pi оригиналь-
ные значения меток в исходном коллективе K0 [9]. Операция пере-
мешивание обеспечивает построение коллектива, в котором вероят-
ность суммы независимых событий равна сумме вероятностей этих
событий. Посредством операции деления вводится понятие услов-
ной вероятности. Во всех трех операциях из исходного коллектива
формируется один производный коллектив. В операции комбиниро-
вание из исходного коллектива K0 с помощью операции выделение
места формируются два коллектива K1 и K2. Эти два коллектива
комбинируются таким образом, что вероятность p любой пары ме-
ток x и y равняется:

p(x,y)=p(x)p(y),
где p(x) и p(y) – вероятности меток x и y в K0. Посредством операции
комбинирование вводится правило вероятности для независимых
событий.

После описания базовых положений концепции Мизеса при-
ведем некоторые известные критические замечания к этой концеп-
ции:

1) Не доказано существование мизесовских коллективов;
2) Критикуется то, что Мизес не использовал теорию меры

как инструмент для обоснования и вычисления вероятностей;
3) Определение вероятности является предельным и пред-

ставляет собой смесь теоретических и эмпирических терминов;
4) Концепция Мизеса не является полностью аксиоматизиро-

ванной;
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5) Правила формирования подпоследовательностей не фор-
мализованы;

6) Некоторые законы теории вероятностей, в частности, закон
повторного логарифма не выполняется в концепции Мизеса;

7) Некоторые теоремы теории вероятностей, например тео-
рема Бернулли, имеющая частотную интерпретацию, выводимы в
других интерпретациях – субъективистской и пропенсити;

8) Концепция неприменима по отношению к индивидуаль-
ным объектам.

Дадим анализ критических замечаний и некоторые ответы на
них:

1) Мизесовские коллективы существуют. Как пишет Шень,
концепция Мизеса являлась уязвимой с точки зрения чистых мате-
матиков, так как он не предложил ни строгого описания способов
выделения подпоследовательностей, ни доказательства существова-
ния объектов, представляющих коллективы, которые являются ба-
зовым понятием в частотной интерпретации Мизеса [6, p. 4]. Мизес
был, прежде всего, специалистом в прикладной математике, про-
блемы существования скорее относятся к основаниям математики, и
он не предложил какого-либо доказательства существования кол-
лективов. Как отмечает Шень, несложно получить неформальное
доказательство существования коллективов: пусть в простейшем
случае коллектив представляет собой бесконечную последователь-
ность, состоящую из единиц и нулей, из исходной последовательно-
сти на основе некоторого правила s выбираются элементы, которые
входят в формируемую подпоследовательность, и пусть исходная
последовательность имеет распределение Бернулли с параметром p,
Тогда формируемая подпоследовательность имеет то же самое рас-
пределение. На основании теоремы строгого закона больших чисел
получается, что множество последовательностей, которые форми-
руются с помощью правила s и не удовлетворяют второй аксиоме
Мизеса, имеет мощность меры ноль. Тогда дополнительное множе-
ство, состоящее из последовательностей, удовлетворяющих аксиоме
Мизеса, имеет мощность континуума [Там же].

Конструктивные решения обоснования существования кол-
лективов были независимо предложены Вальдом и Черчем. Вальд
доказал, что для любого счетного множества правил выбора и для
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любого значения вероятности p, принадлежащего единичному ин-
тервалу от нуля до единицы, существует континуум последователь-
ностей, которые удовлетворяют первой и второй аксиомам Мизеса.

2) Действительно, Мизес не использовал аппарат теории ме-
ры. Его определение вероятности посредством предела сходящейся
последовательности частот не получило поддержки у «чистых» ма-
тематиков по двум причинам. Во-первых, в теории вероятностей
традиционно изучаются различные виды сходимости по вероятно-
сти, а не использованная Мизесом сходимость последовательностей,
принятая в математическом анализе. Во-вторых, математики отвер-
гали аргументацию Мизеса о существовании моста между его под-
ходом и теорией меры. Почему Мизес не использовал теорию меры
в своей концепции? Он критиковал известные подходы, связанные с
теорией меры. В частности, он критиковал теорию нормальных чи-
сел Бореля. Борель изучал асимптотическое поведение разложений
чисел в произвольной к-ичной системе счисления. Мизес полагал,
что исследование нормальных чисел никак не связано с изучением
реальных случайных процессов. Кроме того, Мизес не принимал
определение вероятности, предложенное Хаусдорфом. Для Хаус-
дорфа вероятность – это коэффициент меры точечного множества,
поделенный на меру множества, в котором точечное множество со-
держится [11]. Мизес полагал, что подход Хаусдорфа не учитывает
интересы теории вероятностей. Концепция Мизеса с точки зрения
чистой математики не была безупречной, и в нескольких письмах
Хаусдорфа, адресованных Мизесу, показано, что его подход не
обеспечивает использование теории меры [Там же]. Мизес принял
критику чистых математиков, однако он не отказался от определе-
ния вероятности на основе сходящихся частотных последовательно-
стей. Он полагал, что его подход являлся адекватным для описания
феномена случайности.

3) Действительно, теоретическая вероятность у Мизеса опре-
деляется как предел сходящихся частот. Трудно считать, что явное
определение теоретического термина на основе эмпирических тер-
минов является слабостью концепции Мизеса. Во-первых, такое
определение открывает способ вычисления теоретической вероят-
ности на основе частот. Во-вторых, практически все фундаменталь-
ные результаты в теории вероятностей, как отмечали в совместной
работе Колмогоров и Гнеденко, имеют асимптотический харак-



50    В.М. Резников

тер [2]. В-третьих, как отмечал Мизес, асимптотическое определе-
ние не зависит от мощности используемой последовательности.

4) Концепция Мизеса только частично аксиоматизирована, а
некоторые вероятности сложных событий, например сумма вероят-
ностей независимых событий у Мизеса вводится с помощью опера-
ции смешивание, в то время как у Колмогорова вероятность суммы
независимых событий определяется аксиоматически. Однако под-
ход Мизеса имеет свои достоинства, так как предложенные им опе-
рации осуществляются с помощью понятия коллектива, базового
понятия в частотной интерпретации.

5) Процедура выбора элементов в Мизеса была задана не-
формально, например выбирается каждый третий элемент или каж-
дый элемент, которому предшествуют два члена последовательно-
сти с нулевыми значениями. Содержательно идея, лежащая в основе
выбора элементов, такова: очередной элемент последовательности
выбирается по его номеру и значениям уже выбранных элементов.
Строгое описание допустимых правил выбора получено независимо
в работах Черча, Колмогорова, Шеня [3, 4].

6) В работах Поппера, в рамках концепции пропенсити и де
Финетти в субъективистской интерпретации были соответственно
доказаны теоремы закона больших чисел. В этих теоремах доказы-
вается, что реализация некоторых событий осуществляется с еди-
ничной вероятностью. По справедливому замечанию Мизеса это не
свидетельствует о редукции частотной интерпретации к субъекти-
вистской или пропенсити, так как в действительности осуществлена
лишь адаптация одного числа, а именно единицы, в этих интерпре-
тациях.

7) В работе Вилля было показано, что в концепции Мизеса
для коллективов с бесконечными последовательностями не выразим
закон повторного логарифма [12]. Однако в реальных ситуациях
исследователю доступны последовательности конечной мощности,
для которых справедлив закон повторного логарифма.

8) Действительно слабым звеном концепции Мизеса является
то, что он не разработал методологию и принципы ее использования
по отношению к сингулярным событиям. В настоящее время при-
менение концепции Мизеса предполагает использование идеи рефе-
рентного класса, или решение проблемы индукции в частном слу-
чае, или построение финитного варианта концепции Мизеса. Наи-
более реалистичным представляется создание финитной концепции
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для мизесовской интерпретации, такая работа была начата Колмо-
горовым, но не была им завершена.

Как справедливо отмечает Ламбалген, теория Мизеса устояла
в результате мощной разнообразной критики, хотя бесспорно тео-
рия не является совершенной. Возникает вопрос, представляет ли в
настоящее время частотная интерпретация Мизеса интерес для ее
изучения и совершенствования? По-нашему мнению она является
значимой для приложений теории вероятностей. Во-первых, она
является оригинальной математической дисциплиной, предназна-
ченной для изучения массовых явлений. Во-вторых, она значима,
так как в науке используются многочисленные объективистские
характеристики. Так, специалисты в эпидемиологии используют
частоту инфекционных заболеваний для определения уровня опас-
ности болезни для населения. В-третьих, математики-прикладники,
например Алимов, Тутубалин, и некоторые физики, например Ман-
дельштам, полагали, что для многих физических дисциплин адек-
ватна частотная интерпретация Мизеса. В-четвертых, частотная ин-
терпретация значима как важная составляющая синтетической кон-
цепции теории вероятностей Шейфера.

Итак, частотная интерпретация Мизеса представляет интерес
для современной математики, однако неизвестны работы, посвя-
щенные ее развитию. Возникает вопрос: почему современные мате-
матики не занимаются усовершенствованием частотной интерпре-
тации Мизеса? Во-первых, вследствие популярности колмогоров-
ской теория сложности, которая является современной развиваю-
щейся математической теорией. В этой теории формализовано по-
нятие сложности, сложность формулы определяется длиной про-
граммы, реализующей вычисление, и печать этой формулы. Иногда
считают, что достижения колмогоровской теории сложности свиде-
тельствуют о ненужности и неактуальности теории Мизеса, так как
в подходе Колмогорова понятие случайности интерпретируется по-
средством понятия сложности, и в большей степени случайная по-
следовательность оказывается более сложной. Отметим, что теория
колмогоровской сложности не может заменить частотную интер-
претацию, так как идея случайности в этих подходах рассматрива-
ется с разных точек зрения. Во-вторых, работающей математикой
теоретиков в области теории вероятностей является колмогоровская
теория вероятностей. Современные математики воспитаны на ак-
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сиоматике Колмогорова, а аксиоматика частотной теории Мизеса не
является колмогоровской. По-нашему мнению, одним из факторов,
препятствующих развитию частотной интерпретации Мизеса, ока-
зывается то, что она основана на неколмогоровской аксиоматике. В-
третьих, математики интересуются различными видами сходимости
случайных величин. Однако пока в частотной интерпретации Мизе-
са имеет место только слабая сходимость.

Заключение

Показано, что несмотря на мощную критику частотной ин-
терпретации Мизеса математиками и философами,все ее базовые
положения, и практически все формальные результаты устояли. Од-
нако если учесть, что согласно Мизесу частотная интерпретация –
это не математическая дисциплина, а дисциплина, относящаяся к
строгому естествознанию, к науке о массовых явлениях, тогда кон-
цепция Мизеса оказывается вне критики. Насколько правомерны
намерения Мизеса, предполагающие создание строгой дисциплины,
в области статистики, использующей мощный математический ап-
парат, с самостоятельным предметом исследований, посвященным
массовым явлениям? Действительно, статистическая наука, исполь-
зуя строгий формальный аппарат, имеет собственный предмет ис-
следования. Во-первых, создатели математической статистики Пир-
сон и Фишер были профессиональными генетиками и полагали, что
в статистике прежде всего изучается изменчивость явлений. При-
кладной математик и методолог статистики Алимов полагал, что
главная задача статистики – это поиск устойчивых результатов.
Обобщая подходы Пирсона, Фишера, Мизеса и Алимова и некото-
рых других, получим, что у статистической науки собственное поле
исследований, состоящее в изучении устойчивости и изменчивости
в массовых явлениях.
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