
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2020. Т. 61, N-◦ 6 143

УДК 539.6

РАЗРУШЕНИЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ

ВНУТРЕННЕГО И ВНЕШНЕГО ДАВЛЕНИЯ ТОЛСТОСТЕННОГО

СФЕРИЧЕСКОГО СОСУДА, ИЗГОТОВЛЕННОГО
ИЗ ОРТОТРОПНОГО ПЛАСТИЧНОГО МАТЕРИАЛА

Ц. Чжэн, Я. Ху∗

Центр экспериментального и междисциплинарного исследования гипергравитации

Чжэцзянского университета, 310058 Ханчжоу, Китай
∗ Колледж компьютерных наук и технологий Чжэцзянского технического университета,
310023 Ханчжоу, Китай
E-mails: zhengjianjing@zju.edu.cn, huyahong@zjut.edu.cn

С использованием теории Хилла анизотропного материала получено аналитическое вы-
ражение для предельного давления и соответствующих эквивалентных напряжений и
деформаций толстостенного сферического сосуда. Сосуд изготовлен из пластически ор-
тотропного материала. При построении решения учитываются деформационное упроч-
нение материала и большие деформации. Исследуется влияние пластической ортотро-
пии, деформационного упрочнения, отношения внешнего радиуса сосуда к внутреннему
и внешнего давления на величину предельного давления. Установлено, что от внешнего
давления зависит предельное давление и не зависят соответствующие эквивалентные
напряжения и деформации.
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Введение. Сферические сосуды высокого давления используются во многих отраслях
промышленности (нефтехимической, самолето- и кораблестроении и др.) для хранения га-
зообразных и жидких веществ. Поскольку такие сосуды часто применяются для хранения
легковоспламеняющихся, взрывоопасных и токсичных веществ, необходимо обеспечить их
сохранность в процессе эксплуатации. Следовательно, требуется определить значение дав-
ления, при котором сосуды высокого давления могут разрушиться.

Под давлением, при котором происходит разрушение сосуда, обычно понимается пре-
дельное (максимальное) давление, которое достигается в процессе его пластического де-
формирования под действием давления. Определению предельного давления для сфери-
ческих сосудов, находящихся под действием внутреннего давления, посвящено большое
количество теоретических и экспериментальных работ [1–10]. В [11] с использованием
критерия текучести Мизеса и теории пластической неустойчивости получено выражение
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для разрушающего давления для толстостенного сферического сосуда, изготовленного из
материала, обладающего деформационным упрочнением. В работах [12, 13] максимальное
давление тонкостенного сферического сосуда, находящегося под действием внутреннего
давления, рассматривалось как давление, при котором возникает пластическая неустой-
чивость, обусловленная растяжением материала, и получено аналитическое выражение
для величины такого давления. В [14–16] развиты численные методы определения пре-
дельных нагрузок для осесимметричных сосудов высокого давления. Отмечено, что опре-
деленное таким образом давление является верхней оценкой давления, при котором про-
исходит разрушение сосуда. Пластическая неустойчивость тонкостенных сферических со-
судов, находящихся под действием статических и динамических нагрузок, исследовалась
в работах [17, 18]. В [19] получено аналитическое решение задачи о деформировании под
действием внутреннего давления сферического сосуда, изготовленного из упругопластиче-
ского материала, обладающего линейным деформационным упрочнением. В [20] получено
аналитическое решение упругопластической задачи о деформировании с учетом больших

деформаций толстостенного сферического сосуда, изготовленного из материалов, обладаю-
щих линейным и нелинейным деформационным упрочнением. Распределение напряжений
и деформаций в толстостенных сферических оболочках, находящихся под действием внеш-
него давления, изучено в [21]. С использованием критериев текучести Треска и Мизеса в
работе [22] предложен метод оценки оптимальных предварительных напряжений и толщи-
ны стенки толстостенного сферического сосуда, находящегося под действием внутреннего
давления. С использованием единой теории прочности и с учетом среднего главного на-
пряжения в [23] получено выражение для давления, при котором происходит разрушение
тонкостенной оболочки, изготовленной из материала, имеющего различные пределы проч-
ности при растяжении и сжатии. В работе [24] рассматривалась задача о неустойчивости
сферической оболочки из гиперупругого материала.

Следует отметить, что в указанных выше работах не учитывалось влияние анизотро-
пии на механические свойства материала оболочек. Однако материал реальных оболочек
может обладать пластической анизотропией. В [25] с учетом пластической анизотропии
материала получено аналитическое выражение для давления, при котором происходит

разрыв длинной тонкостенной трубки с закрытыми торцами под действием внутреннего

и внешнего давления.
В данной работе с учетом больших деформаций и пластической анизотропии мате-

риала, обладающего деформационным упрочнением, рассматривается задача о разруше-
нии толстостенного сферического сосуда под действием внутреннего и внешнего давления,
выводятся аналитические выражения для предельного давления и соответствующих эк-
вивалентных напряжений и деформаций. Исследуется влияние пластической ортотропии,
деформационного упрочнения, отношения внешнего радиуса оболочки к внутреннему и
внешнего давления на величину предельного давления и величины эквивалентных напря-
жений и деформаций.

1. Уравнения задачи. Рассмотрим толстостенный сферический сосуд, находящийся
под действием внутреннего и внешнего давления. Сосуд изготовлен из материала, обла-
дающего пластической ортотропией. Внутренний и внешний радиусы сосуда обозначены
через Rin и Rout соответственно. До момента разрушения пластичные материалы испы-
тывают большие пластические деформации. Зависимость напряжений от деформаций при
одноосном деформировании таких материалов может быть описана соотношением Людви-
ка [11]

σ = Kεn, (1)

где σ, ε — истинные напряжения и деформации соответственно; K — коэффициент жест-
кости; n — показатель деформационного упрочнения.
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Следует отметить, что при построении экспериментальной зависимости σ ∼ ε при
одноосном растяжении, как правило, используются номинальные напряжения σ′ и инже-
нерные деформации ε′. Полагая, что деформирование происходит при постоянном объеме,
получаем

ε = ln (1 + ε′), σ = σ′(1 + ε′).

2. Определение предельного давления. Ниже выводятся выражения для давле-
ния, при котором происходит разрушение толстостенного сосуда, изготовленного из ма-
териала, обладающего пластической ортотропией. Согласно теории материалов с ортого-
нальной анизотропией [26] в случае толстостенного сферического сосуда выражение для
эквивалентного напряжения записывается в виде

σ =

√
3

2

(F (σθ − σr)
2 + G(σr − σϕ)2 + H(σϕ − σθ)

2

F + G + H

)1/2
, (2)

где σr — радиальное главное напряжение; σθ, σϕ — тангенциальные главные напряжения;
F , G, H — параметры ортотропии.

В случае пропорционального нагружения выражение для соответствующей эквива-
лентой деформации имеет вид

ε =

√
2

3
(F + G + H)1/2

(F (Gεθ −Hεr)
2 + G(Hεr − Fεϕ)2 + H(Fεϕ −Gεθ)

2

(FG + GH + HF )2

)1/2
(3)

(εr, εθ, εϕ — главные деформации).
В случае сферической симметрии уравнение равновесия с учетом больших деформаций

записывается в виде [11]

r + u

2

dσr

d (r + u)
= σθ − σr, (4)

где r, u, r + u — начальная радиальная координата точки, ее смещение и текущая ради-
альная координата соответственно.

Формула для деформаций, выраженных через смещение, и уравнение совместности
деформаций имеют вид [11]

εr = ln (1 + du/dr);

εθ = ln (1 + u/r); (5)

(r + u)
dεθ

d (r + u)
= 1− eεθ−εr . (6)

Безразмерные параметры rϕ и rθ:

rϕ = H/G, rθ = H/F (7)

определяют свойства анизотропии материала в двух взаимно ортогональных направлени-
ях на сферической поверхности. Эти параметры можно определить в экспериментах на

растяжение образцов, вырезанных в соответствующих направлениях.
В силу сферической симметрии задачи

εθ = εϕ; (8)

F = G;

σθ = σϕ. (9)

Следовательно, из уравнений (7) находим

rϕ = rθ = H/G = H/F = R. (10)
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Из (2), (10) следует

σ =

√
3

2

(R(σθ − σϕ)2 + (σϕ − σr)
2 + (σr − σθ)

2

2 + R

)1/2
, (11)

из (3), (10) получаем

ε =

√
2(2 + R)

3

[(εθ −Rεr)
2 + (Rεr − εϕ)2 + R(εϕ − εθ)

2]1/2

1 + 2R
. (12)

С учетом (9), (11) выражение для эквивалентного напряжения можно упростить:

σ =
√

3/(2 + R) (σθ − σr). (13)

В случае конечных пластических деформаций условие несжимаемости материала записы-
вается в виде

εϕ + εθ + εr = 0. (14)

Из уравнений (8) и (14) следует

εr = −2εθ. (15)

С учетом уравнений (8), (12), (15) получаем

ε = 2
√

(2 + R)/3 εθ. (16)

Вводя безразмерную переменную x:

x = (r + u)/Rin ,

с учетом (15) уравнение совместности деформаций (6) можно представить в следующем
виде:

x
dεθ

dx
= 1− e3εθ .

Интегрируя это уравнение, получаем

εθ =
1

3
ln

( x3

x3 + c

)
, (17)

где c — постоянная интегрирования. Из (5) находим выражение для деформации εθ на

внутренней поверхности сосуда

εθin = ln xin , (18)

где xin = (Rin + uin)/Rin ; uin — радиальное смещение на внутренней поверхности (r =
Rin). С учетом (18) из (17) получаем

εθ =
1

3
ln

( x3

x3 − x3
in + 1

)
. (19)

Подставляя (19) в уравнение (16), имеем выражение для эквивалентной деформации
в виде

ε =
2

3
η ln

( x3

x3 − x3
in + 1

)
, (20)

где η =
√

(2 + R)/3 .
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В силу несжимаемости объем материала сосуда до деформации равен его объему после

деформации:

(4/3)π[(Rout + uout)
3 − (Rin + uin)3] = (4/3)π(R3

out −R3
in). (21)

Здесь uout — смещение внешней поверхности (r = Rout).
Из (21) следует

x3
out − x3

in = κ3 − 1, (22)

где xout = (Rout + uout)/Rin ; κ = Rout/Rin .
С учетом (20), (22) получаем выражения для эквивалентной деформации на внутрен-

ней и внешней поверхностях:

εin = 2η ln xin ; (23)

εout =
2η

3
ln

(
1− 1− e3εin/(2η)

κ3

)
. (24)

Подставляя (23), (24) в (1), находим выражения для эквивалентного напряжения на внут-
ренней и внешней поверхностях:

σin = Kεn
in = K(2η ln xin)n, σout = Kεn

out = K
[2η

3
ln

(
1− 1− e3εin/(2η)

κ3

)]n
. (25)

В соответствии с [11] параметр K определяется по формуле

K =
σu

nn
=

( e

n

)n
σ′

u, (26)

где σu, σ′
u — истинное и номинальное временные сопротивления при растяжении соответ-

ственно.
При R = 1 получаем выражения для эквивалентных напряжения и деформации без

учета пластической анизотропии [11]:

εin = 2 ln xin , εout =
2

3
ln

(
1− e3εin/2

κ3

)
,

σin =
( e

n

)n
(2 ln xin)nσ′

u, σout =
( e

n

)n[2

3
ln

(
1− 1− e3εin/2

κ3

)]n
σ′

u.

Из (4), (6), (13), (16) следует

dσr

dε
=

σ

1− e3ε/(2η)
. (27)

Подставляя (1) в (27) и учитывая краевые условия σr = −P , ε = εin на внутренней

поверхности и σr = −αP , ε = εout на внешней поверхности, находим уравнение, после
интегрирования которого имеем выражение для давления

P =
K

1− α

εout∫
εin

εn

1− e3ε/(2η)
dε. (28)

С учетом (26) выражение (28) для давления принимает следующий вид:

P =
1

1− α

( e

n

)n
σ′

u

εout∫
εin

εn

1− e3ε/(2η)
dε. (29)
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Пренебрегая пластической ортотропией (R = 1) и считая внешнее давление равным
нулю (α = 0), из (29) получаем решение [11]:

P =
( e

n

)n
σ′

u

εout∫
εin

εn

1− e3ε/2
dε.

Из (24), (29) следует, что эквивалентная деформация на внешней поверхности сосу-
да εout и давление P являются функциями εin . В точке пластической неустойчивости дав-
ление P достигает максимального значения. Следовательно, давление Pb, при котором
наступает пластическая неустойчивость, определяется из условия ∂P/∂εin = 0.

3. Результаты численных расчетов и их обсуждение. Эквивалентная дефор-
мация на внутренней поверхности сосуда εin при предельном значении давления может

быть определена из условия пластической неустойчивости ∂P/∂εin = 0. Эта деформация
не зависит от внешнего давления. Подставляя выражение для εin в (24), получаем выраже-
ние для εout — эквивалентной деформации на внешней поверхности в момент разрушения.
Подставляя выражения для εin , εout в (29) и интегрируя полученное уравнение, находим
выражение для давления Pb. Выражения для соответствующих эквивалентных напряже-
ний σin , σout в момент разрушения можно получить, подставив выражения для εin , εout в

первое и второе выражения (25) соответственно. Так как эквивалентная деформация εin

не зависит от внешнего давления, то согласно уравнениям (23)–(25) эквивалентная де-
формация εout и эквивалентные напряжения σin , σout в момент достижения предельного

давления также не зависят от внешнего давления.
Давление Pb, при котором возникает пластическая неустойчивость (разрушение тол-

стостенного сферического сосуда), зависит от внешнего давления и параметров пластиче-
ского материала сосуда (рис. 1). Давление Pb увеличивается с увеличением внешнего дав-
ления и параметра пластической анизотропии материала R. При P = Pb эквивалентные

деформации и напряжения на внутренней и внешней поверхностях сосуда увеличиваются

с увеличением параметра R (рис. 2, 3).
С увеличением показателя n в законе деформационного упрочнения давление Pb умень-

шается (рис. 4). При P = Pb эквивалентные деформации и напряжения на внутренней и

внешней поверхностях увеличиваются при увеличении показателя n (рис. 5, 6).

a

Pb/su0

1,00 0,80,60,40,2

0,8

1,6

2,4

3,2

4,0

0

1

3
2

Рис. 1. Зависимость критического давления от параметра α при κ = 1,2, n = 0,2
и различных значениях параметра R:
1 — R = 0,5, 2 — R = 1,0, 3 — R = 1,5
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2

Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимости эквивалентных напряжений σin/σ′
u (1) и σout/σ′

u (2) от
параметра R при κ = 1,2, n = 0,2, P = Pb

Рис. 3. Зависимости эквивалентных деформаций εin (1) и εout (2) от парамет-
ра R при κ = 1,2, n = 0,2, P = Pb

n
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0,72

0,32
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Рис. 4. Зависимость критического давления от показателя n при κ = 1,2, α =
0,5, R = 0,5

Рис. 5. Зависимости эквивалентных напряжений σin/σ′
u (1) и σout/σ′

u (2) от
показателя n при κ = 1,2, R = 0,5, P = Pb
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Рис. 6. Зависимости эквивалентных деформаций εin (1) и εout (2) от показате-
ля n при κ = 1,2, R = 0,5, P = Pb

Рис. 7. Зависимость критического давления Pb от параметра κ при n = 0,2,
α = 0,5, R = 0,5
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Рис. 8. Зависимости эквивалентных напряжений σin/σ′
u (1) и σout/σ′

u (2) от
параметра κ при n = 0,2, R = 0,5, P = Pb

Рис. 9. Зависимости эквивалентных деформаций εin (1) и εout (2) от парамет-
ра κ при n = 0,2, R = 0,5, P = Pb
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С увеличением параметра κ давление Pb увеличивается (рис. 7). При P = Pb с увели-
чением параметра κ эквивалентные деформации и напряжения на внутренней поверхности
сферического сосуда увеличиваются, а на внешней уменьшаются (рис. 8, 9).

Заключение. Получено выражение для давления, при котором начинается разру-
шение толстостенного сферического сосуда, находящегося под действием внутреннего и
внешнего давления. Задача решена с использованием теории ортогональной анизотропии
(теории Хилла) и с учетом больших деформаций. Предельное давление зависит от отноше-
ния внутреннего и внешнего радиусов сосуда, показателя степени в законе деформационно-
го упрочнения, соотношения внутреннего и внешнего давления и параметров анизотропии.
Получены выражения для эквивалентных напряжений и деформаций в момент достиже-
ния предельного значения давления. Установлено, что в момент достижения предельного
давления эквивалентные напряжения и деформации не зависят от внешнего давления.
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