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В статье приведены приближенные аналитические и численные решения класса нелинейных задач
на собственные значения, возникающих в нелинейной механике разрушения при исследовании полей
напряжений и деформаций вблизи вершины трещины в материале со степенными определяющими урав-
нениями в условиях смешанного нагружения в рамках предположения реализации плоского деформи-
рованного состояния. Асимптотическое решение нелинейной задачи на собственные значения построено
с помощью метода возмущений (метода малого параметра), в соответствии с которым разложения меха-
нических величин (функции напряжений Эри) осуществляются по искусственному малому параметру,
представляющему собой разность между собственным числом, отвечающим нелинейной “возмущенной”
задаче, и собственным числом, соответствующим линейной “невозмущенной” задаче. Показано, что метод
малого параметра является эффективным методом решения нелинейных задач на собственные значе-
ния, возникающих в нелинейной механике разрушения, и позволяет определить новую асимптотику поля
напряжений у вершины трещины. Приводится сравнение результатов асимптотического и численного ре-
шений задачи для различных значений параметра смешанности нагружения и показателя нелинейности
материала.
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In the present paper, approximate analytical and numerical solutions to nonlinear eigenvalue problems
arising in the nonlinear fracture mechanics in analysis of stress-strain fields near a crack tip under a mixed
mode loading are presented. Asymptotic solutions are obtained by the perturbation method (the small artificial
parameter method). The artificial small parameter is a difference between the eigenvalue corresponding to the
nonlinear eigenvalue problem and the eigenvalue related to the linear “undisturbed” problem. It is shown
that the perturbation technique gives an effective method of solving nonlinear eigenvalue problems in the
nonlinear fracture mechanics. Comparison of numerical and asymptotic results for different values of the
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mixity parameter and hardening exponent shows good agreement. Thus, the perturbation theory technique
for studying nonlinear eigenvalue problems is offered and applied to eigenvalue problems arising from the
fracture mechanics analysis in the case of a mixed mode loading.

Keywords: nonlinear eigenvalue problem, perturbation theory (small parameter method), asymptotics of
stress and strain fields in the vicinity of the mixed-mode crack, mixed-mode loading, power constitutive law,
eigenspectrum.

1. Введение. О нелинейных краевых задачах
на собственные значения, возникающих

в нелинейной механике разрушения

В настоящее время асимптотические методы и теория возмущений широко использу-
ются в современной нелинейной динамике и механике деформируемого твердого тела [1],
в том числе для нахождения асимптотики напряженно деформированного состояния в
деформируемом образце с дефектом. Асимптотический анализ сингулярных полей на-
пряжений, деформаций и перемещений вблизи концентраторов напряжений (трещин,
угловых вырезов и включений) вызывал и продолжает вызывать значительный интерес
и привлекает внимание многих специалистов в области прикладной математики, асимп-
тотических методов и механики деформируемого твердого тела [2–6]. Асимптотические
поля напряжений, деформаций и перемещений вблизи углового выреза и трещины в изо-
тропном линейном упругом материале впервые были определены М. Уильямсом [7]. С тех
пор появлялись многочисленные асимптотические решения задач об угловых вырезах,
трещинах и включениях, рассматривающих влияние разнообразных факторов (геомет-
рии образца, свойств материала, системы приложенных нагрузок и др.) на распределе-
ние напряжений, деформаций и перемещений в окрестности концентратора напряжений
[8–15]. Для упрочняющегося по степенному закону упругопластического материала

εij = 3Bσn−1
e sij/2, (1.1)

где εij — компоненты тензора деформаций, σij — компоненты тензора напряжений,
sij = σij − σkkδij/3 — компоненты девиатора напряжений, σe = (3sijsij/2)1/2 — интен-
сивность касательных напряжений, B,n — постоянные материала, определяемые экспе-
риментально. Хатчинсон, Райс и Розенгрен [16–18] получили ставшее уже классическим
распределение напряжений в непосредственной окрестности вершины трещины (r → 0):

σij(r, θ) =
(

J

BInr

)1/(n+1)

σij(θ, n), (1.2)

где J — инвариантный интеграл механики разрушения; In — безразмерная функция,
зависящая от n и определяемая как безразмерный J-интеграл; σij(θ, n) — универсаль-
ное угловое распределение напряжений — функции, известные из решения Хатчинсона–
Райса–Розенгрена (ХРР); r, θ — полярные координаты с полюсом в вершине трещины.
В силу степенного характера определяющих уравнений (1.1) можно применить метод
разделения переменных и представить искомые величины в виде произведений двух
функций, одна из которых зависит от расстояния от кончика трещины r, а другая —
от полярного угла θ. Для функции, зависящей от расстояния от вершины трещины,
можно предположить степенную зависимость, тогда показатель данной степени интер-
претируется как собственное значение и определяется из решения нелинейной задачи
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на собственные значения для функции, зависящей от полярного угла, которая будет яв-
ляться собственной функцией, отвечающей данному собственному значению. В задачах
о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига данный подход позволяет най-
ти собственное значение — показатель сингулярности напряжений у вершины трещины
s = −1/(n + 1) в соотношениях (1.2) и собственные функции σij(θ, n). Следует отме-
тить, что достаточно долго интерес исследователей вызывало и продолжает вызывать
построение высших приближений в асимптотических разложениях полей напряжений
и деформаций в окрестности вершины трещины c главным членом асимптотического
разложения — решением ХРР (1.2). В [13, 19, 20] главный член асимптотического раз-
ложения компонент тензора напряжений — классическое решение ХРР (1.2). Однако
сейчас отмечается необходимость нахождения всего спектра собственных чисел [9, 21],
поскольку построение полей напряжений и деформаций у вершины трещины в среде
с поврежденностью [22] приводит к новым задачам на собственные значения и влечет
за собой необходимость знания всего спектра собственных значений задачи. Посколь-
ку элементы ответственных конструкций, находящихся в реальных эксплуатационных
условиях, подвержены действию сложных систем механических нагрузок, характерной
для них является эксплуатация в условиях сложного напряженного состояния при на-
личии различным образом ориентированных дефектов. Если для трещин нормального
отрыва (симметричное раскрытие берегов трещины) и поперечного сдвига (антисиммет-
ричное раскрытие берегов трещины) построены теоретические точные и приближенные
решения, то для материалов с нелинейными определяющими соотношениями смешанное
деформирование образцов с дефектами влечет за собой новые классы задач, требующих
развития строгих математических методов, ориентированных на изучение именно этого
класса задач, поскольку, если для трещин нормального отрыва и поперечного сдвига
справедливы соображения симметрии или антисимметрии, то для смешанного нагруже-
ния тел с трещинами в материалах, например со степенными определяющими уравнени-
ями, соображения симметрии или антисимметрии применены быть не могут. В механике
разрушения при изучении смешанного деформирования тела с разрезом, как правило,
предполагается, что распределение (1.2), найденное посредством теоретического и чис-
ленного решений для трещин отрыва и сдвига, справедливо и для случая комбинаций
нагрузок (одновременное приложение растягивающей и сдвиговой нагрузок). Однако
проблема определения напряженно деформированного состояния у вершины дефекта в
материале с определяющими уравнениями (1.1) приводит к системе нелинейных уравне-
ний в частных производных, при построении решений которой принцип суперпозиции,
очевидно, не может быть применен. Требуется аккуратное математическое описание по-
ля напряжений у вершины трещины в условиях смешанного деформирования в полном
диапазоне смешанных форм нагружения от чистого отрыва до чистого сдвига. С мате-
матической точки зрения смешанное нагружение элементов конструкций с трещинами
приводит к новому классу нелинейных задач на собственные значения и к необходимости
развития математического аппарата для отыскания всего спектра собственных значе-
ний. В настоящей работе найдена асимптотика собственных значений нелинейной крае-
вой задачи для дифференциального уравнения четвертого порядка, к которой приводит
проблема определения напряженно деформированного состояния у вершины трещины в
условиях смешанного деформирования.

По всей видимости, первое обращение к исследованию смешанных форм деформиро-
вания было сделано в работах С. Ши [23, 24], где изучены поля напряжений и деформа-
ций вблизи вершины трещины, находящейся под действием растягивающей и сдвиговой
нагрузок (т. е. рассматривалось смешанное нагружение, отвечающее трещинам типа I и
типа II). Ши впервые ввел параметр смешанности нагружения [23, 24]:
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Mp =
2
π

arctg
∣∣∣lim
r→0

σθθ(r, θ = 0)
σrθ(r, θ = 0)

∣∣∣, (1.3)

который принимает нулевое значение для трещины поперечного сдвига и значение, рав-
ное единице, для чистого растяжения и значение 0 < Mp < 1 для смешанных форм
нагружения образца с трещиной. С тех пор анализ смешанных мод деформирования яв-
ляется объектом пристального внимания ученых как в России [19–21], так и за рубежом
[22, 25].

Целью настоящей работы является приближенное решение нелинейной задачи на
собственные значения и определение всего спектра собственных чисел и соответствую-
щих им собственных функций в нелинейной задаче на собственные значения для систе-
мы дифференциальных уравнений, получающейся при определении напряженно-дефор-
мированного состояния в окрестности вершины трещины в среде со степенными опре-
деляющими уравнениями в случае плоского деформированного состояния в условиях
смешанного нагружения с помощью метода искусственного малого параметра.

2. Математическая постановка задачи. Основные уравнения

Описание и анализ напряженно-деформированного состояния в окрестности вершины
трещины в условиях смешанного деформирования элемента конструкции в материале со
степенными определяющими уравнениями (1.2) приводят к необходимости исследования
уравнений равновесия и условия совместности деформаций:

rσrr,r + σrθ,θ + σrr − σθθ = 0, rσrθ,r + σθθ,θ + 2σrθ = 0, (2.1)
2(rεrθ,θ),r = εrr,θθ − rεrr,r + r(rεθθ),rr. (2.2)

В рамках предположения о реализации плоского деформированного состояния (εzz = 0)
определяющие соотношения степенного закона Рамберга–Осгуда (1.1) принимают вид

εrr = −εθθ = 3Bσn−1
e (σrr − σθθ)/4, εrθ = 3Bσn−1

e σrθ/2, (2.3)

где интенсивность касательных напряжений определяется формулой

σ2
e = 3(σrr − σθθ)2/4 + 3σ2

rθ.

Введение функции напряжений Эри χ(r, θ) такой, что

σθθ(r, θ) = χ,rr, σrr(r, θ) = χ,r/r + χ,θθ/r2, σrθ(r, θ) = −(χ,θ/r),r,

приводит к тождественному выполнению уравнений равновесия (2.1). Граничные усло-
вия задачи — условия отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины:

σθθ(r, θ = ±π) = 0, σrθ(r, θ = ±π) = 0. (2.4)

Одним из наиболее распространенных методов определения напряженно-деформирован-
ного состояния в окрестности вершины трещины является метод разложения по соб-
ственным функциям, в соответствии с которым асимптотическое представление функ-
ции напряжений Эри в окрестности вершины трещины (r → 0) разыскивается в фор-
ме χ(r, θ) = rλ+1f(θ). Тогда компоненты тензора напряжений в окрестности вершины
трещины принимают вид σrθ(r, θ) = −rλ−1λf ′(θ), σrr(r, θ) = rλ−1

[
(λ + 1)f(θ) + f ′′(θ)

]
,

σθθ(r, θ) = rλ−1λ(λ+1)f(θ). Асимптотическое представление интенсивности касательных
напряжений в окрестности вершины трещины имеет форму
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σe(r, θ) = rλ−1fe(θ), f2
e =

[
f ′′(θ) +

(
1− λ2

)
f(θ)

]2 + 4λ2
[
f ′(θ)

]2
. (2.5)

В силу (2.3) и (2.5) компоненты тензора деформаций в окрестности вершины трещины
при r → 0 имеют следующую структуру:

εrr(r, θ) = −εθθ(r, θ) = Br(λ−1)nε̃rr(θ), εrθ(r, θ) = Br(λ−1)nε̃rθ(θ), (2.6)

где ε̃rr(θ) = 3fn−1
e

[
f ′′(θ) +

(
1 − λ2

)
f(θ)

]
/4, ε̃rθ(θ) = −3fn−1

e λf ′(θ)/2. Подстановка выра-
жений (2.6) для компонент тензора деформаций в условие совместности (2.2) позволяет
получить нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение относительно функ-
ции f(θ):

2
[
(λ− 1)n + 1

] dε̃rθ

dθ
=

d2ε̃rr

dθ2
− (λ− 1) n

[
(λ− 1)n + 2

]
ε̃rr (2.7)

или в терминах функции f(θ):

f2
e f (4)

{
(n− 1)

[
(1− λ2)f + f ′′

]2 + f2
e

}
+

(n−1)(n−3)
{[

(1−λ2)f + f ′′
][

(1−λ2)f ′+f ′′′
]
+4λ2f ′f ′′

}2[
(1−λ2)f+f ′′

]
+

f4
e (1−λ2)f ′′ + (n−1)f2

e

{[
(1−λ2)f ′+f ′′′

]2+
[
(1−λ2)f+f ′′

]
(1−λ2)f ′′+4λ2(f ′′ 2+f ′f ′′′)

}
+

C1f
4
e f ′′+

[
(1−λ2)f+f ′′

]
+2(n−1)f2

e

{[
(1−λ2)f+f ′′

][
(1−λ2)f ′+f ′′′

]
+4λ2f ′f ′′

}[
(1−λ2)f ′+f ′′′

]
+

C1(n−1)f2
e

{[
(1−λ2)f+f ′′

][
(1−λ2)f ′+f ′′′

]
+4λ2f ′f ′′

}
f ′ − C2f

4
e

[
(1−λ2)f+f ′′

]
= 0, (2.8)

где приняты обозначения: C1 = 4λ
[
(λ − 1)n + 1

]
, C2 = (λ − 1)n

[
(λ − 1)n + 2

]
. Решение

нелинейного дифференциального уравнения четвертого порядка (2.8) должно удовлетво-
рять краевым условиям, следующим из требования отсутствия поверхностных усилий на
берегах трещины:

f(θ = ±π) = 0, f ′(θ = ±π) = 0. (2.9)

Уравнение (2.8) вместе с краевыми условиями (2.9) приводит к двухточечной краевой
задаче на собственные значения: необходимо найти собственные значения λ, отвечающие
нетривиальным решениям уравнения (2.8), удовлетворяющим краевым условиям (2.9).

3. Метод возмущений
(метод искусственного малого параметра)

Одним из эффективных методов решения нелинейных задач на собственные зна-
чения, возникающих в нелинейной механике разрушения, является метод возмущений
[1, 9, 26]. По всей видимости, впервые для задач механики разрушения данный подход
для получения аналитической зависимости собственного значения нелинейной задачи от
собственного значения, соответствующего линейной невозмущенной задаче, и от показа-
теля нелинейности материала был применен М. Анхеузером и Д. Гроссом [27] для зада-
чи антиплоского сдвига плоскости с разрезом. В [27] показано, что метод возмущений
позволяет получить аналитическое решение задачи в замкнутой форме. Впоследствии
данный подход был развит для решения нелинейной задачи на собственные значения,
следующей из задачи определения напряженно-деформированного состояния у вершины
усталостной трещины в среде с поврежденностью [28, 29]. В [9] этот метод был применен
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и для приближенной оценки собственных значений в нелинейных задачах на собственные
значения, возникающих в нелинейной механике разрушения, для трещин нормального
отрыва и поперечного сдвига. Метод малого параметра является эффективным методом
расчета собственных значений и соответствующих им функций. Поэтому метод искус-
ственного малого параметра используется далее для решения нелинейной задачи на соб-
ственные значения, возникающей в случае смешанного нагружения пластины с разрезом.
В целом, можно отметить возрастающий интерес математического сообщества к анали-
тическим решениям нелинейных задач математической физики [9, 30–35]. Аналитическое
выражение для собственного значения λ как функции от показателя нелинейности мате-
риала n и от собственного числа λ0, отвечающего линейной задаче (n = 1), может быть
найдено с помощью методов асимптотической теории (метода возмущений). Суть этого
подхода заключается в следующем представлении:

λ = λ0 + ε, (3.1)

где λ0 соответствует невозмущенной линейной задаче, ε — отклонение собственного числа
λ от собственного числа λ0 при изменении n: ε = λ − λ0. Вместе с (3.1) показатель
нелинейности материала n и функция, описывающая угловое распределение функции
напряжений Эри f(θ), представляются в следующем виде (f0(θ) — решение линейной
невозмущенной задачи (n = 1)):

n = 1 + εn1 + ε2n2 + · · · =
∞∑
l=0

εlnl, n0 = 1, (3.2)

f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + · · · =
∞∑
l=0

εlfl(θ). (3.3)

Подставляя асимптотические разложения (3.1)–(3.3) в уравнения (2.8) и приравни-
вая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получаем бесконечную систему неод-
нородных линейных обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функ-
ций fk(θ).

Для функции f0(θ) легко получить линейное обыкновенное дифференциальное урав-
нение

f IV
0 + 2(λ2

0 − 1)f ′′0 + (λ2
0 − 1)2f0 = 0, (3.4)

решение которого, подчиняющееся граничным условиям на берегах трещины

f0(θ = ±π) = 0, f ′0(θ = ±π) = 0, (3.5)

в линейной механике разрушения обычно связывают с именем М. Уильямса [7]. Общее
решение уравнения (3.4) находится аналитически и имеет вид:

f0(θ) = B1 cos
(
(λ0−1)θ

)
+ B2 sin

(
(λ0−1)θ

)
+ B3 cos

(
(λ0+1)θ

)
+ B4 sin

(
(λ0+1)θ

)
. (3.6)

Характеристическое уравнение для определения собственного значения λ0 получается
из граничных условий на берегах трещины (2.4) и (3.5): sin 2πλ0 = 0, λ0 = m/2, где
m — целое число. Используя найденное выражение для собственного значения, можно
отыскать соотношения между постоянными интегрирования Bj :

B3m = −(m−2)/(m+2)B1m, B4m = −B2m, m = ±1,±3,±5, . . . ;

B3m = −B1m, B4m = −(m−2)/(m+2), m = 0, 2,±4,±6, . . . .
(3.7)
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Для случая нечетных m (который рассматривается ниже) решение дифференциального
уравнения относительно функции f0(θ) имеет вид:

f0(θ) = B1

{
cos

(
(λ0−1)θ

)
− cos

(
(λ0+1)θ

)}
+ B2

{
sin

(
(λ0−1)θ

)
− sin

(
(λ0+1)θ

)}
. (3.8)

Собирая коэффициенты при первой степени малого параметра ε, получаем неоднородное
линейное обыкновенное дифференциальное уравнение относительно f1(θ), которое имеет
вид

f IV
1 +2

(
λ2

0+1
)
f ′′1+

(
λ2

0−1
)2

f1=−n1

(
x0

(
f IV
0 x0+ω0

))
/g0+2λ0f

′
0
′−C1

1f ′′0 +C1
2x0+2λ0a0f0, (3.9)

где для краткости приняты обозначения:

a0 = 1− λ2
0, x0 = a0f0 + f ′′0 , g0 = x2

0 + 4λ2
0(f

′
0)

2,

C1
1 = 4λ0

[
2+n1(λ0−1)

]
, ω0 = (x′0)

2+a0x0f
′′
0 +4λ2

0(f
′′
0 )2+4λ2

0f
′
0f
′′′
0 , C1

2 = 2λ0

[
1+n1(λ0−1)

]
.

Граничные условия для функции f1(θ) формулируются как

f1(θ = ±π) = 0, f ′1(θ = ±π) = 0. (3.10)

Таким образом, для определения функции f1(θ) получена краевая задача для неодно-
родного обыкновенного дифференциального уравнения четвертого порядка (3.9), (3.10).
Поскольку однородная задача, соответствующая (3.9), (3.10), имеет нетривиальное ре-
шение (3.6), неоднородная задача обладает решением, если только выполнено условие
разрешимости, для формулировки которого обычно обращаются к сопряженной кра-
евой задаче [1, 26]. Можно показать, что условие разрешимости краевой задачи от-
носительно функции fk(θ) принимает вид [8, 9, 12]:

∫ π
−π ugk dθ = 0, где u = f0 (θ) =

B1

{
cos

(
(λ0 − 1)θ

)
− cos

(
(λ0 + 1)θ

)}
+ B2

{
sin

(
(λ0 − 1)θ

)
− sin

(
(λ0 + 1)θ

)}
, gk — правая

часть неоднородного уравнения для функции fk(θ). Формулируя условие разрешимости
для краевой задачи относительно функции f1(θ), можно найти коэффициент n1 асимп-
тотического разложения показателя нелинейности материала (3.2). Для численного ин-
тегрирования уравнения (3.9) осуществлялся переход к задаче Коши. Сначала решение
разыскивалось на отрезке [0, π]. Начальные условия для функции f0(θ) будут иметь вид:

f0(θ=0)=1, f ′0(θ=0)=(λ0+1)/(tg(πMp/2)), f ′′0 (θ=0)=A1, f ′′′0 (θ=0)=A2. (3.11)

Для функции f1(θ) задача Коши формулируется со следующими условиями:

f1(θ=0)=0, f ′1(θ=0)=1/(tg(πMp/2)), f ′′1 (θ=0)=A3, f ′′′1 (θ=0)=A4, (3.12)

где параметр Mp в силу (3.6) определяется следующим образом:

Mp = (2/π) arctg(−(λ0 + 1)B1/B2).

Неизвестные константы A1, A2, A3, A4 определяются из условия отсутствия поверх-
ностных усилий на берегах трещины (3.5). На отрезке [−π, 0] формулируется начальная
задача для уравнения (3.9) с начальными условиями для функций f0(θ) и f1(θ):
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f0(θ=− π) = 0, f ′0(θ=− π) = 0, f ′′0 (θ=− π) = A∗1, f ′′′0 (θ=− π) = A∗2, (3.13)

f1(θ=− π) = 0, f ′1(θ=− π) = 0, f ′′1 (θ=− π) = A∗3, f ′′′1 (θ=− π) = A∗4. (3.14)

Неизвестные константы A∗k определяются из условий непрерывности решения f0(θ) при
θ = 0:

f0(θ=0)=1, f1(θ=0)=0, f ′0(θ=0)=(λ0+1)/tg(πMp/2), f ′1(θ=0)=1/tg(πMp/2).

Собирая коэффициенты при ε2 в уравнении (2.8), получаем неоднородное линейное обык-
новенное дифференциальное уравнение относительно функции f2(θ):

g2
0

[
f IV
2 + 2(λ2

0 + 1)f ′′2 +
(
λ2

0 − 1
)2

f2

]
+ g2

0

(
− x0 + C2

1f ′′0 − C2
2x0 + 2λ0C

1
2f0

)
+

n1

{
− x0

(
f IV
0 x0 + ω0

)[
− 4λ0f0x0 + 8λ0

(
f ′0

)2] +

g0x0

[
−4λx′0f

′
0 − 2λ0a0f0f

′′
0 − 2λ0x0f

′
0 + 8λ0

(
f ′′0

)2 + 8λ0f
′
0f
′′′
0

]
+

2h0x
′
0

[
−4λ0f0x0 + 8λ0(f ′0)

2
]
− 2h0x0

[
−2λ0x0f

′
0 − 2λ0f0x

′
0 + 8λ0f

′
0f
′′
0

]
+

4λ2
0h0f

′
0

[
−4λ0f0x0 + 8λ0(f ′0)

2
]
− 2λ0g0f0(f IV

0 x0 + ω0) + g0x
2
0f

IV
1 −

2λ0g0f0f
IV
0 x0 + n1h

2
0x0 + 4λ0h

2
0f0 − 4λ0g0h0f

′
0 − x0(f IV

0 x0 + ω0)
[
2x0x1 + 8λ2

0f
′
0f
′
1

]
+

g0x0

[
2x′0x

′
1 + a0f

′′
0 x1 + a0x0f

′′
1 + 8λ2

0f
′′
0 f ′′1 + 4λ2

0f
′′′
0 f ′1 + 4λ2

0f
′
0f
′′′
1

]
+

2h0x
′
0

[
2x0x1 + 8λ2

0f
′
0f
′
1

]
− 2h0x0

[
x0x

′
1 + x′0x1 + λ2

0f
′
0f
′′
1 + 4λ2

0f
′′
0 f ′1

]
+ f IV

0 g0x0x1 +

4λ2
0h0f

′
0

[
2x0x1+8λ2

0f
′
0f
′
1

]
+ g0

(
f IV
0 x0+ω0

)
x1+2h0g0x

′
0−2h2

0x1+4λ2
0h0g0f

′
1

}
= 0, (3.15)

где приняты сокращенные обозначения:

g0 = x2
0 + 4λ2

0

(
f ′0

)2
, h0 = x0x

′
0 + 4λ2

0f
′
0f
′′
0 , x1 = f ′′1 + a0f1.

Граничные условия для функции f2(θ) следуют из краевых условий (2.9):

f2(θ = 0) = 0, f ′2(θ = 0) = 0, f ′′2 (θ = 0) = A5, f ′′′2 (θ = 0) = A6,

f2(θ = −π) = 0, f ′2(θ = −π) = 0, f ′′2 (θ = −π) = A∗5, f ′′′2 (θ = −π) = A∗6.
(3.16)

Для численного решения краевой задачи (3.15), (3.16) был использован метод Рунге–
Кутты–Фельберга в паре с методом пристрелки. В результате расчетов были найдены
коэффициенты n1 и n2 для различных значений параметра смешанности 0 6 Mp 6 1
для n = 2. Результаты вычислений приведены в таблице.

В таблице приведена зависимость коэффициента nk от параметра смешанности на-
гружения Mp. Видно, что коэффициент n1 слабо зависит от Mp, однако, как показывает
третий столбец, зависимость n2 от Mp становится существенной, следовательно, для сме-
шанного нагружения образца с дефектом пренебрегать зависимостью λ от параметра
смешанности Mp нельзя. Численное решение нелинейной краевой задачи на собствен-
ные значения позволяет найти значения собственных чисел: например, для λ0 = −1/2,
Mp = 0.9, n = 2 получено λnum = −0.309309.
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Таблица. Вычисленные значения коэффициентов n1 и n2 для λ0 = 1/2 и λ0 = −1/2

Mp λ0 = 1/2 λ0 = −1/2

n1 n2 λ n1 n2 λ

0.0 4.00000 8.0000000 0.683012 1.3333333 3.0123456 −0.104103
0.1 4.00000 7.9997562 0.683013 1.3333333 3.0269835 −0.104718
0.2 4.00000 7.9986923 0.683013 1.3333333 3.0701926 −0.106516
0.3 4.00000 7.9955185 0.683034 1.3333333 3.1397530 −0.109354
0.4 4.00000 7.9867700 0.683076 1.3333333 3.2316300 −0.112999
0.5 4.00000 7.9630625 0.683191 1.3333333 3.3396240 −0.117142
0.6 4.00000 7.8971870 0.683512 1.3333333 3.4551500 −0.121413
0.7 4.00000 7.7042370 0.684462 1.3333303 3.5674200 −0.125416
0.8 4.00000 7.1181770 0.687462 1.3334023 3.6780000 −0.129224
0.9 4.00014 5.5650000 0.696353 1.3518183 20.151000 −0.307255
1.0 4.00000 8.0000000 0.683012 1.3333333 1.1380240 0.019580

Погрешность между точным численным и приближенным асимптотическим решени-
ями δ =

∣∣ (λ− λnum)

λnum

∣∣100% составляет δ = 0.664%.

Сравнение численного решения и приближенного, полученного с помощью метода
малого параметра, приводит к относительной ошибке, равной 0.85%. Так же был най-
ден ряд значений коэффициента n3 для некоторых значений параметра смешанности
Mp и λ0 = −1/2: Mp = 0.1, n3 = 8.83223. Тогда четырехчленное асимптотическое раз-
ложение показателя нелинейности материала дает оценку для собственного значения
λ = −0.184383. Для Mp = 0.2 и n3 = 9.0723675 можно найти λ = −0.185326. Для
Mp = 0.3 и n3 = 9.557903 соответствующее собственное значение равно −0.1899672. Для
n = 2, Mp = 0.4 и n3 = 10.406663 найдено, что λ = −0.195411. Наряду с проведенны-
ми вычислениями был найден ряд значений коэффициентов n1, n2, n3 для некоторых
значений параметра смешанности нагружения Mp и λ0 = 3/2: Mp = 0.3, n1 = −4,
n2 = 15.73503635, n3 = −63.07088, λ = 1.363465; Mp = 0.5, n1 = −4, n2 = 14.64218150,
n3 = −50.48461, λ = 1.3586969. Следовательно, было получено прямое четырехчленное
асимптотическое разложение Пуанкаре показателя нелинейности материала (в соответ-
ствии с терминологией принятой в [26]): n = 1 + n1ε + n2ε

2 + n3ε
3 + O

(
ε4

)
. Из таблицы

видно, что смешанное нагружение элемента конструкции (пластины) с дефектом ведет
к нарушению асимптотики Хатчинсона–Райса–Розенгрена (λ0 = 1/2), поскольку, если
бы решение ХРР было справедливым, как установлено в [9], то nk = (−1)k/(λ0 − 1)k

(для всех k, λ0 = 1/2, а для λ0 6= 1/2 должно было бы быть справедливым соотноше-
ние n1 = −2/(λ0 − 1)). Но результаты вычислений, приведенные в таблице, показывают,
что эти условия нарушаются и, следовательно, смешанное нагружение приводит к из-
менению асимптотики ХРР и необходимости исследования всего спектра собственных
значений.

На рисунках 1–3 линия 1 — распределение f0(θ), линия 2 — численное решение кра-
евой задачи (2.8), (2.9), линии 3, 4, 5 — двучленное f(θ) = f0(θ) + εf1(θ), трехчленное
f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) и четырехчленное f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + ε3f3(θ)
асимптотические разложения функции f(θ) соответственно. Из рис. 1–3 видно, что с
увеличением числа удерживаемых слагаемых в асимптотическом разложении функции
f(θ) угловые распределения стремятся к численному решению. Из графиков видно, что
при использовании метода малого параметра достаточно удерживать четыре слагаемых в
асимптотическом разложении, поскольку угловое распределение функции f(θ), получен-
ное с помощью четырехчленного асимптотического разложения, близко к предельному
численному решению.
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Рис. 1. Результаты вычислений для показателя параметра смешанности Mp = 0.1, Mp = 0.2 и
λ0 = −1/2; угловые распределения функции напряжений Эри (собственная функция)
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Рис. 2. Результаты вычислений для параметра смешанности Mp = 0.3, Mp = 0.4 и λ0 = −1/2;
угловые распределения функции напряжений Эри (собственная функция)
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Рис. 3. Результаты вычислений для параметра смешанности Mp = 0.3, Mp = 0.5 и λ0 = 3/2;
угловые распределения функции напряжений Эри (собственная функция)
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4. Выводы и обсуждение результатов

В настоящей работе приведены результаты асимптотического и численного реше-
ния нелинейных задач на собственные значения, следующих из проблемы определения
напряженно-деформированного состояния у вершины трещины в условиях смешанного
нагружения в полном диапазоне видов смешанного деформирования от нормального от-
рыва до поперечного сдвига. Показано, что метод искусственного малого параметра дает
эффективный способ вычисления собственных значений нелинейной задачи, следующей
из проблем нелинейной механики разрушения. Смешанное деформирование пластины
с дефектом приводит к новому классу нелинейных задач на собственные значения, по-
скольку асимптотика собственных значений в случае смешанного нагружения начинает
существенно зависеть от параметра смешанности нагружения. Метод возмущений поз-
воляет найти весь спектр собственных значений задачи, которые могут быть уточнены с
помощью численного решения. Численное решение строится посредством метода Рунге–
Кутты–Фельберга в сочетании с методом пристрелки, для реализации которого очень
важно знать начальное приближение, без которого поиск численного решения сопря-
жен с большими временными и вычислительными затратами. В этой связи объедине-
ние численного решения с асимптотическим подходом дает возможность быстрого и эф-
фективного решения нелинейной задачи на собственные значения. Полученное решение
ясно показывает, что смешанное деформирование приводит к новой асимптотике поля
напряжений в окрестности вершины трещины и, как установлено с помощью методов
теории возмущений, в случае смешанного нагружения асимптотика Хатчинсона–Райс–
Розенгрена нарушается.
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