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Рассматриваются формирование и динамика возбуждений в атомной или молекулярной на-
ноцепочке спиральной формы. Учитывается диполь-дипольное взаимодействие круговых
поляризаций оптических переходов соседних молекул. При решении выведенных уравнений
Блоха в континуальном приближении используется система координат Френе — Серре.
Получены решения, описывающие фомирование устойчивых локализованных структур,
солитонов, обусловленных кривизной цепочки, которые могут оказывать критическое вли-
яние на люминесцентные свойства хиральной среды.
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Введение. Ряд оптических свойств молекулярных агрегатов нельзя понять без учёта
их геометрических свойств. Сложные молекулярные комплексы, например J-агрегаты [1],
бактерии, биологические комплексы [2, 3], образуют спиральные, кольцевые и другие гео-
метрические структуры. Для агрегатов и набора не связанных в цепи молекул особенности
люминесценции могут существенно различаться.

С помощью оптической циркулярной спектроскопии получается информация о струк-
туре белков, ДНК, жидких кристаллов и молекулярных структур [4–7]. Большинство био-
логических молекул являются хиральными и состоят из электронно-связанных единиц, что
приводит к делокализации их фотовозбуждения [4], которая влияет на оптические спектры.
Поскольку связь зависит от расстояния между атомами и их относительной ориентации,
то оптические спектры содержат информацию о структуре молекулярной системы. Гео-
метрическая структура биологических и других объектов определяет механизм взаимо-
действия поляризаций составляющих их молекул. Полимеры с периодической структурой
имеют широкий спектр приложений, обладают превосходными механическими свойства-
ми [5] и могут найти применение в регенеративной медицине [6]. Агрегаты, состоящие из
сопряжённых молекулярных блоков, могут использоваться в молекулярной электронике
[7, 8]. Подобные агрегаты сочетают в себе преимущества лёгкой обработки сопряжён-
ных полимеров с упорядоченной структурой, аналогичной молекулярным кристаллам, и
имеют потенциальные приложения в оптоэлектронных устройствах размером 5–100 нм.
Представляет интерес изучение спиральных или трубчатых структур со спирально за-
крученной поверхностью J-агрегатов красителей.Механизм переноса возбуждения в таких
средах определяется диполь-дипольным взаимодействием поляризаций соседних молекул и
зависит от кривизны и других геометрических факторов [1, 9]. В одно- и двумерных струк-
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турах, например в магнетиках, жидких кристаллах, геометрические факторы также могут
играть критическую роль. Изучение эффектов, вызванных кривизной в моделях векторно-
го поля в одно- и двумерных геометриях, имеет долгую историю [10–13]. Для упрощения
вычислений был развит эффективный формализм, нашедший применение в континуаль-
ных моделях магнетиков и других структурах. Результаты получены при изучении роли
кривизны во взаимодействии дефектов в 2D-моделях сверхтекучести, сверхпроводников
и нематических жидких кристаллов, нанесённых на криволинейные поверхности [13]. В
[14, 15] построена теория электронных состояний в скрученных квантовых проводах с
неодинаковыми поперечными сечениями. В [16, 17] показано, что кривизна молекулярных
цепочек может сильно воздействовать на перенос энергии между ними и близко располо-
женными наночастицами.

В то же время влияние кривизны и кручения на вклад диполь-дипольного взаимо-
действия в оптических средах, состоящих из цепочек молекул с дипольным переходом, а
также сопутствующие нелинейные и поляризационные эффекты остаются неисследован-
ными. В данной работе формализм, развитый в [10–13], применяется для изучения воз-
можности формирования локализованных возбуждений в наноцепочке атомов или молекул

вследствие диполь-дипольного взаимодействия.
Вывод уравнений модели. Уравнение Гейзенберга для матрицы плотности ρ̂ с ком-

понентами ρ̃ij , i, j = 1, 2, описывающее двухуровневую среду, имеет вид [18]

i~∂tρ̂ = [ρ̂, Ĥ], (1)

где

Ĥ =
1

2
[ω0 + (dz · Ê)]σ̂3 + (dx · Ê)σ̂1 + (dy · Ê)σ̂2. (2)

Здесь dx = dxσ̂1, dy = dyσ̂2, dz = dzσ̂3; σ̂n, n = 1–3, — матрицы Паули; Ê — оператор элек-
трического поля; «·» — скалярное произведение. В случае эллиптически поляризованного
поля необходимо учитывать обе части дипольного момента dx, y 6= 0. Нелинейные эффек-
ты в подобных средах, в том числе в рамках интегрируемых моделей, исследуются давно
[18–22]. Однако работ, в которых изучалось влияние диполь-дипольного взаимодействия
на экситонную динамику в оптических криволинейных средах нами не обнаружено.

После перехода к медленным огибающим ρ̃12 = ρ12 exp(−iω0t) система уравнений (1)
приводится к системе уравнений Блоха [18]

Ṡ = S× f. (3)

Здесь f — вектор с компонентами fα = dαEα~−1, α = x, y, z, Ex, y — медленные огибающие

проекции вектора электрического поля и Ez — дополнительная продольная компонента

поля. Вектор Блоха S выражается через элементы матрицы плотности двухуровневой

среды ρ̂:

Sz =
1

2
(ρ11 − ρ22), Sx =

1

2
(ρ12 + ρ21), Sy =

i

2
(ρ12 − ρ21),

где S2
z + S2

x + S2
y = 1, т. е. суммарная заселённость уровней нормирована на единицу:

2S0 = ρ11 + ρ22 = 1. Для действительных fα длина вектора S сохраняется: ∂tS0 = 0.
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Пусть кривая, на которую нанизаны молекулы, описывается вектор-функцией γ(s)
(s— длина кривой). В дипольном приближении энергия взаимодействия молекулы в точке
γ(sn) с дипольными полями Fj других молекул, находящихся в точках γ(sj), j 6= n, имеет
вид

U = −
∑
j

∑
j 6=n

pn · Fj , (4)

где pj — векторы поляризации j-й молекулы. Суммирование производится по всем Nm
молекулам в цепочке:

pj =
∑

α=x, y, z

dαSα(γ(sj), t)eα, (5)

Fj =
Nm∑
n 6= j

3(dj · δj−n)δj−n − dj
ε|γ(sn)− γ(sj)|3

. (6)

Здесь δj−n = [γ(sj)−γ(sn)]/|γ(sj)−γ(sn)|; (ex, ey, ez) — орты декартовой системы коор-
динат; ε — диэлектрическая проницаемость среды.

Геометрический формализм. Для определения роли кривизны и кручения в дина-
мике экситонов рассмотрим цепочку молекул в виде трёхмерной спирали. В этом случае
геометрические эффекты наиболее очевидны из-за постоянной кривизны и кручения. Па-
раметризуем кривую спирали γ(s) следующим образом:

γ(s) = R
[
ex cos

2πs

s0
+ ey sin

2πs

s0

]
+ ezC

s

s0
P , (7)

гдеR и P — радиус и шаг спирали соответственно; C = ±1 — хиральность спирали; пара-
метр s0 =

√
P2 + 4π2R2 — длина спирали при одном вращении на 2π. Декартова система

координат не оптимальна для спиральной наноцепочки, поэтому переходим к локальной
системе координат Френе — Серре [12], описываемой криволинейной системой координат
(et, en, eb), где et = γ ′(s), en = γ ′′(s)/|γ ′′(s)| и eb = et × en — тангенциальный, нормаль-
ный и бинормальный единичные векторы соответственно (рис. 1). Здесь и далее штрих
обозначает производную по координате длины дуги s. В отличие от декартова базиса ло-
кальный базис пространственно зависим, и его дифференциальные свойства определяются
формулами Френе — Серре:

e′t(s) = κen; e′n(s) = −κet + τeb; e′b(s) = −τen. (8)

B

N
T

x

y

z

Рис. 1. Спиральная молекула. Показаны системы координат Декарта и

Френе — Серре
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Симметричная спираль имеет специфическую особенность: кривизна κ = 4π2R/s20 и кру-
чение τ = 2πCP/s20 — константы (κ и τ (со знаком) однозначно определяют спиральную
кривую).

В декартовых координатах в правой части выражения (4) в случае криволинейной це-
почки появятся коэффициенты помимо знаменателя, явно зависящие от s. Для того чтобы
их убрать, переходим к базису Френе — Серре

S→ P = Tet +Nen +Beb, |P| = 1. (9)

Как правило, dx = ±dy. Положим далее для простоты dx = dy, dz = 0. Более общий
случай здесь рассматриваться не будет. В пределе 1/κ � |γ(sj) − γ(sj+1)| = δ → 0 по-
лучаем (с точностью до знака) γ(sj) − γ(sj+1) → etδ. В приближении взаимодействия
ближайших соседей на кривой γ(s) в пределе Uδ→ 0 → L c учётом представления (8) и ин-
тегрирования по частям имеем следующее выражение для общей энергии взаимодействия:

L = C

∫
Eds, s ∈ γ(s), (10)

где

E = (B′ + τN)2 + (N ′ − τB)2 + κ2N2; (11)

C = d2/(~εδ). Последнее слагаемое в правой части (11) — вклад анизотропии диполь-
дипольного взаимодействия, обусловленный кривизной цепочки.

Частные случаи динамики экситонов. Заменив u = Ct, перепишем уравнения
динамики вектора Блоха (4) как

∂uP = − δL
δP
×P. (12)

Для спирали (7) (κ = const > 0, τ = const ≷ 0) система уравнений (12) с учётом (10)
и (11) представима выражением

∂uP = P× Ĵ∂2sP+ 2h, (13)

где Ĵ = diag(0, 1, 1) и вектор h(τ, κ) = (ht, hb, hn) имеет вид

h(τ, κ) = {τ(BB′ +NN ′) + κ2N, τT (τB −N ′),−T [τ(B′ + τN) + κ2N ]}. (14)

Для τ → 0 получаем из (13), (14)

∂uT = N ′′B −B′′N + 2κ2BN, (15)

∂uB = −NT ′′ − 2κ2TN, (16)

∂uN = B′′T. (17)

Система уравнений (15)–(17) с учётом T 2 +N2 +B2 = 1 в приближении ∂s ∼ ε, B, T ∼ ε,
∂u ∼ ε2 (ε — малый параметр) приводится к нелинейному уравнению Шрёдингера

i∂uψ + ψ′′ + κ2ψ|ψ|2 = 0, (18)
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где ψ = (T + iB) exp(−2iκ2t). Уравнение Шрёдингера (18) имеет «светлые» солитонные
решения:

(T + iB) =

√
2ηκ exp[2i(κ2 − 2ξ2 + 2η2)u− 2iξs+ iφ0]

cosh[2η(s− s0) + 8ηξu]
. (19)

Здесь η, ξ, s0, φ0 — действительные константы [21], отвечающие локализованным непо-
движным или движущимся экситонным возбуждениям с вращающейся поляризацией.

Для κ→ 0 получаем из (13), (14)

∂uT = N ′′B −B′′N + τ(B2 +N2)′, (20)

∂uN = B′′T + 2τT (τB −N ′), (21)

∂uB = −N ′′T − 2τT (τN +B′). (22)

Система уравнений (20)–(22) в приближении ∂s ∼ ε, B, T ∼ ε, ∂u ∼ ε2 приводится к нели-
нейному уравнению Шрёдингера

i∂uχ = χ′′ − τ2|χ|2χ. (23)

Здесь (T + iB) =
√
2χ(s, u) expiτs+ iuτ2 . Односолитонное решение уравнения (23) имеет

вид [21]

τ√
2
χ(s, u) =

(λ+ iν)2 + exp(2ν(s− s0 + 2λu))

1 + exp(2ν(s− s0 + 2λu))
, (24)

где λ, ν, s0 — действительные константы. Решение («тёмный» солитон) уравнения (23)
описывает распространение со скоростью −2λ провала в ненулевом пьедестале.

В общем случае солитоноподобное возбуждение формируется вследствие сильного об-
мена энергией между компонетами вектора Блоха. На рис. 2 и 3 представлены результаты
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Рис. 2. Интенсивность солитона |ψ(n, u)|2, распространяющегося в прямолинейной
дискретной среде, состоящей из 50 молекул (maxD(n) = 0,33). Начальное значение

ψ(n, 0) = 0,7/ cosh(0,7(n− 25))
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Рис. 3. Интенсивность солитона |ψ(n, u)|2 в среде с кручением, τ = 2 (параметры
даны в подписи к рис. 2)

численного моделирования уравнения (23) для исходного дискретного случая с учётом дей-
ствия суммы полей всех дипольных переходов без перехода к континуальному пределу:

φ′′ → D(n) =

d2
∑
n 6= j

φ(n)

~|γ(j)− γ(n)|3
. (25)

Обнаружено, что достаточно сильное кручение наноцепочки приводит к изменению скорос-
ти и захвату возбуждений (см. рис. 3).

Поляризация излучения спирали. Рассмотрим случай стационарного возбужде-
ния цепочки для малого кручения (τ → 0). Положим T (u, s) = 0, N(u, s) = cos(φ(s)),
B(u, s) = sin(φ(s)). Для κ > 0 это решение устойчиво. Тогда система (13) сводится к
уравнению

φ′′(s) = −κ2 sin(2φ(s)), (26)

которое имеет простое вихревое φv(s) = ±π/2 и периодическое

φp(s) = am(χ, k), χ =
2sK(k)

π
, (27)

решения, где am(χ, k) — амплитуда Якоби; K(k) — полный эллиптический интеграл 1-го
рода с модулем k, удовлетворяющим уравнению 2kK(k) = κπ. Эти решения отвечают
состояниям поляризации молекул, возникающим вследствие спиральной структуры и ис-
чезающим в прямолинейной цепочке. В первом случае вклад состояния φv в плотность
энергии системы имеет вид Ev = 1 − κ2, во втором — Ep = 4E(k)(kκπ)−1 − k−2 − κ−2
(E(k) — полный эллиптический интеграл 1-го рода).

Поле, создаваемое оптическими дипольными переходами двухуровневых точечных
атомов с поляризациями Pj , находящихся в точках sj ∈ γ, имеет вид

E(r) =
4πk2

ε

[ Nd∑
j=1

↔
D(r,γ(sj)) ·Pj

]
, (28)

где
↔
D(r, r′) — диадная функция Грина. Для размеров спирали, много меньших |r|, в кон-

тинуальном пределе на расстояниях от спирали, меньших длины волны люминесценции,
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Рис. 4. Зависимости степени поляризации люминесценции Q(z) на оси z от разных
радиусов спирали R

из (28) получаем

E(r, t) ≈ 4dπ

εh

∫
s∈γ

[3(µ · er)er − µ]

|γ(s)− r|3
ds. (29)

Здесь er(s) ≈ (γ(s)− r)/|γ(s)− r|; µ(s, u) = N(s, u)en(s)+B(s, u)eb(s). Интеграл в правой
части (29) берётся по всей цепочке. На рис. 4 приведены зависимости коэффициента поля-
ризации Q(z) = (|Ex|2−|Ey|2)/(|Ex|2+ |Ey|2) на оси z (на интервале z ∈ (0, 100), P = 1) от
разных радиусов спирали R в случае периодического возбуждения среды, описываемого
формулой (27). Вне спирали Q(z) стремится к постоянному значению, которое зависит как
от геометрических параметров спирали, так и от формы возбуждения.

Заключение. В данной работе показано, что в случае спиральной молекулярной на-
ноцепочки диполь-дипольное взаимодействие приводит к появлению экситонов в виде пери-
одических волн и солитонов. В пределе малых амплитуд динамика экситонов описывается
нелинейными уравнениями Шрёдингера, которые имеют локализованные солитонные, пе-
риодические и другие устойчивые решения, описывающие динамику экситонных возбуж-
дений в виде «светлых» солитонов и провалов на ненулевом пьедестале в виде «тёмных»

солитонов в кольцевой наноцепочке молекул. Отметим, что в прямой цепочке (κ = 0,
τ = 0) такие структуры в рамках использованных условий не образуются. Кривизна и
кручение молекулярной цепочки приводят к спектральным особенностям люминесценции

и поглощения среды, которые должны проявиться в поляризационных эффектах.
Циркулярный дихроизм применяется для оценки вторичной структуры, формы, скла-

дывания и связывания белков и определяется как неравномерное поглощение левого и пра-
вого циркулярно поляризованного света. Свет изменяет поляризацию при прохождении че-
рез хиральную среду. Как показано в данной работе, асимптотика поляризации люминес-
ценции экситонов спиральной молекулы сильно зависит от формы начального возбуждения

молекулярной среды. Численный анализ продемонстрировал, что в случаях однородного и
стационарного возбуждений асимптотика степени поляризации поля (z → ∞) не зависит
от кривизны или кручения спирали. Для периодического или локализованного солитон-
ного возбуждения асимптотика критическим образом зависит от кривизны или кручения

спирали. Это свойство может быть применено при детектировании взаимодействия спи-
ральной молекулы с окружающими наноструктурами, имеющими меньшие размеры, на-
пример с квантовыми точками. Как правило, возбуждения локализуются вблизи дефектов
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или деформаций молекулярной цепочки. Измерение степени эллиптичности поляризации
позволит получить информацию о наличии дефектов. Такие геометрические свойства на-
носистемы могут быть использованы для управления и контроля динамики экситонов и

люминесценции среды путём изменения кривизны цепочки с помощью механического и

теплового воздействий или формирования первоначально заданных структур.
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