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Введение 

Струйные турбулентные течения представляют интерес в связи с решением задач 

энергетики, созданием и усовершенствованием различных технических устройств, 

изучением обтекания тел. Интересным примером турбулентного струйного течения яв-

ляется течение в следах за телами вращения. Изучению турбулентных следов в отсут-

ствие турбулентного фона посвящено большое количество работ. В значительно мень-

шем числе работ исследуется спутное турбулентное течение в условиях ненулевого тур-

булентного фона. Среди таких работ отметим прежде всего [1 – 3], в которых выполнено 

численное моделирование турбулентного течения в следах за телами вращения в турбу-

лизованной среде. Работы [1, 3] посвящены турбулентному следу за буксируемым 

телом; безымпульсный след за телом вращения в условиях изотропного турбулентного 

фона рассмотрен в [2]. В [2] использовалось приближение плоской нестационарной 
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задачи о динамике локализованной зоны турбулентного смешения в изотропном 

турбулентном потоке. Из результатов [1 – 3] следует, что динамика турбулентных следов 

за телами в турбулизованной среде существенно зависит и от типа фона (стационарный, 

нестационарный), и от соотношения масштабов энергонесущих турбулентных вихрей 

в следе и фоне. Первоначально на небольших расстояниях от тела значения энергии 

турбулентности в следе превышают значения энергии в фоне. При определенном 

соотношении масштабов энергонесущих вихрей следа и фона возможна ситуация, когда 

турбулентность в следе на некотором интервале расстояний характеризуется меньшими, 

чем в фоне, значениями энергии турбулентности. В [1, 3] выполнено также численное 

моделирование асимптотического вырождения турбулентных следов за буксируемыми 

телами в условиях турбулентного фона. Уникальные экспериментальные данные 

о динамике безымпульсного следа за сферой в изотропном турбулентном потоке 

получены в [4]. В работе [5] выполнено детальное лабораторное исследование безым-

пульсного спутного струйного течения за сферой в отсутствие турбулентного фона. 

Результаты [5] представляют интерес также и при сопоставлении характеристик турбу-

лентных следов в условиях турбулентного фона и при его отсутствии. Численное моде-

лирование исследованного в [4, 5] течения с применением ряда математических моделей 

выполнено в [6 – 9]. 

Экспериментальное исследование турбулентного следа за буксируемой сферой 

в турбулизованном потоке осуществлено в [10, 11]. Прямое численное моделирование 

(DNS) динамики турбулентных следов в турбулизованной среде выполнено в [12]. В [13] 

рассмотрен также вариант стратифицированной среды. Отмечается существенное влия-

ние фоновой турбулентности на динамику турбулентных следов. Изотропный турбу-

лентный фон препятствует формированию присущего турбулентным следам за букси-

руемыми телами автомодельного режима течения. Вопрос об автомодельности вырож-

дения обсуждался также в [1 – 3]. 

Анализ работ по численному моделированию динамики турбулентных следов 

в турбулизованной среде показывает, что вопрос об асимптотическом поведении 

дальних безымпульсных турбулентных следов в изотропном турбулентном потоке 

практически не изучен. Рассмотрению этого вопроса посвящена настоящая работа. 

1. Постановка задачи 

Для описания динамики дальнего безымпульсного турбулентного следа за телом 

вращения в турбулизованном внешнем потоке привлекается следующая математическая 

модель (приближение дальнего следа): 
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Здесь ( , , )x r   — цилиндрическая система координат с началом на задней кромке тела; 

ось x направлена противоположно направлению движения тела; течение обладает осевой 
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симметрией; 1 0U U U   — дефект продольной компоненты скорости; 0U  — скорость 

невозмущенного потока; e — энергия турбулентности;  — скорость ее диссипации;  — 

коэффициент кинематической вязкости; 
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— порождение энергии турбу-
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     — турбулентное число Рейнольдса по тейло-

ровскому микромасштабу 10 e 


  [14]. Коэффициенты турбулентной вязкости 

определяются следующим образом: 
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Представленная выше математическая модель турбулентного следа ни в коей мере 

не претендует на универсальность; она базируется на результатах исследований [1, 3, 

14]; выражение для ud  заимствовано в [14] из [15]; в [14] рассматривались и другие 

представления этой величины. Выбор эмпирической постоянной 0,25C   основан 

на опыте численного моделирования динамики безымпульсных турбулентных следов [7] 

с использованием алгебраической модели Роди рейнольдсовых напряжений [16]. Мате-

матическая модель (1) – (3) учитывает вырождение турбулентного числа Рейнольдса *R  

с ростом расстояния от тела и позволяет рассчитывать турбулентность в следе и фоне 

от состояния сильной  * 1R  до состояния слабой  * 1R . 

В системе уравнений (1) – (3) переменная x играет роль времени. В качестве 

начальных условий на некотором расстоянии от тела 0=x x  задаются согласующиеся 

с экспериментальными данными [4, 5] начальные поперечные распределения 1, , ;U e   

в одном из вариантов расчетов начальные условия будут заданы ниже путем варьиро-

вания экспериментальных данных [5]. При r = 0 и r   ставились нулевые краевые 

условия Неймана для искомых величин: 

1 = = 0.
U e
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Переменные задачи могут быть обезразмерены с использованием характерных 

масштабов скорости U0 и длины D (диаметра тела); в дальнейшем часто обозначения 

у обезразмеренных величин остаются такими же, как и у размерных. 

Численное решение задачи осуществляется с применением консервативной 

по отношению к суммарному избыточному импульсу (безымпульсный след) конечно-

разностной схемы [7, 8]:  
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Краевые условия, соответствующие r  , сносились на достаточно удаленную границу 

;mr R  при этом граничные значения ( , ),me x R  ( , )mx R  практически совпадали с ре-

шением системы обыкновенных дифференциальных уравнений, являющейся следствием 

системы уравнений (2), (3) в пренебрежении слагаемыми диффузии и порождения. 

В таком случае система уравнений (2), (3) описывает вырождение однородной изотроп-

ной турбулентности. 

2. Результаты расчетов 

Первая серия расчетов с применением модели (1) – (3) выполнена для сопостав-

ления с экспериментальными данными [4]. Начальные условия при этом задавались при 

0 20 ,x D  число Рейнольдса 0Re 25000.D

U D


   На рис. 1а приведены эксперимен-

тальные и рассчитанные осевые значения дефекта продольной компоненты скорости, 

энергии турбулентности, скорости диссипации и характерный размер следа L: ( , )e x L   

( ( ,0) ( , )) / 2me x e x R  для расстояний, исследованных в [4]. Наблюдается их достаточно 

хорошее согласие.  

Изменения рассчитанных и измеренных радиальных распределений дефекта про-

дольной компоненты скорости и энергии турбулентности, соответствующие x/D = 60, 

приведены на рис. 1b. Более детальное сопоставление результатов расчетов динамики 

безымпульсного турбулентного следа за сферой с применением различных моделей 

турбулентности как в случае изотропного турбулентного фона [4], так и в случае его 

отсутствия [5], осуществлено в [6 – 9], поэтому авторы ограничились лишь результатами, 

представленными на рис. 1а, 1b. Отметим, что динамика безымпульсного турбулентного 

следа за сферой в изотропном турбулентном потоке с применением модели (1) – (3) 

рассматривается в настоящей работе впервые. 

С целью изучения асимптотического (вязкой заключительной стадии) вырождения 

течения эволюция безымпульсного турбулентного следа за сферой в условиях 

изотропного турбулентного фона рассматривалась для двух вариантов параметров фона 

и следа. 
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Рис. 1. Сопоставление рассчитанных (сплошные линии) и экспериментально измеренных 

(символы) основных характерных масштабов турбулентности в безымпульсном турбулентном 

следе в зависимости от расстояния от тела (а) и поперечных нормализованных распределений 

дефекта продольной компоненты скорости и энергии турбулентности при x/d = 60 (b). 
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Первый фон соответствует экспериментальным данным [4] ( 0 20 ,x D  ReD = 

= 0 25000
U D


 ) и задается обезразмеренными величинами энергии турбулентности и ско-

рости диссипации 2 4
1 10,11 10 , 0,59 10 ;f fe       масштабом [15] энергосодержащих 

вихрей

3/ 2
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 
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 

 при этом начальное сечение следа характеризуется 

обезразмеренными величинами 2
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Второй фон создавался искусственно: 4
2 0,36 10 ,fe    

7
2 0,61 10 ,f

   2 1,926;fA   в начальном сечении 2
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 
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 Эти значения получены из экспери-

ментальных данных [5] следующим образом: при x0 = 11D ( Re 25000D  ) начальные усло-

вия для энергии турбулентности при / 1,5r D   задаются исходя из [5]; при / 1,5r D   

обезразмеренные значения 0 2( , ) .fe x r e  Аналогично ставились начальные условия для  ; 

дефект продольной компоненты скорости U1 задавался исходя из экспериментальных 

данных [5]. В первом варианте фона [4] значения Af1, A01 различаются несущественно; 

в искусственном фоне различие этих величин весьма значительное.  

На рис. 2 представлены осевые значения энергии турбулентности в безымпульсном 

турбулентном следе в случае нулевого и ненулевого фонов. 

Можно видеть, что асимптотическое убывание осевых значений энергии турбу-

лентности (след за сферой без фона) и модуля разности 0 ( ) ( )fe x e x  происходит 

по закону 
7 2 .x  Такой закон убывания для безымпульсного следа в отсутствие фона 

отмечался в [17 – 19] и в [3, 17 – 19] для следа за буксируемым телом (также без фона); 

асимптотическое поведение 0 ( ) ( )fe x e x  исследовано, по-видимому, впервые в настоя-

щей работе. Асимптотическое вырождение скорости диссипации на оси следа в отсут-

ствие фона происходит по степенному закону с показателем, на единицу меньшим; 

величина 0 ( ) ( )fx x   убывает аналогичным образом. Закон 
5 2x  соответствует зак-

лючительной стадии вырождения однородной изотропной турбулентности [20] (асимп-

тотика Миллионщикова – Лойцянского). 

Изменение турбулентного числа Рейнольдса 

*220

3 3

Re
R 



   на оси следа и в фоне 

представлено на рис. 3. На небольших расстояниях от тела осевые и фоновые значения 

различаются; с ростом x они практически сливаются. Законы их асимптотического пове-

дения согласуются с законами вырождения следа и фона. Здесь также представлено 

изменение с расстоянием от тела и в зависимости от начальных данных размера турбу-

лентного следа L. 

В отсутствие фона [5] и с фоном [4] асимптотики L согласуются с асимптотикой [17]. 

Асимптотическое поведение тейлоровского микромасштаба , масштаба энергонесущих 
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вихрей в фоне и следе A и аналогичного масштаба для разности fe e также согласуются 

с законами вырождения фона и следа (рис. 4). 

Осевые значения дефекта продольной компоненты скорости характеризуются кри-

выми на рис. 5. Можно видеть, что в отсутствие турбулентного фона асимптотическое 

вырождение дефекта продольной компоненты скорости согласуется с результатами [17 – 19, 

21, 22]. В условиях ненулевого турбулентного фона можно говорить о тенденции выхода 

закона вырождения 1( , 0)U x  на асимпто-

тику 
2 .x  Особенно это касается искусст-

венного фона (кривая 3). Роль дефекта про-

дольной компоненты скорости в динамике 
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Рис. 3. Осевые и фоновые значения 

турбулентного числа Рейнольдса 

и характерные геометрические размеры следа. 

Кривая 1 — осевые величины R  в следе 

без фона [5], кривые 2, 3 — осевые 

и фоновые значения R в следе с фоном [4], 

кривые 4, 5 — осевые и фоновые значения R  

в следе с искусственным фоном; кривые 6–8 — 

характерная полуширина L соответственно 

для следа [4], следа с искусственным фоном 

и следа без фона [5]; сплошные прямые линии — 

степенные законы 3 4,x  5 4,x  1/ 2.x  
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Рис. 2. Осевые значения энергии 

турбулентности в следе без фона (1) [5], 

в следе с фоном (2) [4], 

в следе с искусственным фоном (3), 

абсолютные значения разностей 0( ) ( )fe x e x  

для следа (4) [4] и следа 

с искусственным фоном (5), 

осевые значения скорости диссипации энергии 

турбулентности в следе без фона (6) [5]. 

Прямые сплошные линии — степенные законы 
5 2 7 2 9 2, , .x x x  
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Рис. 4. Осевые и фоновые значения 

тейлоровского микромасштаба  и масштаб 

энергонесущих вихрей A в фоне и следе. 

Кривые 1–4 — величины 0 0, , ,f fA A     

соответственно в следе с фоном [4]; кривые 5, 6 — 

величины 0 0,A   в следе без фона [5]; кривые 7–10 — 

величины 0 0, , ,f fA A    в следе с искусственным 

фоном; кривая 11 — масштаб энергонесущих 

вихрей для разности fe e  в следе с фоном [4]; 

сплошные прямые линии — степенные законы 
3 4,x  1 4,x  1/ 2.x  
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безымпульсного турбулентного следа в ус-

ловиях изотропного турбулентного фо-

на [4] оценивалась путем численного ана-

лиза поведения обезразмеренных величин 

2
1

0

( ) ,
2

U
K x rdr



   

0

( ) .fE x e e rdr



   

Получено, что при 100x D  первая вели-

чина как минимум на два порядка меньше 

второй. В отсутствие фоновой турбулент-

ности на это обстоятельство указывалось 

неоднократно (см., например, [7]). 

Заключение 

Основные результаты работы сводятся к следующему. Выполнено численное мо-

делирование безымпульсного турбулентного следа за сферой в турбулизованном потоке. 

Привлекается численная модель, основанная на модифицированной e  -модели тур-

булентности, позволяющей рассчитывать параметры турбулентного следа в широком 

диапазоне турбулентных чисел Рейнольдса R  по тейлоровскому микромасштабу. 

В области небольших расстояний от тела результаты расчетов хорошо согласуются 

с известными экспериментальными данными ИГиЛ СО РАН для безымпульсного следа 

за сферой в изотропном турбулентном потоке. Рассмотрен также вариант искусственно-

го фона, в котором масштаб энергосодержащих вихрей существенно превосходит анало-

гичный масштаб на оси следа. На относительно небольших расстояниях от тела 
3/ 2 10x D    динамика турбулентных следов отличается существенно (что согласуется 

с результатами [1 – 3]). В варианте искусственного фона на интервале 80 / 2000x D   

значения энергии турбулентности в следе меньше значений энергии в фоне. На заклю-

чительной вязкой стадии 
7 2( ,0) ,fe x e x  

9 2( ,0) fx x    ( ( ) ( , ),f f Me e x e x R   

( ) ( , )f f Mx x R     — фоновые значения энергии турбулентности и скорости ее дис-

сипации); при этом 
5 2 7 2,f fe x x 

 [20]. 
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