
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 34, ¹ 11 (2021) 

DOI: 10.15372/AOO20211106 

© Ôåäîðîâ Â.À., 2021 865 
 

ÎÏÒÈÊÀ ÑËÓ×ÀÉÍÎ-ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÑÐÅÄ 

ÓÄÊ 519.246:551.551 
 

Ñïåêòðàëüíûå âêëàäû ó÷àñòêîâ ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé 
ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 

 

Â.À. Ôåäîðîâ* 
 

Èíñòèòóò îïòèêè àòìîñôåðû èì. Â.Å. Çóåâà ÑÎ ÐÀÍ 

634055, ã. Òîìñê, ïë. Àêàäåìèêà Çóåâà, 1 
 

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8.07.2021 ã. 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ íà÷àëüíûõ, ñðåäíèõ è «êîíå÷íûõ» ó÷àñò-
êîâ ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïîêà-
çàí èõ îñöèëëèðóþùèé çíàêîïåðåìåííûé ÷àñòîòíûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ñêîðîñòü ñïàäà 
ìîäóëåé óêàçàííûõ âêëàäîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè. 

Ïðåäñòàâëåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñû-
âàþùèå ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå âñåõ óêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ. Îíè ðåêîìåíäóþòñÿ äëÿ øèðîêîãî 
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñîñòàâíûõ 
ñòåïåííûõ ôóíêöèé.  

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñòåïåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ 
ïëîòíîñòü, ñïåêòðàëüíûå âêëàäû; stationary random process, power-law structure function, spectral density, 
spectral contribution. 

 

Ââåäåíèå 
 

Çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ, îïòè÷å-
ñêèõ è ðàäèîâîëí â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ìîãóò 
áûòü ðåøåíû â «ñòðóêòóðíîé» èëè ñïåêòðàëüíîé 
îáëàñòè. Òàêèå æå ïîäõîäû èñïîëüçóþòñÿ è ïðè 
èññëåäîâàíèè ñîáñòâåííî àòìîñôåðû êàê ñëó÷àéíîé 
ñðåäû. 

Ïåðâûé («ñòðóêòóðíûé») ïîäõîä îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé (ÑÔ) [1–6]. Îí 
ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè èçó÷àåìûé îáúåêò ìîæíî îò-
íåñòè ê ëîêàëüíî-îäíîðîäíîìó è èçîòðîïíîìó ñêà-
ëÿðíîìó ïîëþ, à âî âðåìåííîé îáëàñòè – ê ñëó÷àé-
íîìó ïðîöåññó ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè 
(ÑÏÑÏ) [7]. Íå ìåíåå ýôôåêòèâåí àïïàðàò ÑÔ  
äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 
(ÑÑÏ), ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûì è èçîòðîï-
íûì ïîëÿì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå èñõîä- 
íîé ìîäåëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñòåïåííàÿ 
ÑÔ âèäà D(τ) ∼ τμ, ãäå τ – ñäâèã âî âðåìåíè (èëè  
â ïðîñòðàíñòâå). Íî â ïåðâîì ñëó÷àå ñ ðîñòîì àð-
ãóìåíòà îíà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à âî âòî- 
ðîì îãðàíè÷åíà è ñ ðîñòîì àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ  
ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Î âàæíîñòè  
è ïîëåçíîñòè ýòîé ìîäåëè ñâèäåòåëüñòâóåò òî, ÷òî 
åå ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè μ = 2/3 
íîñèò íàçâàíèå «çàêîíà 2/3» Êîëìîãîðîâà–Îáóõî-
âà [1–6]. Äàëåå ðàññìîòðèì ÑÔ D(τ) äëÿ ñëó÷àÿ 
ÑÑÏ â áîëåå îáùåì âèäå (àíàëèç áóäåò ïðîâåäåí 
òîëüêî âî âðåìåííîé îáëàñòè). Îñîáåííîñòè âòî-
ðîãî (ñïåêòðàëüíîãî) ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè âûøå- 
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óêàçàííûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ èçëîæåíû, íàïðèìåð, 
â [1–3]. 

Íà íàø âçãëÿä, äëÿ áîëåå ïðàâèëüíîé èíòåð-
ïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ îáîèìè ïîäõîäàìè ðåçóëüòà-
òîâ öåëåñîîáðàçíî óòî÷íèòü èìåþùèåñÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ î ñïåêòðàëüíî-ñòðóêòóðíûõ ñâÿçÿõ, â ÷àñòíîñòè 
äëÿ ñòåïåííîé ÑÔ. Ïîýòîìó â [8, 9] èññëåäîâàíû 
ñïåêòðàëüíûå âêëàäû íà÷àëüíûõ, ñðåäíèõ è «êî-
íå÷íûõ» ó÷àñòêîâ (ñåãìåíòîâ) äàííîé ÑÔ ÑÏÑÏ  
â åå ïîëíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü W(ω), ãäå ω – 
«óãëîâàÿ» ÷àñòîòà. Ïîêàçàíî, ÷òî èõ ïîâåäåíèå  
â îáëàñòè ω çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå èçâåñòíîé ïîëî-
æèòåëüíîé ìîíîòîííîé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íî-
ìó èíòåðâàëó ñäâèãîâ −∞ ≤ τ ≤ ∞ [1–3, 7]: 
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ãäå 0 < μ < 2 (μ ≠ 1); Γ(μ) – ãàììà-ôóíêöèÿ; C2 – 
ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ïîñòîÿííàÿ) èññëåäó-
åìîãî ïðîöåññà.  

Â íàèáîëüøåé ñòåïåíè âûðàæåíèþ (1) ñîîòâåò-
ñòâóåò òîëüêî ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà íà-
÷àëüíîãî ó÷àñòêà äàííîé ÑÔ W0, 1(ω) ïðè 0 < μ < 1. 
Òàêæå â [1–3, 7] ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå àï-
ïðîêñèìàöèè ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé ñïåêòðàëüíûõ 
âêëàäîâ óêàçàííûõ âûøå ñåãìåíòîâ ÑÔ ÑÏÑÏ. 

Ïîäîáíîå èññëåäîâàíèå öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè 
è äëÿ êëàññà îãðàíè÷åííûõ ñòåïåííûõ ÑÔ [1–6], 
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÑÑÏ, 
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Çäåñü L0 < ∞ – çíà÷åíèå âðåìåííîãî ñäâèãà àðãó-
ìåíòà τ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò «íàñûùåíèå» çà-
âèñèìîñòè (2) íà óðîâíå óäâîåííîé äèñïåðñèè 2σ2 
èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì â [10] ïîêàçàíî, ÷òî 
ïðèâåäåííóþ ôóíêöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà-
÷åñòâå ñòðóêòóðíîé òîëüêî äëÿ íåäèôôåðåíöèðóå- 
ìîãî ÑÑÏ è ëèøü ïðè ïîêàçàòåëå ñòåïåíè 0 < μ ≤ 1. 
Òàì æå ïðåäñòàâëåíà ñâÿçü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 
ñòàöèîíàðíûõ G(ω) è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî ñòàöè-
îíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè W(ω) (1), ñîîòâåòñòâóþùèõ 
îãðàíè÷åííîé (2) è íåîãðàíè÷åííîé ñòåïåííûì ÑÔ. 
 Çàìåòèì, ÷òî ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ, íàïðèìåð ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ðàçëè÷íûõ âîëí, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ óïîìÿíóòàÿ 
âûøå íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü. À ïðè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå 
ñòàöèîíàðíîñòè, îáåñïå÷èâàþùåå îòíîñèòåëüíóþ 
ïðîñòîòó îáðàáîòêè âõîäíûõ âîçäåéñòâèé. Â îáùåì 
ñëó÷àå ïåðåõîä îò íåñòàöèîíàðíûõ ê ñòàöèîíàðíûì 
ïðîöåññàì îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì 
ýòàïå îáåñïå÷èâàåòñÿ åãî ñòàöèîíàðíîñòü ïî ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíàöèé ðàç-
ëè÷íûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ôèëüòðîâ. Çàòåì 
îòôèëüòðîâàííûé ñèãíàë íîðìèðóåòñÿ íà åãî òåêó-
ùåå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.  

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò îäíîýòàïíîãî ïåðåõîäà  
ñ ïðèìåíåíèåì òîëüêî ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè îïè-
ñàí â [5]. Â ðàáîòå [10] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòíàÿ 
çàâèñèìîñòü G(ω) óñëîæíåíà îòíîñèòåëüíî W(ω). 
Â îòëè÷èå îò W(ω), ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü G(ω) 
íà íóëåâîé ÷àñòîòå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè L0 è μ. Ñ ðîñòîì ω ÷àñòîòíàÿ  
çàâèñèìîñòü G(ω) â ñðåäíåì íà÷èíàåò ñîîòâåòñò-
âîâàòü èçìåíåíèþ (ñïàäó) W(ω), ò.å. ñ òî÷íîñòüþ 
äî êîíñòàíòû âûïîëíÿåòñÿ G(ω) ∼ ω−(μ

 

+
 

1), ω → ∞. 
Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ìîíîòîííîãî ñòå-
ïåííîãî õîäà (1) íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êâà-
çèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Èõ êîëåáàòåëüíûé 
õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè L0 è μ. À ïðåä-
ïîëàãàåìîå âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå ãëàäêèõ ñòðóêòóð-
íî-ñïåêòðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî 
íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ τ [3, 10]. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûøåèçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ 
ïðèìåíÿëèñü ñëîæíûå àëãîðèòìû âûñîêîòî÷íîãî 
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ 
ôóíêöèé, îïèñàííûå â [8, 11]. Ïîýòîìó â [10] äëÿ 
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ áûëè ïðåäñòàâëåíû 
ïðîñòûå, íî îäíîâðåìåííî òî÷íûå àïïðîêñèìàöè-
îííûå çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè G(ω) äëÿ âñåãî ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà îò ω = 0 
äî ω = ∞, âåðíûå äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî äèàïà-
çîíà çíà÷åíèé L0. 

 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – èçó÷åíèå ñòðóê-
òóðíî-ñïåêòðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ 
ñåãìåíòîâ ñîñòàâíîé ñòåïåííîé ÑÔ ÑÑÏ Dμ(τ)  
â ôîðìå (2) ïðè 0 < μ ≤ 1. Îöåíèì âëèÿíèå ðàçìå-
ðîâ è ïîëîæåíèÿ ó÷àñòêîâ (ñåãìåíòîâ) ÑÔ, à òàêæå 
âåëè÷èí L0 è μ íà õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ. Ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì 
ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ïðàêòè÷åñêîãî îöå-
íèâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè G(ω) â óñëîâèÿõ 
îãðàíè÷åííîñòè (ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì) âðåìåíè 
íàáëþäåíèÿ èçó÷àåìîãî ÑÑÏ. 

Òàêæå ñëåäóåò ðàñïðîñòðàíèòü óêàçàííóþ âû-
øå öåëü è íà èíòåðâàë 1 < μ ≤ 2 . Ýòî öåëåñîîáðàç- 
íî èç-çà øèðîêî èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ìî-
äåëåé ìíîãîñîñòàâíûõ (ìíîãîìàñøòàáíûõ) ÑÔ, 
îòäåëüíûå ñåãìåíòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòå-
ïåííûìè ôóíêöèÿìè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðà μ èç ðàñøèðåííîãî äèàïàçîíà 0 < μ ≤ 2 [1,  
2, 4]. Ïîýòîìó ïîëåçíà îöåíêà âëèÿíèÿ êîëè÷åñòâà 
è «ðàçìåðîâ» ýòèõ ñåãìåíòîâ íà ôîðìèðîâàíèå èçó-
÷àåìîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïðè÷åì óêàçàííûå 
ñåãìåíòû èç-çà íåäîñòàòêà ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðå-
òè÷åñêîé èëè èíîé èíôîðìàöèè ìîãóò è íå ïåðåñå-
êàòüñÿ. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè, 
çàäàííûå íà òðåõ ñåãìåíòàõ. Ïðèìåð – ñòðóêòóðíàÿ 
ôóíêöèÿ DIII(τ) [2]. Îíà ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ñåã-
ìåíòû: ïåðâûé äëÿ τ << l0 ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 
μ1 = 2, âòîðîé äëÿ l0 << τ << L0 ñ μ2 = 2/3 (èíåðöè-
îííûé èíòåðâàë), òðåòèé äëÿ τ >> L0, ãäå ïðîèñõî-
äèò íàñûùåíèå òðåõñîñòàâíîé ÑÔ íà óðîâíå åå 
óäâîåííîé äèñïåðñèè. Îáû÷íî l0 è L0 íàçûâàþòñÿ 
âíóòðåííèì è âíåøíèì ìàñøòàáàìè òóðáóëåíòíîñòè. 

Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðå-
áóåò íàëè÷èÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ âñåãî 
äèàïàçîíà τ. Îäíàêî äëÿ äîñòèæåíèÿ êà÷åñòâåííî 
ïðàâèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ÷àñòî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü 
íåïðåðûâíóþ DIII(τ) áåç âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ 
óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè òàêîé êðèâîé ê êëàññó 
ÑÔ [2, 10]. Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ 
çíà÷åíèé μ1 = 2 è μ2 = 2/3 ñ ââåäåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíà 
â [2]. Ïðè ýòîì ïåðâûé ñåãìåíò çàíèìàåò îáëàñòü 
τ ≤ l0, âòîðîé – l0 < τ ≤ L0, òðåòèé – τ > L0. Íåòðóäíî 
ïîëó÷èòü è àíàëîãè÷íîå îáùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ 
ëþáûõ μ1 è μ2 èç äèàïàçîíà 0 < μ ≤ 2: 

 

β μ β μ μ

μ μ

μ
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�
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ãäå β = μ2 − μ1. Ýòî âûðàæåíèå öåëåñîîáðàçíî ðàç-
äåëèòü íà äâà, êàæäîå èç êîòîðûõ äëÿ óïðîùåíèÿ 
äàëüíåéøåãî àíàëèçà äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ìî-
äåëè ñòåïåííîé ôóíêöèè (2) äëÿ μ = μ1 è μ = μ2. 
Èç-çà íåîáõîäèìîñòè îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî èõ äèñ-
ïåðñèé ñëåäóåò ââåñòè «äîïîëíèòåëüíûé» âíåøíèé 
ìàñøòàá äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè −1

1 0 0
= ,

q q
L L l  ãäå q = 

= μ2/μ1. Â èòîãå ïîëó÷àåì 
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Ïðåäñòàâëåííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ ñòðóêòóðíî-ñïåêòðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé 
äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåãìåíòîâ òðåõñîñòàâíîé ñòåïåííîé 
ÑÔ òèïà DIII(τ). Íèæå ìû âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ 
ýòîãî âîïðîñà. 

Òàêæå â ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè â [2], îòìå÷à-
åòñÿ, ÷òî êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû ìîæ-
íî ïîëó÷èòü, åñëè ïðîñòî ïðåíåáðå÷ü ó÷àñòêàìè 
ôóíêöèè DIII(τ), âíîñÿùèìè ïðåäïîëîæèòåëüíî 
ìàëûé îòíîñèòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèå ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è. Îòáîð çíà÷èìûõ ó÷àñòêîâ ìîæåò ïðî-
èñõîäèòü è ñ ó÷åòîì óêàçàííîé ñïåêòðàëüíîé èí-
ôîðìàöèè, êîòîðóþ æåëàòåëüíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
ïðîñòûõ è òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ÷àñòîòíûõ çàâè-
ñèìîñòåé. 

 

Îöåíêà âêëàäîâ íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà 
ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè  

â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü.  
Îáëàñòü çàäàíèÿ |τ | ≤ τ1 < L0 

 

Ñëåäóÿ [10], çàïèøåì â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè G(ω) äëÿ ñòåïåííîé ÑÔ Dμ(τ): 

 μω − τ ωτ τ
π �

�

0

0

1
( )= ( )cos( ) .

2

L

G D d  (3) 

ãäå μ μ μτ τ −�

0( )= ( ) ( )D D D L  – öåíòðèðîâàííàÿ (îòíîñè-
òåëüíî íàñûùåíèÿ Dμ(L0)) ÑÔ. 

Ñïåêòðàëüíûé âêëàä íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ÑÔ 
îò τ = 0 äî τ1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 

τ

μω − τ ωτ τ
π �

�

1

0,1

0

1
( )= ( )cos( ) .

2
G D d  

Ðàñêðûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ μ τ� ( )D  è ïîäñòàâëÿÿ 
÷ëåíû ± Dμ(τ1), ïîëó÷àåì 

 

τ

μ μω − τ − τ ωτ τ + Δ ω� �
� �π �

1

0,1 1 0,1

0

1
( )= ( ) ( ) cos( ) ( ),

2
G D D d G  

ãäå 

  

μ μ
μ μ

β βΔ ω − τ − τ� �
� � πω πω

21 1
0, 1 0 1 0 1

sin sin
( )= ( ) ( ) = ( ) =

2 2
G D L D C L   

 μ βσ − α
πω

2 1

1

sin
= (1 ) , β1 = ωτ1, α1 = τ1/L0. 

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (3) ïðèõîäèì ê ôîðìóëå 

 τω = ω + Δ ω
10, 1 0, 1( ) ( ) ( ).G G G  (4) 

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûé âêëàä íà÷àëüíî-
ãî ó÷àñòêà ñòåïåííîé ÑÔ Dμ(τ) îïðåäåëÿåòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâóþ ÷àñòü – τω

1
( )G  – ìîæíî 

ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, ñîîò-
âåòñòâóþùåé íàñûùåíèþ ÑÔ Dμ(τ) ïðè τ = τ1. Ïðè 

ýòîì çàâèñèìîñòü τω
1

( )G  îò ÷àñòîòû ïîäîáíà çàâè-
ñèìîñòè G(ω) ïðè çàìåíå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà L0 
íà τ1. Óñëîâèå τω ≥

1
( ) 0G  âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ ω. 

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå τω
1

( )G  àíàëîãè÷íî ïî-
âåäåíèþ èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè G(ω).  

Âòîðàÿ ÷àñòü – ΔG0, 1(ω) – ÿâëÿåòñÿ çíàêîïå-
ðåìåííîé ôóíêöèåé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ 
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ó âñåãî âêëàäà G0, 1(ω)  
è ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ −ω ω 1

0, 1( )= ( ),G O  

ω → ∞. Ïåðèîäè÷íîñòü èçìåíåíèÿ çíàêà îïðåäåëÿ-
åòñÿ τ1, à ðàçìàõ – âåëè÷èíîé îòêëîíåíèÿ (ñêà÷êà) 
Dμ(τ) â òî÷êå τ1 îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ íàñûùåíèÿ 
ÑÔ Dμ(L0). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α1 àíàëèçèðóåìûé âêëàä G0, 1(ω)  
â áîëüøåé ñòåïåíè õàðàêòåðèçóåò ñïåêòðàëüíûå 
ñâîéñòâà ýòîãî ñêà÷êà, íåæåëè ñòðóêòóðó ñàìîé ÑÔ. 
Ñ ðîñòîì α1 ýòî èñêàæàþùåå âëèÿíèå îñëàáåâàåò  

è â âûðàæåíèè (4) íà÷èíàåò ïðåâàëèðîâàòü ÷ëåí 

τω
1

( ) .G  Îäíàêî ýòî íå ïðåïÿòñòâóåò ïîÿâëåíèþ îòðè-
öàòåëüíûõ çíà÷åíèé ó ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà G0, 1(ω). 

Äëÿ ïðèìåðà ïîëó÷èì âûðàæåíèå G0, 1(ω)  

äëÿ ÑÔ D1(τ) (2), ò.å. ïðè μ = 1. Â ýòîì ñëó÷àå 

 
β βΔ ω − τ σ − α

πω πω
2 21 1

0,1 0 1 1

sin sin
( )= ( ) = (1 ) .

2
G C L

  

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 
G1(ω) [10] ñëåäóåò  

 τ
β βω α σ

πω βπω1

2 2

2 21 1

12

1

sin ( /2) sin ( /2)
( ) = = .

( /2)
G C   

Â èòîãå ïîëó÷àåì 

 
� �σ β� �ω α + − α β� �πω β� �� �

2 2
1

0,1 1 1 1

1

sin ( / 2)
( )= (1 )sin .

( / 2)
G  

Àíàëèç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûå 
âûøå âûâîäû. 

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé «êîëìîãîðîâñêîé» 
òóðáóëåíòíîñòè, ò.å. êîãäà μ = 2/3. Íà ðèñ. 1, à  
â òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò f = ω/2π ïðåä-
ñòàâëåí íîðìèðîâàííûé íà C2 ìîäóëü çíàêîïåðå-
ìåííîãî ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 0, 1( )G f  íà÷àëüíîãî 
ó÷àñòêà ýòîé ÑÔ ïðè τ1 = 10 ñ â ñîîòâåòñòâóþùóþ 
åé ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü G(f) ñ L0 = 100 ñ. Òàêæå  
íà ýòîì ðèñóíêå ïîêàçàíî ðàçäåëåíèå ðåçóëüòàòà  
íà êîìïîíåíòû τ1( )G f  è Δ 0, 1( ) .G f  Äëÿ ñðàâíåíèÿ 
ïðèâåäåí è àíàëîãè÷íûé íîðìèðîâàííûé ÷àñòîò- 
íûé õîä ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè W(f) (1). Ïîëîæè-
òåëüíûå ôóíêöèè G(f) è τ1( )G f  âû÷èñëÿëèñü ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3) ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ âûøå 
çàìå÷àíèé è ðåêîìåíäàöèé â ïóáëèêàöèÿõ [10, 11]. 
Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè èíòåðâàëà f 
âåëè÷èíó ðàññìàòðèâàåìîãî ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 
îïðåäåëÿåò çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ ΔG0, 1(f). Èñ-
êëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íåáîëüøèå ÷àñòîòíûå 
îáëàñòè åå ïåðåõîäîâ ÷åðåç íóëü. Êàê îòìå÷àëîñü 
âûøå, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé èñïîëü-
çóåìîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà α1 = τ1/L0 = 0,1. 
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Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (4) ñïðàâåäëèâî äëÿ 
ñòåïåííîé ôóíêöèè Dμ(τ) íå òîëüêî ïðè 0 < μ ≤ 1, 
íî è ïðè 1 < μ ≤ 2. Íî âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 
Dμ(τ), â ñèëó èçëîæåííîãî â [10], íå ÿâëÿåòñÿ ÑÔ 
ÑÑÏ, à ôóíêöèÿ G(ω), âû÷èñëåííàÿ ïî ïðèâåäåí-
íûì â [10] ñîîòíîøåíèÿì, íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòüþ. Ïîýòîìó ñîñòàâëÿþùàÿ τω

1
( )G  èç-

íà÷àëüíî ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à åå 
àñèìïòîòèêà ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû 
ïàðàìåòðà μ è âûïîëíÿåòñÿ −

τω ω
1

2( ) = ( ),G O  ω → ∞. 
Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåãî âêëà- 
äà G0, 1(ω) èç-çà íàëè÷èÿ âòîðîãî ÷ëåíà ΔG0, 1(ω) 
òàêîå æå, êàê è äëÿ 0 < μ ≤ 1. Ïðè ýòîì G0, 1(0) =  

μ
� �σ τ − α μ + π
� �

2

1 1
= 1 /( 1) / .  

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå  
äëÿ G0, 1(ω), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè D2(τ) (ñì. 
îïðåäåëåíèå â [10]). Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ â [10] 
ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü (μ = 2): 

 ( ){ }� �ω σ + − α β β − β β πωβ
� �

2 2 2 2
0, 1 1 0 1 1 1 0( )= 2 1 sin 2 cos / ,G   

ãäå β0 = ωL0. 
Íà ðèñ. 1, á ïðèâåäåíû ãðàôèêè ìîäóëåé çíà-

êîïåðåìåííûõ ôóíêöèé G(f), τ1( ) ,G f  ΔG0, 1(f), G0, 1(f), 
à òàêæå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè W(f), ðàññ÷èòàí- 
 

 
Ðèñ. 1. Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðîâ W(f), G(f), 

τ1( )G f  è ìîäóëåé ΔG0, 1(f), G0, 1(f) äëÿ μ = 2/3 (à); íîðìè-

ðîâàííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè W(f) è ìîäó-

ëåé G(f), τ1( ) ,G f  ΔG0, 1(f), G0, 1(f) äëÿ μ = 1,99 (á); τ1 = 10 ñ, 

  L0 = 100 ñ 

íûå ïðè μ = 1,99, τ1 = 10 ñ, L0 = 100 ñ. Îòìåòèì, ÷òî 
ìîäóëè ôóíêöèé ΔG0, 1(f) è G0, 1(f) ïðàêòè÷åñêè 
ñîâïàäàþò íà âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå, çà èñêëþ-
÷åíèåì óçêèõ ó÷àñòêîâ âáëèçè íóëåâûõ çíà÷åíèé 
ΔG0, 1(f). 

Âûðàæåíèå (4) ñ ó÷åòîì ìàòåðèàëîâ [10] ïîçâî-
ëÿåò çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå G0, 1apr(ω), 
êîòîðîå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåò âåëè-
÷èíó ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà G0, 1(ω) íà÷àëüíîãî ó÷à-
ñòêà ÑÔ Dμ(τ) (èëè ïðîñòî ÑÔ ïðè μ > 1) â âèäå 
 

 τω ≈ ω ω + Δ ω
10, 1 0, 1apr apr 0, 1( ) ( )= ( ) ( ),G G G G  (5) 

ãäå τω
1apr( )G  ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì Gapr(ω) â [10] ïðè 

çàìåíå L0 íà τ1: 
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C
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  (6) 

Åñëè ïîëîæèòü fb1 = 1/4τ1, òî ïî àíàëîãèè ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè â [10] öèêëè÷åñêóþ 
ãðàíè÷íóþ ÷àñòîòó fb (ñëåäîâàòåëüíî, è óãëîâóþ 
ωb = 2πfb) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê 
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�
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 (7) 

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè âûðàæåíèÿ (5) 
äëÿ μ = 1 è 2 ïðè èñïîëüçîâàíèè íèæíåãî ñîîòíî-
øåíèÿ èç ôîðìóëû (6) òîæäåñòâåííû ïðèâåäåííûì 
ðàíåå òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì G0, 1(ω) 
íà âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå îò 0 äî ∞. 

Êàê ñëåäóåò èç (4) è (5), îòíîñèòåëüíûå îøèáêè 
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ïðè çàìåíå G0, 1(ω) íà ôóíêöèþ G0, 1apr(ω) âî ìíî-
ãîì îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
ïðè çàìåíå τω

1
( )G  íà τω

1apr( ) ,G  ïîäðîáíî èññëåäî-
âàííûå ðàíåå â [10], ñ ó÷åòîì çàìåíû õàðàêòåðíîãî 
ìàñøòàáà L0 íà τ1. Â öåëîì æå ïîâåäåíèå ε0, 1(ω) 
ïîäîáíî ïîâåäåíèþ àíàëîãè÷íûõ îøèáîê àïïðîê-
ñèìàöèè ε(ω) çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèè G(ω) ïðè 
1 < μ < 2 [10]. Òàê, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, 
÷òî îíè ìàêñèìàëüíû, êîãäà çíà÷åíèÿ G0, 1(ω) ìå-
íÿþò çíàê, ò.å. áëèçêè ê íóëþ. Ïðè ýòîì àáñîëþò-
íàÿ ðàçíîñòü ìåæäó G0, 1(ω) è G0, 1apr(ω) âåñüìà ìàëà 
è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáúÿñíÿåòñÿ âû÷èñëèòåëü-
íûìè îøèáêàìè. Ïîýòîìó ñóùåñòâåííûå óâåëè÷å-
íèÿ |ε0, 1(ω)| íàáëþäàþòñÿ ëèøü íà ÷ðåçâû÷àéíî 
ìàëûõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëàõ ïðè ïî÷òè íóëåâûõ 
çíà÷åíèÿõ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ïðèâîäÿò ê çíà÷èìûì îòêëîíåíèÿì ãðà-
ôèêà G0, 1apr(ω) îò õîäà G0, 1(ω). Ýòî õîðîøî âèäíî 
íà ðèñ. 2, ãäå G0, 1(ω) è G0, 1apr(ω) ïðàêòè÷åñêè íå-
ðàçëè÷èìû. 
 

 
Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ G0, 1(f) 
è G0, 1apr(f) íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ÑÔ Dμ(τ) ñ τ1 = 10 ñ äëÿ 
L0 = 100 ñ è μ = 2/3; ε0, 1(f) – îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà àï- 
  ïðîêñèìàöèè  

 
Êàê ïîêàçàëè íàøè èññëåäîâàíèÿ, ïîäîáíûå 

ãðàôèêè õàðàêòåðèçóþò îøèáêè ε0, 1(ω) è ïðè âñåõ 
äðóãèõ çíà÷åíèÿõ μ â äèàïàçîíå 0 < μ < 2, à òàêæå 
ïðè âñåõ çíà÷èìûõ íà ïðàêòèêå âåëè÷èíàõ L0, τ1. 
Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå 
àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ G0, 1apr(ω) ñ âûñî-
êîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå G0, 1(ω) âî âñåì 
äèàïàçîíå ω ïðè âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. 

 

Îöåíêà âêëàäîâ ñðåäíåãî ó÷àñòêà 
ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè  

â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü. 
Îáëàñòü çàäàíèÿ τ1 ≤ |τ| ≤ τ2 

< L0 
 

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé 
Dμ(τ) (2) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû ñïåêò-
ðàëüíîãî âêëàäà G1, 2(ω) åå ñðåäèííîãî ó÷àñòêà îò τ1 
äî τ2: 

 

τμ
μ

τ

� �β − β� �ω − τ ωτ τ� �π ω
� �
� �

�

2

1

2
2 10

1, 2

(sin sin )
( )= cos( ) ,

2

LC
G d  (8) 

ãäå β2 = ωτ2. Îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ 0 < μ ≤ 2. Ìîæíî 
çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ Dμ(τ): 

 ( ) ( )μ μ μ μ
�
�ω − τ β − − τ β +�πω
�
�

2

1, 2 2 10 2 0 1( )= sin sin
2

C
G L L  

 

τ
μ−

τ

�

�+ μ τ ωτ τ�
�
�

�

2

1

1 sin( ) .d  (9) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíûé âêëàä G1, 2(ω) 
ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé ñ àñèìïòîòè-
÷åñêèì ïîâåäåíèåì G1, 2(ω) = O(ω−1), ω → ∞. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåèçëîæåííîãî ñ ïîìî-
ùüþ ëþáîãî èç âûðàæåíèé (8), (9) ìîæíî ïîëó÷èòü 
ñîîòíîøåíèå G1, 2(ω) äëÿ ñòåïåííîé ÑÔ ÑÑÏ D1(τ)  
â ôîðìå (2): 

 {ω σ β − β β + − α ×2
1, 2 1 2 0 2( )= (cos cos )/ (1 )G  

 }× β − − α β πω2 1 1sin (1 )sin / ,  

ãäå α2 = τ2/L0. 
Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè D2(τ) èìå-

åò âèä 

 
( ){σ

� �ω + − α β β −
� �πωβ

2
2 2

1,2 2 0 22
0

( )= 2 1 sinG

 

 ( ) }� �− β β − + − α β β + β β
� �

2 2

2 2 1 0 1 1 12 cos 2 1 sin 2 cos .  

Íà ðèñ. 3 ïîñëå ÷èñëåííûõ èíòåãðèðîâàíèé 
äëÿ μ = 2/3 ïðåäñòàâëåíû íîðìèðîâàííûå ñïåêòðû 
ÑÏÑÏ W(f) è ÑÑÏ G(f) ïðè L0 = 100 ñ. Òàì æå 
ïîêàçàí è ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà G1, 2(f) ñðå-
äèííîãî ó÷àñòêà ÑÔ Dμ(τ) îò τ1 = 10 ñ äî τ2 = 80 ñ. 
 

 
Ðèñ. 3. Íîðìèðîâàííûå ñïåêòðû ÑÏÑÏ W(f) è ÑÑÏ G(f) 
ïðè μ = 2/3, L0 = 100 ñ è ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 
G1, 2(f) ñðåäíåãî ó÷àñòêà ÑÔ Dμ(τ) îò τ1 = 10 ñ äî τ2 = 80 ñ 
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Îòìåòèì áîëåå ñëîæíûé çíàêîïåðåìåííûé õà-
ðàêòåð ïîâåäåíèÿ âêëàäà G1, 2(f) îòíîñèòåëüíî 
G0, 1(f). Îí îáúÿñíÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì óæå äâóõ 
ñïåêòðàëüíûõ ìàñøòàáîâ 1/τ1 è 1/τ2 è ÿâëÿåòñÿ 
îáùèì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äèàïàçîíà 0 < μ ≤ 2. 

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ G1, 2(ω) âìåñòî 
÷èñëåííûõ èíòåãðàëüíûõ ðàñ÷åòîâ öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàòü î÷åâèäíîå òîæäåñòâî G1, 2(ω) = G0, 2(ω) − 
− G0, 1(ω), ãäå G0, 2(ω) è G0, 1(ω) – îïèñàííûå â ïðå-
äûäóùåì ðàçäåëå ñïåêòðàëüíûå âêëàäû íà÷àëüíûõ 
ó÷àñòêîâ ôóíêöèè Dμ(τ) íà èíòåðâàëàõ 0 ≤ τ ≤ τ2  
è 0 ≤ τ ≤ τ1. Èõ íóæíî âû÷èñëèòü ðàçäåëüíî äëÿ çíà-
÷åíèé τ2 è τ1, ñëåäóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àíàëèòè÷å-
ñêèì âûðàæåíèÿì (4)–(7). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ G0, 2(ω) 

âî âñåõ óêàçàííûõ âûðàæåíèÿõ âåëè÷èíó τ1 íå-
îáõîäèìî çàìåíèòü íà τ2. Â èòîãå ðåçóëüòàòû ïðî-
âåäåííûõ ðàñ÷åòîâ G1, 2apr(ω) õîðîøî ñîâïàäàþò  
ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè. Èõ òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîäîá- 
íû òàêîâûì ïðè àïïðîêñèìàöèè çíàêîïåðåìåííîé 
ôóíêöèè G0, 1(ω) (ñì. ðèñ. 2). Òàê, îòíîñèòåëüíûå 
îøèáêè |ε1, 2(ω)| ìîãóò áûòü âåëèêè òîëüêî âáëèçè 
ïåðåõîäà G1, 2(ω) ÷åðåç íîëü. Ñâîé èñêàæàþùèé 
âêëàä âíîñÿò è âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè. Â öå-
ëîì îøèáêàìè àïïðîêñèìàöèè G1, 2(ω) ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5), (6), àïïðîêñèìàöè-
îííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ G1, 2(ω) ìîæ- 
íî çàïèñàòü è áåç ÿâíîãî ðàçäåëåíèÿ íà G0, 2(ω)  
è G0, 1(ω): 

 τ τω ≈ ω ω + Δ ω
1 21, 2 1, 2apr apr 1, 2( ) ( )= ( ) ( ),G G G G   (10) 

ãäå μ μΔ ω = σ − α β − − α β πω2
1, 2 2 12 1( ) [(1 )sin (1 )sin ] / ;G  

 

μ+ μ+ μ+ μ+

μ+ μ+
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μ−

μ−

� �τ − τ τ β − τ βμ − +� �π μ + μ +� �

�

� �τ β − τ β
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ωb1 = ωb èç (7), à äëÿ íàõîæäåíèÿ ωb2 íåîáõîäèìî 
â (7) τ1 çàìåíèòü íà τ2.  

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ G1, 2apr(ω) íà ÷àñòîòàõ ωb2 < 
< ω ≤ ωb1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç ïðèâåäåí-
íûõ ñîîòíîøåíèé. Íî õîðîøàÿ òî÷íîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè ïðè ýòîì íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Âûáîð îäíîé 
ïåðåõîäíîé ÷àñòîòû çàòðóäíåí èç-çà âîçìîæíîé 
áîëüøîé âàðèàöèè çíà÷åíèé τ1 è τ2. Ïîýòîìó ðàç-
äåëüíîå âû÷èñëåíèå G0, 2apr(ω) è G0, 1apr(ω) ñ äàëü-
íåéøèì ôîðìèðîâàíèåì èõ ðàçíîñòè ïðåäïî÷òè-
òåëüíåå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâåäåííûå â òàêîì 
âèäå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ G1, 2apr(ω) äàþò áîëåå ÿñíîå 
ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ 
G1, 2(ω) íà áîëüøåé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà. 

Îöåíêà âêëàäîâ «êîíå÷íîãî» ó÷àñòêà 
ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè  

â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü. 
Îáëàñòü çàäàíèÿ τ2 ≤ |τ| ≤ L0 

 

Èç âûðàæåíèÿ (8) äëÿ ôóíêöèè Dμ(τ), åñëè çà-
ìåíèòü â íåì τ1 íà τ2, à τ2 íà L0, ñëåäóåò ñîîòíîøå-
íèå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà ω

02, ( )LG  åå «êîíå÷íî-
ãî» ó÷àñòêà îò τ2 äî L0: 

 
μ

μ

τ

� �β − β� �ω − τ ωτ τ� �π ω
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(sin sin )
( )= cos( ) .

2

L

L

LC
G d  (11) 

Èç (9), èñïîëüçóÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå Dμ(τ), 
ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå 

( )μ μ μ−

τ

� �

� �ω − − τ β + μ τ ωτ τ� �πω
� �
� �

�

0

0

2

2
1

2, 20 2( )= sin sin( ) .
2

L

L

C
G L d  (12) 

Ñîîòíîøåíèÿ (11), (12) ñïðàâåäëèâû äëÿ 0 < μ ≤ 2. 
Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ω

02, ( )LG  ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðå-
ìåííîé ôóíêöèåé ñ àñèìïòîòèêîé −ω ω

0

1
2, ( )= ( ),LG O  

ω → ∞. 
Äëÿ èëëþñòðàöèè âûøåèçëîæåííîãî ñ ïîìî-

ùüþ ëþáîãî èç âûðàæåíèé (11), (12) äëÿ ñòåïåííîé 
ÑÔ D1(τ) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå 

 
� �σ β − βω − − α β� �πω β� �

0

2
2 0

2, 2 2

0

cos cos
( )= (1 )sin .LG  

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñòåïåí-
íîé ôóíêöèè D2(τ): 

 
σω ×

πωβ0

2

2, 2
0

( )=LG  

( ){ }� �× β − β β − + − α β β + β β
� �

2 2

0 0 0 2 0 2 2 22sin 2 cos 2 1 sin 2 cos . 

Íà ðèñ. 4 ïîñëå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (1)  
è ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (3), (11) 
ïðåäñòàâëåíû ñïåêòðû ÑÏÑÏ W(f) è ÑÑÏ G(f) 
äëÿ μ = 2/3, L0 = 100 ñ, à òàêæå ìîäóëü ñïåêòðàëü-
íîãî âêëàäà 

02, ( )LG f  ó÷àñòêà ÑÔ Dμ(τ) îò τ2 = 80 ñ 
äî L0. Ñëîæíûé çíàêîïåðåìåííûé õàðàêòåð ïîâå-
äåíèÿ 

02, ( )LG f  ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 
äèàïàçîíà 0 < μ ≤ 2. 

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ω
02, ( )LG  âìåñòî 

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü òîæäåñòâî 

ω
02, ( )LG  = G(ω) − G0, 2(ω). Ïðè 

ýòîì G(ω) – ïîëîæèòåëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü  
ïðè 0 < μ ≤ 1 èëè çíàêîïåðåìåííàÿ ÷àñòîòíàÿ ôóíê- 
öèÿ ïðè 1 < μ ≤ 2, G0, 2(ω) – ñïåêòðàëüíûé âêëàä  
â íåå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê- 
öèè Dμ(τ) íà èíòåðâàëå 0 ≤ τ ≤ τ2. G(ω) âû÷èñëÿåò- 
ñÿ ïî àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì, ïðèâåäåííûì 

â [10], à G0, 2(ω) – ïî ñîîòíîøåíèÿì (4)–(7). Ïðè 
ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ G0, 2(ω) â óêàçàííûõ ñîîò-
íîøåíèÿõ τ1 íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà τ2. 



 

 Ñïåêòðàëüíûå âêëàäû ó÷àñòêîâ ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 871 
 

 
Ðèñ. 4. Íîðìèðîâàííûå ñïåêòðû ÑÏÑÏ W(f) è ÑÑÏ G(f) 

ïðè μ = 2/3, L0 = 100 ñ è ìîäóëü ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 

 
02, ( )LG f  «êîíå÷íîãî» ó÷àñòêà ÑÔ Dμ(τ) îò τ2 = 80 ñ äî L0 
 

Â èòîãå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ 
ω

02, apr( )LG  õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè (îñòàâèì ýòîò âûâîä áåç èëëþ-
ñòðàöèè). Èõ òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîäîá- 
íû òàêîâûì ïðè àïïðîêñèìàöèè çíàêîïåðåìåííûõ 
ôóíêöèé òèïà G0, 1(ω) è G1, 2(ω). Òàê, îòíîñèòåëü-
íûå îøèáêè ìîãóò áûòü âåëèêè âáëèçè ïåðåõîäà 

ω
02, ( )LG  ÷åðåç íîëü äàæå ïðè ñóùåñòâåííîì óìåíü-

øåíèè àáñîëþòíûõ îøèáîê. Òàêèå óâåëè÷åíèÿ íà-
áëþäàþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî è ëèøü íà ìàëûõ ÷àñ-
òîòíûõ èíòåðâàëàõ è íå ïðèâîäÿò ê çíà÷èìûì îò-
êëîíåíèÿì ãðàôèêà ω

02, apr( )LG  îò õîäà ω
02, ( ).LG  

Àïïðîêñèìàöèîííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ 
äëÿ ω

02, apr( )LG  ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå 

 τω ≈ ω ω + Δ ω
0 0 2 0 02, 2, apr apr 2,( ) ( )= ( ) ( ),L L L LG G G G  (13) 

ãäå μΔ ω − σ − α β πω
0

2
2, 22( )= (1 )sin / ;LG  
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ωL = ωb èç âûðàæåíèÿ (7) ïðè çàìåíå τ1 íà L0, à ωb2 = 

= π/2τ2.  
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ τω

2 0apr( ) LG  íà ÷àñòîòàõ ωL < 
< ω ≤ ωb2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç ïðèâåäåí-
íûõ ñîîòíîøåíèé. Íî õîðîøàÿ òî÷íîñòü àïïðîêñè-
ìàöèè ïðè ýòîì íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Áîëåå ïðàâèëü-
íûé âûáîð îäíîé ïåðåõîäíîé ÷àñòîòû çàòðóäíåí 
èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé 
çíà÷åíèé τ2 è L0. Ïîýòîìó ðàçäåëüíîå âû÷èñëåíèå 
G(ω) è G0, 2apr(ω) ñ äàëüíåéøèì ôîðìèðîâàíèåì  
èõ ðàçíîñòè ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ω
02, ( )LG  â âèäå (13) óëó÷øàþò 

ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ýòèõ ñïåêòðàëüíûõ âêëà-
äîâ íà áîëüøåé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà. Òàêæå 
çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè (13) äëÿ μ = 1 è 2 ïðè 
èñïîëüçîâàíèè íèæíèõ ñîîòíîøåíèé â îïðåäåëåíèè 

τω
2 0apr( ) LG  òîæäåñòâåííû ïðèâåäåííûì âûøå òî÷-

íûì àíàëèòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ñïåêòðàëü-
íûõ âêëàäîâ ω

02, ( ).LG  
Íà ðèñ. 5 äëÿ ñòåïåííîé ÑÔ ñ μ = 2/3 ïðåä-

ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ñïåêòðîâ ÑÏÑÏ W(f) è ÑÑÏ G(f), à òàêæå 
çíàêîïåðåìåííûå ñïåêòðàëüíûå âêëàäû â G(f) åå 
íà÷àëüíîãî G0, 1(f), ñðåäèííîãî G1, 2(f) è êîíå÷íîãî 

02, ( )LG f  ó÷àñòêîâ. Äëèòåëüíîñòü ýòèõ èíòåðâàëîâ 
õàðàêòåðèçîâàëàñü ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè: τ1 = 
= 10 ñ, τ2 = 80 ñ è L0 = 100 ñ. Õîðîøî âèäåí ïðî-
öåññ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ôóíê-
öèè G(f) èç åå àääèòèâíûõ çíàêîïåðåìåííûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ. 

 

 
Ðèñ. 5. Íîðìèðîâàííûå ñïåêòðû ÑÏÑÏ W(f), ÑÑÏ G(f) 

è ñïåêòðàëüíûå âêëàäû G0, 1(f), G1, 2(f), 
02, ( )LG f  äëÿ μ = 

  = 2/3 è τ1 = 10 ñ, τ2 = 80 ñ, L0 = 100 ñ 

 

Âåðíåìñÿ ê ïîëó÷åíèþ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñïåêò-
ðàëüíûõ âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ìíîãîìàñ- 
øòàáíûõ ñòðóêòóð íà ïðèìåðå ïðèâåäåííîé ðàíåå 
òðåõñîñòàâíîé ôóíêöèè DIII(τ), êîòîðàÿ â èòîãå 
ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó, ñîñòîÿùóþ  
èç äâóõ ïðîñòûõ ñòåïåííûõ êîìïîíåíò Dμ1(τ)  
è Dμ2(τ) âèäà (2). Èç èçëîæåííîãî âûøå ìàòåðèàëà 
âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè. 

Òàê, ïðè íàõîæäåíèè ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 
G0, 1(ω) íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ôóíêöèè DIII(τ) íà èí-
òåðâàëå τ îò 0 äî τ1 âîçìîæíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ. 
 Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (τ1 ≤ l0) ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü òîëüêî ôóíêöèþ Dμ1(τ). Ïðè âû÷èñëåíèè 
G0, 1(ω) öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü àïïðîêñèìàöè- 
îííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ G0, 1apr(ω) â ôîðìå (5)–(7). 
Íî ïðåæäå ñòðóêòóðíóþ õàðàêòåðèñòèêó C2 íå-
îáõîäèìî óìíîæèòü íà âåñîâîé êîýôôèöèåíò β

0
,l   

à ìàñøòàá L0 çàìåíèòü íà L1. 
Åñëè l0 < τ1 ≤ L0, òî èñïîëüçóåì îáå ôóíêöèè 

Dμ1(τ) è Dμ2(τ). Ïî Dμ1(τ) âû÷èñëÿåì ñïåêòðàëüíûé 



 

872 Ôåäîðîâ Â.À. 
 

âêëàä åå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà îò 0 äî l0, êîòîðûé 
ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîìó èíòåðâàëó ôóíêöèè 
DIII(τ). Çàòåì îïðåäåëÿåì âêëàä ñðåäíåãî ó÷àñòêà 
âòîðîé ôóíêöèè Dμ2(τ) îò l0 äî τ1. Ñóììèðîâàíèå 
ðåçóëüòàòîâ äàåò èñêîìûé ÷àñòîòíûé âêëàä G0, 1(ω) 
íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ôóíêöèè DIII(τ). Åñëè τ1 = L0, 
òî â èòîãå ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó 
âñåé òðåõñîñòàâíîé ñòðóêòóðû. 

Ïðè íàõîæäåíèè æå ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà 

G1, 2(ω) ñðåäíåãî ó÷àñòêà ôóíêöèè DIII(τ) íà èíòåð-
âàëå îò τ1 äî τ2 âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû. 
Åñëè τ1 è τ2 íàõîäÿòñÿ âíóòðè èíòåðâàëà îò 0 äî l0, 
òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ðåçóëüòàòà äîñòàòî÷íî, 
ñëåäóÿ ðåêîìåíäàöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà, 
âû÷èñëèòü ñïåêòðàëüíûé âêëàä ñðåäíåãî ó÷àñòêà 
ïðîñòîé ñòåïåííîé ôóíêöèè Dμ1(τ). Àíàëîãè÷íî, 
åñëè l0 < τ1 < τ2 ≤ L0, òî èñïîëüçóåì òîëüêî Dμ2(τ).  
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì ñïåêòðàëü-
íûé âêëàä ñðåäíåãî ó÷àñòêà ôóíêöèè Dμ1(τ) îò τ1 
äî l0. Çàòåì îïðåäåëÿåì âêëàä ó÷àñòêà Dμ2(τ) îò l0 
äî τ2. Ñóììèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ äàåò èñêîìóþ 
ñïåêòðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó G1, 2(ω) «ñðåäíåãî» 
ó÷àñòêà òðåõñîñòàâíîé ôóíêöèè DIII(τ). 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ðå-
çóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ñëó÷àé áîëåå 
ñëîæíûõ ìíîãîñîñòàâíûõ ôóíêöèé. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïðèâåäåíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ G0, 1(ω) íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ 
ñòåïåííîé ÑÔ ÑÑÏ Dμ(τ) íà èíòåðâàëå |τ| ≤ τ1 < L0 
ïðè 0 < μ ≤ 1 â ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè G(ω). Ïîêà-
çàíî, ÷òî τω ω + Δ ω

10,1 0,1( )= ( ) ( )G G G , ãäå τω
1

( )G  ìîæ-
íî ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ, 
ñîîòâåòñòâóþùåé íàñûùåíèþ ÑÔ Dμ(τ) ïðè τ = τ1. 
Çàâèñèìîñòü τω

1
( )G  îò ÷àñòîòû ïîäîáíà çàâèñèìîñ- 

òè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè  G(ω) ïðè çàìåíå õà-
ðàêòåðíîãî ìàñøòàáà L0 íà τ1; ΔG0, 1(ω) – çíàêî-
ïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòîòû ñ ïàðàìåòðàìè μ, L0  
è τ1, ÷òî âñåãäà ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷å-
íèÿì ÷àñòè îáùåãî ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà G0, 1(ω). 
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ G0,1(ω) = O(ω−1), ω → ∞. 

Âñå âûøåèçëîæåííîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòå-
ïåííîé ôóíêöèè Dμ(τ) ïðè 1 < μ ≤ 2. Íî â ýòîì ñëó-
÷àå Dμ(τ) íå ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ÑÑÏ, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
åé ôóíêöèÿ G(ω), âû÷èñëåííàÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì 
èç [10], íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ. Ïî-
ýòîìó ñîñòàâëÿþùàÿ τω

1
( )G  èçíà÷àëüíî ïðèíèìàåò 

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à åå àñèìïòîòèêà ïðàê-
òè÷åñêè íå çàâèñèò îò μ è âûïîëíÿåòñÿ τω

1
( ) =G  

−ω 2= ( ),O  ω → ∞. Îäíàêî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå- 
íèå âñåãî âêëàäà G0, 1(ω) èç-çà íàëè÷èÿ âòîðîãî 
÷ëåíà òàêîå æå, êàê è äëÿ 0 < μ ≤ 1. 

Òàêæå ïîëó÷åíî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå äëÿ G0, 1apr(ω) ïðè 0 < μ ≤ 2, êîòîðîå ñ õîðî-
øåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîãî 
âêëàäà G0, 1(ω) íà âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå îò 0 
äî ∞ è äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷èìûõ íà ïðàêòèêå 
âåëè÷èí L0, τ1. 

Áîëåå ñëîæíóþ, íî ïîõîæóþ ÷àñòîòíóþ ñòðóê-
òóðó èìåþò ñïåêòðàëüíûå âêëàäû G1, 2(ω) ñðåäíèõ 
ó÷àñòêîâ ñòåïåííîé ôóíêöèè Dμ(τ) (îáëàñòü çàäà-
íèÿ τ1 ≤ |τ| ≤ τ2 < L0) è ñïåêòðàëüíûå âêëàäû ω

02, ( )LG  
åå êîíå÷íûõ ó÷àñòêîâ (îáëàñòü çàäàíèÿ τ2 ≤ |τ| ≤ L0). 
Îíè òîæå ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè ôóíêöèÿìè 
ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òèïà ∼ O(ω−1), 
ω → ∞, íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà μ èç äèàïàçîíà 0 < μ ≤ 2. 

Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ G0, 1apr(ω) ïîëó÷åíû àíà-
ëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñ õîðîøåé òî÷-
íîñòüþ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå âûøåóêàçàííûõ ñïåê-
òðàëüíûõ âêëàäîâ G1, 2(ω), ω

02, ( )LG  íà âñåì ÷àñòîò-
íîì èíòåðâàëå ïðè 0 < μ ≤ 2 è äëÿ áîëüøèíñòâà 
çíà÷èìûõ íà ïðàêòèêå âåëè÷èí L0, τ1, τ2. Âñå ïðèâå- 
äåííûå àïïðîêñèìàöèîííûå çàâèñèìîñòè G0, 1apr(ω), 
G1, 2apr(ω) è ω

02, apr( )LG  ðåêîìåíäóþòñÿ äëÿ øèðîêî-
ãî ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. ×àñòíûå ñëó÷àè 
ýòèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ μ = 1 è 2 òîæäåñòâåííû ñîîò-
âåòñòâóþùèì òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì. 
Òàêæå îíè ïîäòâåðæäàþò âûâîäû îá èõ àñèìïòîòè-
÷åñêîì ÷àñòîòíîì ïîâåäåíèè, ïîëó÷åííûå ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè. 
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V.A. Fedorov. Spectral contributions from sections of the power-law structure function of stationary 
random processes. 

The frequency behavior of spectral contributions from initial, central, and “final” sections of the power-
law structure function to the spectral density of a stationary random process is considered. Their oscillating  
alternating-sign frequency character is demonstrated. As the frequency increases, the rate of decrease in the ab-
solute values of these contributions approaches the inversely proportional dependence. 

Simple analytical approximated relationships describing the frequency behavior of the spectral contribu-
tions are suggested and analyzed. They are recommended for wide practical use. The application of the obtained 
relationships for more complex composite power-law functions is considered. 
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