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1. Введение

Конечно-элементная аппроксимация задач оптимального управления широко иссле-
довалась в литературе. Мы не можем представить здесь даже очень краткий обзор (см.
[2, 5, 15, 22] и [16, 17] для описания эллиптических и параболических задач управления
соответственно).

Метод конечных элементов успешно используется для моделирования большого числа
задач оптимального управления. Однако он не годится для решения некоторого класса
задач оптимального управления, в которых целевая функция содержит не только основ-
ную переменную состояния, но и ее градиенты. Самый лучший выбор — смешанные мето-
ды конечных элементов, поскольку как скалярная переменная, так и переменная потока
могут аппроксимироваться с одинаковой точностью с использованием таких методов.
Некоторые результаты по априорным оценкам ошибки и сверхсходимости смешанных
методов конечных элементов Равьяра–Тома для эллиптических и параболических задач
оптимального управления можно найти в [3, 4, 6, 21]. В статьях [3, 4] Чен использовал
оператор проектирования для постобработки, определенный Мейером и Решем [15] для
доказательства квадратичной сверхсходимости управления с использованием смешан-
ных методов конечных элементов. В [9] Го, Фу и Чжан рассматривали положительно
определенный смешанный метод расщепления конечных элементов для эллиптической
задачи оптимального управления и получили априорные оценки ошибки.

Во многих реальных применениях, таких как управление теплопроводностью матери-
алов с памятью, управление динамикой популяций, волновое управление и управление в
упругопластической механике, необходимо рассматривать задачи оптимального управ-
ления, подчиняющиеся эллиптическим интегральным уравнениям, параболическим ин-
тегро-дифференциальным уравнениям и гиперболическим интегро-дифференциальным
уравнениям. В [2] авторы проанализировали конечно-элементную дискретизацию Га-
леркина для класса задач оптимального управления с ограничениями, подчиняющих-
ся интегральным и интегро-дифференциальным уравнениям Фредгольма. В [19] Шен с
соавторами получили эквивалентные апостериорные оценки ошибки с нижним и верх-
ним пределами конечно-элементной аппроксимации задачи оптимального управления
с ограничениями, подчиняющейся параболическому интегро-дифференциальному урав-
нению. В [10] Хоу рассмотрел H1-смешанную конечно-элементную аппроксимацию Га-
леркина для линейных параболических интегро-дифференциальных задач оптимально-
го управления и получил априорные оценки ошибки. В [11] Хоу получил априорные
оценки ошибки смешанных методов конечных элементов Равьяра–Тома для задач оп-
тимального управления, подчиняющихся гиперболическим интегро-дифференциальным
уравнениям. Насколько известно автору, в литературе нет работ по положительно опре-
деленным смешанным методам расщепления конечных элементов для гиперболических
интегро-дифференциальных задач оптимального управления.

Положительно определенные смешанные методы расщепления конечных элементов
были впервые предложены в [23] для решения задач вытеснения смешивающимися аген-
тами сжимаемого потока в пористых средах. Преимущества этого метода по сравне-
нию со стандартными смешанными методами конечных элементов в следующем: условие
совместимости Ладыженской–Бабушки–Брецци (ЛББ) между пространствами конечных
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элементов не является необходимым, и исходные задачи могут быть расщеплены на две
независимые симметрические положительно определенные подсхемы. Сверхсходимость
полностью дискретных положительно определенных смешанных методов расщепления
конечных элементов для гиперболических уравнений изучалась в [20]. Априорные оценки
ошибки положительно определенных смешанных методов расщепления конечных эле-
ментов для гиперболических и эллиптических задач оптимального управления можно
найти в [14, 24] и [9] соответственно.

В данной статье будут рассмотрены априорные оценки ошибки и сверхсходимость
положительно определенных смешанных методов расщепления конечных элементов для
псевдогиперболических интегро-дифференциальных задач оптимального управления.
Интерес для нас представляют следующие задачи оптимального управления, часто
встречающиеся в процессах реакции–диффузии и нервной проводимости:

min
u∈K⊂U

{
1

2

∫ T

0

(
‖p− pd‖2 + ‖y − yd‖2 + ‖u‖2

)
dt

}
, (1.1)

ytt − divp− divpt +

∫ t

0
divp(s) ds = f + u, x ∈ Ω, t ∈ J, (1.2)

p = ∇y, x ∈ Ω, t ∈ J, (1.3)

∇y · n = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ J, (1.4)

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω, (1.5)

yt(x, 0) = y1(x), x ∈ Ω, (1.6)

где Ω ⊂ R2 — многоугольная область, J = [0, T ], а n — внешняя нормаль на ∂Ω.
Пусть K — замкнутое выпуклое множество в U = L2(J ;L2(Ω)), f и yd ∈ L2(J ;L2(Ω)),
pd ∈ L2(J ; (L2(Ω))2), а y0 и y1 ∈ H1(Ω). Множество K определяется следующим образом:

K =

{
u ∈ U :

∫ T

0

∫
Ω
u dx dt ≥ 0

}
. (1.7)

В данной статье используются стандартные обозначения: Wm,p(Ω) — пространства
Соболева на Ω с нормой ‖ · ‖m,p, задаваемой как ‖v‖pm,p =

∑
|α|≤m ‖Dαv‖pLp(Ω), и по-

лунормой | · |m,p, задаваемой как |v|pm,p =
∑
|α|=m ‖Dαv‖pLp(Ω). Положим Wm,p

0 (Ω) =

{v ∈ Wm,p(Ω) : v |∂Ω= 0}. Для p = 2 обозначим: Hm(Ω) = Wm,2(Ω), Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω),
‖ · ‖m = ‖ · ‖m,2, ‖ · ‖ = ‖ · ‖0,2.

Пусть Ls(J ;Wm,p(Ω)) — банахово пространство для всех Ls-интегрируемых функ-

ций из J в Wm,p(Ω) с нормой ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω)) =
( ∫ T

0 ‖v‖
s
Wm,p(Ω) dt

)1/s
для s ∈ [1,∞)

и стандартной модификацией для s = ∞. Для простоты пусть ‖v‖Ls(Wm,p) служит
для обозначения ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω)). Аналогичным образом можно определить простран-
ства H1(J ;Wm,p(Ω)). Кроме того, C обозначает общую положительную постоянную, не
зависящую от h, где h — пространственный шаг сетки.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 мы строим положительно опреде-
ленную смешанную конечно-элементную схему расщепления для задачи оптимального
управления (1.1)–(1.6) и даем эквивалентные условия оптимальности. Основные резуль-
таты статьи представлены в пунктах 3 и 4. В п. 3 введены некоторые полезные вспомо-
гательные переменные и даны априорные оценки ошибки для переменной управления,
переменных состояния и сопряженного состояния. В п. 4 получены свойства сверхсходи-
мости для всех переменных. Затем, используя метод постобработки, получен результат
сверхсходимости для переменной управления.
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2. Смешанные методы для задач оптимального управления

Здесь мы построим положительно определенную смешанную конечно-элементную
схему расщепления для задачи управления (1.1)–(1.6). Для реализации этой идеи возь-
мем пространства состояния L = H2(J ;V ) и W = H2(J ;W ), где определим V и W
следующим образом:

V = H0(div; Ω) =
{
v ∈ (L2(Ω))2 | divv ∈ L2(Ω), v · n|∂Ω = 0

}
, W = L2(Ω). (2.1)

Гильбертово пространство V имеет норму

‖v‖H(div;Ω) =
(
‖v‖20,Ω + ‖divv‖20,Ω

)1/2
.

Смешанную слабую форму (1.2), (1.3) можно задать следующим образом:

(p,v) = −(y, divv) ∀v ∈ V , (2.2)

(ytt, w)− (divp, w)− (divpt, w) +

∫ t

0

(
divp(s), w

)
ds = (f + u,w) ∀w ∈W, (2.3)

где (·, ·) — скалярное произведение L2(Ω).
Как в [9], взяв w = divv в (2.3) и дифференцируя (2.2) по t, получим

(ptt,v)+(divp, divv)+(divpt, divv)−
∫ t

0

(
divp(s), divv

)
ds =−(f+u, divv) ∀v ∈ V . (2.4)

Теперь преобразуем (1.1)–(1.6) в следующую слабую форму: найти (p, y, u) ∈ L×W ×K,
такое что

min
u∈K⊂U

{
1

2

∫ T

0

(
‖p− pd‖2 + ‖y − yd‖2 + ‖u‖2

)
dt

}
, (2.5)

(ptt,v)+(divp, divv)+(divpt, divv)−
∫ t

0

(
divp(s), divv

)
ds =−(f+u, divv) ∀v ∈ V , (2.6)

p(x, 0) = ∇y0(x), (2.7)

pt(x, 0) = ∇y1(x), (2.8)

(ytt, w)− (divp, w)− (divpt, w) +

∫ t

0

(
divp(s), w

)
ds = (f + u,w) ∀ w ∈W, (2.9)

y(x, 0) = y0(x), (2.10)

yt(x, 0) = y1(x). (2.11)

Поскольку целевой функционал является выпуклым, из [13] следует, что задача оп-
тимального управления (2.5)–(2.11) имеет единственное решение (p, y, u) и что триплет
(p, y, u) является решением (2.5)–(2.11), если и только если имеется сопряженное состо-
яние (q, z) ∈ L ×W такое, что (p, y, q, z, u) удовлетворяет следующим условиям опти-
мальности:
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(ptt,v)+(divp, divv)+(divpt, divv)−
∫ t

0

(
divp(s), divv

)
ds=−(f+u, divv) ∀v∈V , (2.12)

p(x, 0) = ∇y0(x), (2.13)

pt(x, 0) = ∇y1(x), (2.14)

(ytt, w)− (divp, w)− (divpt, w) +

∫ t

0

(
divp(s), w

)
ds = (f + u,w) ∀w ∈W, (2.15)

y(x, 0) = y0(x), (2.16)

yt(x, 0) = y1(x), (2.17)

(ztt, w) = (y − yd, w) ∀w ∈W, (2.18)

z(x, T ) = 0, (2.19)

zt(x, T ) = 0, (2.20)

(qtt,v) + (divq, divv)− (divqt, divv)−
∫ T

t

(
divq(s), divv

)
ds

= (z, divv)−
∫ T

t

(
z(s), divv

)
ds− (zt, divv) + (p− pd,v) ∀v ∈ V , (2.21)

q(x, T ) = 0, (2.22)

qt(x, T ) = 0, (2.23)∫ T

0
(u− divq + z, ũ− u) dt ≥ 0 ∀ ũ ∈ K. (2.24)

Неравенство (2.24) можно представить следующим образом:

u = max{0, z − divq} − (z − divq), (2.25)

где z − divq =

∫ T
0

∫
Ω(z − divq) dx dt∫ T

0

∫
Ω 1 dx dt

.

Пусть Th — регулярное разбиение области Ω на прямоугольники, hτ — диаметр τ
и h = maxτ∈Th hτ . Пусть V h × Wh ⊂ V × W обозначает пространство Равьяра–Тома
смешанных конечных элементов наименьшего порядка [18], а именно,

V h :=
{
vh ∈ V : ∀ τ ∈ Th,vh |τ∈ Q1,0(τ)×Q0,1(τ)

}
, (2.26)

Wh :=
{
wh ∈W : ∀ τ ∈ Th, wh |τ∈ Q0,0(τ)

}
, (2.27)

где Qm,n(τ) — пространство многочленов, степень которых не превышает m и n по x и
y на τ соответственно. Положим Kh = Uh ∩K, где Uh = L2(J ;Wh).

Прежде чем представить смешанную конечно-элементную схему, введем два опера-
тора. Сначала определим стандартную L2(Ω)-проекцию [7] Ph : W → Wh, которая
удовлетворяет для любого φ ∈W следующим условиям:

(Phφ− φ,wh) = 0 ∀wh ∈Wh, (2.28)

‖φ− Phφ‖−s,r ≤ Ch1+s‖φ‖1,r, s = 0, 1, 2 ≤ r ≤ ∞, ∀φ ∈W 1,r(Ω). (2.29)
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Вспомним проекцию Фортина (см. [1] и [7]) Πh : V → V h, которая для любого q ∈ V
удовлетворяет условиям:(

div(Πhq − q), wh
)

= 0 ∀wh ∈Wh, (2.30)

‖q −Πhq‖0,ρ ≤ Ch‖q‖1,ρ, 2 ≤ ρ ≤ ∞, ∀ q ∈ (W 1,ρ(Ω))2, (2.31)

‖div(q −Πhq)‖ ≤ Ch‖divq‖1 ∀ divq ∈ H1(Ω). (2.32)

Теперь построим положительно определенную смешанную конечно-элементную ап-
проксимацию расщепления для задачи (1.1)–(1.6): найти (ph, yh, uh) ∈ H2(J ;V h)×
H2(J ;Wh)×Kh так, что

min
uh∈Kh⊂Uh

{
1

2

∫ T

0

(
‖ph − pd‖2 + ‖yh − yd‖2 + ‖uh‖2

)
dt

}
, (2.33)

(phtt,vh) + (divph, divvh) + (divpht, divvh)−
∫ t

0

(
divph(s), divvh

)
ds

= −(f+uh, divvh) ∀vh ∈ V h, (2.34)

ph(x, 0) = Πh∇y0(x), (2.35)

pht(x, 0) = Πh∇y1(x), (2.36)

(yhtt, wh)−(divph, wh)−(divpht, wh)+

∫ t

0

(
divph(s), wh

)
ds=(f+uh, wh) ∀wh ∈Wh, (2.37)

yh(x, 0) = Phy0(x), (2.38)

yht(x, 0) = Phy1(x). (2.39)

Подобно непрерывному случаю задача оптимального управления (2.33)–(2.39) имеет
единственное решение (ph, yh, uh), и триплет (ph, yh, uh) является решением (2.33)–(2.39),
если и только если имеется сопряженное состояние (qh, zh) ∈ H2(J ;V h) × H2(J ;Wh),
такое что (ph, yh, qh, zh, uh) удовлетворяет следующим условиям оптимальности:

(phtt,vh) + (divph, divvh) + (divpht, divvh)−
∫ t

0

(
divph(s), divvh

)
ds

= −(f+uh, divvh) ∀vh ∈ V h, (2.40)

ph(x, 0) = Πh∇y0(x), (2.41)

pht(x, 0) = Πh∇y1(x), (2.42)

(yhtt, wh)− (divph, wh)− (divpht, wh) +

∫ t

0

(
divph(s), wh

)
ds

= (f+uh, wh) ∀wh ∈Wh, (2.43)

yh(x, 0) = Phy0(x), (2.44)

yht(x, 0) = Phy1(x), (2.45)

(zhtt, wh) = (yh − yd, wh) ∀wh ∈Wh, (2.46)

zh(x, T ) = 0, (2.47)

zht(x, T ) = 0, (2.48)
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(qhtt,vh) + (divqh, divvh)− (divqht, divvh)−
∫ T

t

(
divqh(s), divvh

)
ds

= (zh, divvh)−
∫ T

t

(
zh(s), divvh

)
ds− (zht, divvh) + (ph − pd,vh) ∀vh ∈ V h, (2.49)

qh(x, T ) = 0, (2.50)

qht(x, T ) = 0, (2.51)∫ T

0

(
uh − divqh + zh, ũh − uh

)
dt ≥ 0 ∀ ũh ∈ Kh. (2.52)

Аналогичным образом неравенство (2.52) можно переписать в следующем виде:

uh = max{0, zh − divqh} − (zh − divqh), (2.53)

где zh − divqh =

∫ T
0

∫
Ω(zh − divqh) dx dt∫ T

0

∫
Ω 1 dx dt

.

3. Априорные оценки ошибки

Введем некоторые вспомогательные переменные и получим априорные оценки ошиб-
ки. Сначала определим для любого ũ ∈ K дискретное решение состояния

(
ph(ũ), yh(ũ),

qh(ũ), zh(ũ)
)
с ũ, удовлетворяющее

(phtt(ũ),vh) + (divph(ũ), divvh) + (divpht(ũ), divvh)−
∫ t

0

(
divph(ũ)(s), divvh

)
ds

= −(f + ũ, divvh) ∀vh ∈ V h, (3.1)

ph(ũ)(x, 0) = Πh∇y0(x), (3.2)

pht(ũ)(x, 0) = Πh∇y1(x), (3.3)

(yhtt(ũ), wh)− (divph(ũ), wh)− (divpht(ũ), wh) +

∫ t

0

(
divph(ũ)(s), wh

)
ds

= (f + ũ, wh) ∀wh ∈Wh, (3.4)

yh(ũ)(x, 0) = Phy0(x), (3.5)

yht(ũ)(x, 0) = Phy1(x), (3.6)

(zhtt(ũ), wh) = (yh(ũ)− yd, wh) ∀wh ∈Wh, (3.7)

zh(ũ)(x, T ) = 0, (3.8)

zht(ũ)(x, T ) = 0, (3.9)

(qhtt(ũ),vh) + (divqh(ũ), divvh)− (divqht(ũ), divvh)−
∫ T

t

(
divqh(ũ)(s), divvh

)
ds

= (zh(ũ), divvh)−
∫ T

t

(
zh(ũ)(s), divvh

)
ds−

(zht(ũ), divvh) + (ph(ũ)− pd,vh) ∀vh ∈ V h, (3.10)

qh(ũ)(x, T ) = 0, (3.11)

qht(ũ)(x, T ) = 0. (3.12)

Как было определено ранее, точное решение и его аппроксимацию можно записать
следующим образом:
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(p, y, q, z) =
(
p(u), y(u), q(u), z(u)

)
,

(ph, yh, qh, zh) =
(
ph(uh), yh(uh), qh(uh), zh(uh)

)
.

Лемма 3.1. Пусть (p, y, q, z) — решение (2.12)–(2.24), а
(
ph(u), yh(u), qh(u), zh(u)

)
—

решение (3.1)–(3.12) при ũ = u. Предположим, что y, p, q и z обладают достаточной
регулярностью для нашей цели. Тогда мы имеем

‖y − yh(u)‖L∞(L2) + ‖p− ph(u)‖L∞(L2) + ‖div(p− ph(u))‖L∞(L2) ≤ Ch, (3.13)

‖z − zh(u)‖L∞(L2) + ‖q − qh(u)‖L∞(L2) + ‖div(q − qh(u))‖L∞(L2) ≤ Ch. (3.14)

Доказательство. Пусть

ρ1 = Πhp− ph(u), ρ2 = p−Πhp, ρ3 = y − Phy, ρ4 = Phy − yh(u),

ρ5 = Πhq − qh(u), ρ6 = q −Πhq, ρ7 = z − Phz, ρ8 = Phz − zh(u).

Из (2.12)–(2.23) и (3.1)–(3.12), с (2.28) и (2.30) для любых wh ∈ Wh и vh ∈ V h мы
получим следующие уравнения для ошибки:

(ρ2tt + ρ1tt,vh) + (divρ1, divvh) + (divρ1t, divvh)−
∫ t

0
(divρ1(s), divvh) ds = 0, (3.15)

(ρ4tt, wh)− (divρ1, wh)− (divρ1t, wh) +

∫ t

0
(divρ1(s), wh) ds = 0, (3.16)

(ρ8tt, wh) = (ρ4, wh), (3.17)

(ρ6tt + ρ5tt,vh) + (divρ5, divvh)− (divρ5t, divvh)−
∫ T

t
(divρ5(s), divvh) ds

= (ρ8, divvh)−
∫ T

t
(ρ8(s), divvh) ds− (ρ8t, divvh) + (ρ2 + ρ1,vh). (3.18)

Взяв vh = ρ1t из (3.15) и используя неравенство Коши, имеем

1

2

d

dt

(
‖ρ1t‖2 + ‖divρ1‖2

)
+ ‖divρ1t‖2 ≤ C

(
‖ρ2tt‖2 + ‖ρ1t‖2

)
+ C

∫ t

0
‖divρ1(s)‖2 ds. (3.19)

Интегрируя (3.19) от 0 до t и используя ρ1(0) = ρ1t(0) = 0, лемму Гронуолла и (2.31),
получим

‖ρ1t‖2L∞(L2) + ‖divρ1‖2L∞(L2) + ‖divρ1t‖2L2(L2) ≤ Ch
2‖ptt‖2L2(H1). (3.20)

Отметим, что ρ1 =
∫ t

0 ρ1t(s) ds. Тогда имеем

‖ρ1‖2 ≤ C
∫ t

0
‖ρ1t(s)‖2 ds. (3.21)

Из (3.20), (3.21) получим

‖ρ1‖L∞(L2) + ‖ρ1t‖L∞(L2) + ‖divρ1‖L∞(L2) + ‖divρ1t‖L2(L2) ≤ Ch‖ptt‖L2(H1). (3.22)

Взяв wh = ρ4t из (3.16) и используя неравенство Коши, имеем
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1

2

d

dt
‖ρ4t‖2 ≤ C

(
‖divρ1‖2 + ‖ρ4t‖2 + ‖divρ1t‖2

)
+ C

∫ t

0
‖divρ1(s)‖2 ds. (3.23)

Интегрируя (3.23) от 0 до t и используя ρ4(0) = ρ4t(0) = 0, лемму Гронуолла и (3.22),
получим

‖ρ4t‖2L∞(L2) ≤ Ch
2‖ptt‖2L2(H1). (3.24)

Поскольку ρ4 =
∫ t

0 ρ4t(s) ds, имеем

‖ρ4‖2 ≤ C
∫ t

0
‖ρ4t(s)‖2 ds. (3.25)

Из (3.24), (3.25) следует, что

‖ρ4‖L∞(L2) + ‖ρ4t‖L∞(L2) ≤ Ch‖ptt‖L2(H1). (3.26)

Взяв wh = −ρ8t из (3.17) и используя неравенство Коши, имеем

−1

2

d

dt
‖ρ8t‖2 ≤ C‖ρ4‖2 + C‖ρ8t‖2. (3.27)

Интегрируя (3.27) от t до T и используя ρ8(T ) = ρ8t(T ) = 0, ρ8 = −
∫ T
t ρ8t(s) ds, лемму

Гронуолла и (3.26), получим

‖ρ8‖L∞(L2) + ‖ρ8t‖L∞(L2) ≤ Ch‖ptt‖L2(H1). (3.28)

Взяв vh = −ρ5t из (3.18) и используя неравенство Коши, имеем

− 1

2

d

dt

(
‖ρ5t‖2 + ‖divρ5‖2

)
+ ‖divρ5t‖2

≤ C
(
‖ρ6tt‖2+‖ρ5t‖2+‖ρ8t‖2+‖ρ8‖2+‖ρ1‖2+‖ρ2‖2

)
+C

∫ T

t

(
‖divρ5(s)‖2+‖ρ8(s)‖2

)
ds. (3.29)

Интегрируя (3.29) от t до T и используя ρ5(T ) = ρ5t(T ) = 0, ρ5 = −
∫ T
t ρ5t(s) ds, лемму

Гронуолла, (3.22), (3.28) и (2.31), получим

‖ρ5‖L∞(L2)+‖ρ5t‖L∞(L2)+‖divρ5‖L∞(L2)≤Ch
(
‖ptt‖L2(H1)+‖qtt‖L2(H1)+‖p‖L2(H1)

)
. (3.30)

Объединив (3.22), (3.26), (3.28), (3.30), (2.29), (2.31), (2.32) и неравенство треуголь-
ника, мы завершаем доказательство леммы.

Положим β1 = ph(u) − ph, β2 = yh(u) − yh, β3 = qh(u) − qh, β4 = zh(u) − zh. Из
(3.1)–(3.12) и (2.40)–(2.51) для любого wh ∈Wh и vh ∈ V h получим

(β1tt,vh)+(divβ1, divvh)+(divβ1t, divvh)−
∫ t

0

(
divβ1(s), divvh

)
ds =−(u−uh, divvh), (3.31)

(β2tt, wh)− (divβ1, wh)− (divβ1t, wh) +

∫ t

0

(
divβ1(s), wh

)
ds = (u− uh, wh), (3.32)

(β4tt, wh) = (β2, wh), (3.33)

(β3tt,vh) + (divβ3, divvh)− (divβ3t, divvh)−
∫ T

t

(
divβ3t(s), divvh

)
ds

= (β4, divvh)−
∫ T

t

(
β4(s), divvh

)
ds− (β4t, divvh) + (β1,vh). (3.34)

Используя анализ устойчивости леммы 3.1, получим
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Лемма 3.2. Пусть (ph, yh, qh, zh) и
(
ph(u), yh(u), qh(u), zh(u)

)
— дискретные решения

(3.1)–(3.12) при ũ = uh и ũ = u соответственно. Тогда мы имеем

‖yh − yh(u)‖L∞(L2) + ‖ph − ph(u)‖L∞(L2) ≤ C‖u− uh‖L2(L2), (3.35)

‖zh − zh(u)‖L∞(L2) + ‖qh − qh(u)‖L∞(L2) ≤ C‖u− uh‖L2(L2), (3.36)

‖div(ph − ph(u))‖L∞(L2) + ‖div(qh − qh(u))‖L∞(L2) ≤ C‖u− uh‖L2(L2). (3.37)

Лемма 3.3. Пусть u — решение (2.12)–(2.24), а uh — решение (2.40)–(2.52). Тогда∫ T

0

(
divqh(u)− divqh − (zh(u)− zh), u− uh

)
dt ≤ 0. (3.38)

Доказательство. Возьмем vh = β3 из (3.31), wh = β4 из (3.32), vh = −β1 из (3.34) и
wh = −β2 из (3.33). Тогда при интегрировании четырех полученных в результате урав-
нений от 0 до T заметим, что

β1(0) = β1t(0) = β3(T ) = β3t(T ) = 0,

β2(0) = β2t(0) = β4(T ) = β4t(T ) = 0,∫ T

0

∫ t

0

(
divβ1(s), divβ3

)
ds dt =

∫ T

0

∫ T

t

(
divβ3(s), divβ1

)
ds dt

и ∫ T

0

∫ t

0

(
divβ1(s), β4

)
ds dt =

∫ T

0

∫ T

t

(
β4(s), divβ1

)
ds dt.

Найдем∫ T

0

(
divqh(u)− divqh − (zh(u)− zh), u− uh

)
dt = −‖β1‖2L2(L2) − ‖β2‖2L2(L2), (3.39)

что дает (3.38).

Лемма 3.4. Пусть u — решение (2.12)–(2.24), а uh — решение (2.40)–(2.52). Тогда

‖u− uh‖L2(L2) ≤ Ch. (3.40)

Доказательство. Из (2.24), (2.28) и (2.52) следует, что

‖u− uh‖2L2(L2) =

∫ T

0
(u− uh, u− uh) dt

=

∫ T

0

(
u−divq+z, u−uh

)
dt+

∫ T

0

(
div(q−qh(u))+zh(u)−z, u−uh

)
dt+∫ T

0

(
div(qh(u)− qh)− (zh(u)− zh), u− uh

)
dt−∫ T

0

(
uh − divqh + zh, u− Phu

)
dt−

∫ T

0

(
uh − divqh + zh, Phu− uh

)
dt

≤
∫ T

0

(
div(q − qh(u)) + zh(u)− z, u− uh

)
dt+∫ T

0

(
div(qh(u)− qh)− (zh(u)− zh), u− uh

)
dt. (3.41)
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Используя неравенство Коши, мы видим, что∫ T

0

(
div(q−qh(u)) + zh(u)− z, u− uh

)
dt

≤ ‖div(q − qh(u))‖2L2(L2) + ‖zh(u)− z‖2L2(L2) +
1

2
‖u− uh‖2L2(L2). (3.42)

Тогда (3.40) может быть доказано с использованием (3.41), (3.42) и лемм 3.1 и 3.3.

Используя леммы 3.1, 3.2, 3.4 и неравенство треугольника, получим следующую тео-
рему.

Теорема 3.1. Пусть (p, y, q, z, u) и (ph, yh, qh, zh, uh) — решения (2.12)–(2.24) и (2.40)–
(2.52) соответственно. Предположим, что y, p, q и z обладают достаточной регуляр-
ностью для нашей цели. Тогда имеем

‖y − yh‖L∞(L2) + ‖p− ph‖L∞(L2) + ‖div(p− ph)‖L∞(L2) ≤ Ch, (3.43)

‖z − zh‖L∞(L2) + ‖q − qh‖L∞(L2) + ‖div(q − qh)‖L∞(L2) ≤ Ch. (3.44)

4. Сверхсходимость

В этом пункте получим результат по сверхсходимости для переменной управления.

Лемма 4.1. Пусть
(
ph(Phu), yh(Phu), qh(Phu), zh(Phu)

)
и
(
ph(u), yh(u), qh(u), zh(u)

)
—

дискретное решение (3.1)–(3.12) при ũ = Phu и ũ = u соответственно. Тогда имеем:

‖yh(Phu)− yh(u)‖L∞(L2) + ‖ph(Phu)− ph(u)‖L∞(L2) = 0, (4.1)

‖zh(Phu)− zh(u)‖L∞(L2) + ‖qh(Phu)− qh(u)‖L∞(L2) = 0, (4.2)

‖div(ph(Phu)− ph(u))‖L∞(L2) + ‖div(qh(Phu)− qh(u))‖L∞(L2) = 0. (4.3)

Доказательство. Положим e1 = ph(Phu)−ph(u), e2 = yh(Phu)− yh(u), e3 = qh(Phu)−
qh(u), e4 = zh(Phu)− zh(u). Из (3.1)–(3.12) для любых vh ∈ V h и wh ∈Wh получим:

(e1tt,vh)+(div e1, divvh)+(div e1t, divvh)−
∫ t

0

(
div e1(s), divvh

)
ds=−(Phu−u, divvh),

(4.4)

(e2tt, wh)− (div e1, wh)− (div e1t, wh) +

∫ t

0

(
div e1(s), wh

)
ds = (Phu− u,wh), (4.5)

(e4tt, wh) = (e2, wh), (4.6)

(e3tt,vh) + (div e3, divvh)− (div e3t, divvh)−
∫ T

t

(
div e3t(s), divvh

)
ds

= (e4, divvh)−
∫ T

t

(
e4(s), divvh

)
ds− (e4t, divvh) + (e1,vh).

(4.7)

Заметим, что (Phu − u,wh) = 0 и (Phu − u, divvh) = 0. Тогда, используя анализ
устойчивости леммы 3.1, мы завершаем доказательство леммы.
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Лемма 4.2. Пусть (p, y, q, z) — решение (2.12)–(2.23), а
(
ph(u), yh(u), qh(u), zh(u)

)
—

решение (3.1)–(3.12) при ũ = u. Предположим, что y, p, q и z обладают достаточной
регулярностью для нашей цели. Тогда

‖Phy − yh(u)‖L∞(L2) + ‖Πhp− ph(u)‖L∞(L2) ≤ Ch2, (4.8)

‖Phz − zh(u)‖L∞(L2) + ‖Πhq − qh(u)‖L∞(L2) ≤ Ch2, (4.9)

‖div(Πhp− ph(u))‖L2(L2) + ‖div(Πhq − qh(u))‖L2(L2) ≤ Ch2. (4.10)

Доказательство. Мы знаем из [8], что для любых p ∈ V и vh ∈ V h

(p−Πhp,vh) ≤ Ch2(‖p‖2‖vh‖+ ‖p‖1‖divvh‖). (4.11)

Используя такие же оценки, что и в лемме 3.1, мы завершаем доказательство леммы.

Лемма 4.3. Пусть u — решение (2.12)–(2.24), а uh — решение (2.40)–(2.52). Тогда∫ T

0

(
divqh(Phu)− divqh − (zh(Phu)− zh), Phu− uh

)
dt ≤ 0. (4.12)

Доказательство. Пусть

α1 = ph(Phu)− ph, α2 = yh(Phu)− yh, α3 = qh(Phu)− qh, α4 = zh(Phu)− zh.

Как и в лемме 3.3 находим, что∫ T

0

(
divqh(Phu)− divqh − (zh(Phu)− zh), Phu− uh

)
dt = −‖α1‖2L2(L2) − ‖α2‖2L2(L2), (4.13)

откуда получаем (4.12).

Лемма 4.4. Пусть u — решение (2.12)–(2.24), а uh — решение (2.40)–(2.52). Предполо-
жим, что все условия лемм 4.1–4.3 выполнены. Тогда мы имеем

‖Phu− uh‖L2(L2) ≤ Ch2. (4.14)

Доказательство. Взяв ũ = uh в (2.24) и ũh = Phu в (2.52), получим∫ T

0

(
uh − divqh + zh − u+ divq − z, Phu− uh

)
dt+

∫ T

0

(
u− divq + z, Phu− u

)
dt ≥ 0. (4.15)

Согласно (4.15), (2.28) и (2.30), имеем

‖Phu− uh‖2L2(L2) =

∫ T

0
(Phu− uh, Phu− uh) dt

=

∫ T

0
(Phu− u, Phu− uh) dt+

∫ T

0
(zh − z − divqh + divq, Phu− uh) dt+∫ T

0
(−divq + divqh + u+ z − uh − zh, Phu− uh) dt

≤
∫ T

0
(Phu− u, Phu− uh) dt+

∫ T

0
(zh − z − divqh + divq, Phu− uh) dt+
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∫ T

0
(u− div q + z, Phu− u) dt

=

∫ T

0
(div(Πhq − qh(u))− (Phz − zh(u)), Phu− uh) dt+∫ T

0
(div(qh(u)− qh(Phu))− (zh(u)− zh(Phu)), Phu− uh) dt+∫ T

0
(div(qh(Phu)− qh)− (zh(Phu)− zh), Phu− uh) dt+∫ T

0
(u− div q + z, Phu− u) dt

=: I1 + I2 + I3 + I4. (4.16)

Используя неравенство Коши и леммы 4.1 и 4.2, имеем

I1 ≤ C
(
‖div(Πhq − qh(u))‖2L2(L2) + ‖Phz − zh(u)‖2L2(L2)

)
+

1

3
‖Phu− uh‖2L2(L2) (4.17)

и
I2 = 0. (4.18)

Используя (2.25), найдем

I4 = max{0, z − div q}
∫ T

0

∫
Ω

(Phu− u) dx dt = 0. (4.19)

Объединив (4.16)–(4.19) с (4.12), мы завершаем доказательство леммы.

Подобно лемме 3.2 справедлива

Лемма 4.5. Пусть
(
ph(Phu), yh(Phu), qh(Phu), zh(Phu)

)
и (ph, yh, qh, zh) — решения

(3.1)–(3.12) при ũ = Phu и ũ = uh соответственно. Тогда

‖yh(Phu)− yh‖L∞(L2) + ‖ph(Phu)− ph‖L∞(L2) ≤ ‖Phu− uh‖L2(L2), (4.20)

‖zh(Phu)− zh‖L∞(L2) + ‖qh(Phu)− qh‖L∞(L2) ≤ ‖Phu− uh‖L2(L2), (4.21)

‖div(ph(Phu)− ph)‖L∞(L2) + ‖div(qh(Phu)− qh)‖L∞(L2) ≤ ‖Phu− uh‖L2(L2). (4.22)

Объединив леммы 4.1–4.5 и неравенство треугольника, мы получим следующую лем-
му.

Лемма 4.6. Пусть (p, y, q, z) — решение (2.12)–(2.24), а (ph, yh, qh, zh) — решение
(2.40)–(2.52). Предположим, что все условия лемм 4.1–4.5 выполняются. Тогда

‖Phy − yh‖L∞(L2) + ‖Πhp− ph‖L∞(L2) ≤ Ch2, (4.23)

‖Phz − zh‖L∞(L2) + ‖Πhq − qh‖L∞(L2) ≤ Ch2, (4.24)

‖div(Πhp− ph)‖L∞(L2) + ‖div(Πhq − qh)‖L∞(L2) ≤ Ch2. (4.25)

Для увеличения точности аппроксимации в глобальном масштабе построим снача-
ла оператор восстановления Gh. Пусть Ghν — непрерывная кусочно линейная функция
(без нулевого граничного условия). Значения Ghν в узлах определяются посредством
наименьших квадратов на элементных патчах, окружающих узлы. Для получения по-
дробной информации см. определение Rh в [12].
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Теперь мы можем получить следующий результат сверхсходимости для переменной
управления.

Теорема 4.1. Пусть u и uh — решения (2.12)–(2.24) и (2.40)–(2.52) соответственно.
Предположим, что все условия лемм 4.1–4.5 выполняются. Тогда

‖u−Ghuh‖L2(L2) ≤ Ch2. (4.26)

Доказательство. Заметим, что

‖u−Ghuh‖ ≤ ‖u−Ghu‖+ ‖Ghu−GhPhu‖+ ‖GhPhu−Ghuh‖. (4.27)

Согласно [12, лемма 4.2], имеем

‖u−Ghu‖ ≤ Ch2. (4.28)

Используя определение Gh, получим

Ghu =GhPhu, (4.29)

‖GhPhu−Ghuh‖ ≤ ‖Phu− uh‖. (4.30)

Объединив (4.27)–(4.30) с леммой 4.4, мы завершаем доказательство теоремы.

5. Выводы

В данной статье мы изучали априорные оценки ошибки и сверхсходимость положи-
тельно определенных смешанных методов расщепления конечных элементов для задач
оптимального управления (1.1)–(1.6). Наши теоретические результаты по полудискрет-
ной положительно определенной смешанной конечно-элементной аппроксимации рас-
щепления для псевдогиперболических интегро-дифференциальных задач управления
представляются новыми.

В нашей следующей работе мы будем обсуждать апостериорные оценки ошибки. Кро-
ме того, будут рассматриваться полностью дискретные положительно определенные сме-
шанные методы конечных элементов для параболических и гиперболических интегро-
дифференциальных задач оптимального управления.
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