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Исследуются трещины, возникающие в материалах, обладающих свойствами дилатан-
сии и разносопротивляемости (различные модули упругости при различных видах на-
пряженного состояния). Изучено распределение напряжений и деформаций в дилати-
рующих разносопротивляющихся телах с трещинами, позволяющее оценить влияние
поврежденности на характеристики трещиностойкости.
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Запишем выражение для упругого потенциала в виде

Φ = ασ2
i ϕ(σ0/σi)/2 + σ2

0α1/2,

где σi — интенсивность напряжений; σ0 — шаровая часть тензора напряжений. Связь
между напряжением и деформацией имеет вид

εij =
3
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αω(u)σ̄ij +

1

3
δij

(
α1σ0 + ασi

ϕ2(u)− ω(u)

u

)
, (1)

где εij — тензор малых деформаций; σ̄ij — девиатор тензора напряжений; α, α1 — по-

стоянные; u = σ0/σi; ω(u) — функция разномодульности; ϕ2(u) = −2u2

∫
ω(u)

u3
du; δij —

тензор Кронекера.
Эффекты разносопротивляемости рассмотрены в [1, 2]. При умеренных нагрузках со-

отношения (1) описывают поведение графитовых материалов при пропорциональном на-
гружении [3, 4]. В [5] получены зависимости деформации от параметра u = σ0/σi для

повреждающихся пластических материалов. Показано, что распределение напряжений и
деформаций по координате r (r — раcстояние от вершины выреза или трещины) вблизи
вырезов и трещин в материалах, в которых связь между напряжениями и деформациями
определяется уравнением (1), не зависит от функций ϕ = ϕ(σ0/σi), ω = ω(σ0/σi) и имеет
тот же вид, что и в случае ϕ ≡ 1, ω ≡ 1. Доказательство этого утверждения приведено
в [5].

В плоской задаче асимптотические выражения для напряжений и деформаций в кон-
цевой области трещины имеют вид σij = r−1/2fij(θ), εij = r−1/2εij(θ). Следовательно,
функция ϕ(σ0/σi) оказывает влияние только на зависимости напряжений и деформаций
от полярного угла.
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Итерационная схема метода последовательных приближений, используемого для опре-
деления функций напряжений X(z, z̄), имеет вид [6–8]
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где X(z, z̄) — решения задач о трещинах в разносопротивляющихся дилатирую-
щих средах в условиях плоского напряженного состояния в комплексных перемен-

ных z = x + iy, z̄ = x − iy; X
(n)
0 — решение однородного уравнения; σ
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i ; δ — малый параметр;

n — номер итерации.
В механике разрушения тел с трещинами в общем случае деформации в окрестности

произвольной точки контура трещины представляются в виде суммы деформаций трех

типов, соответствующих трем типам относительных перемещений берегов трещины: нор-
мальному отрыву (тип I), поперечному (тип II) и продольному (тип III) сдвигам. Дефор-
мация типа I обусловлена смещением берегов трещины в противоположных направлениях
по нормали к поверхности трещины. Деформация типа II соответствует смещениям, при
которых поверхности трещины скользят друг по другу в направлении, перпендикулярном
фронту трещины. Деформация типа III соответствует скольжению поверхностей трещины
в направлении, параллельном фронту трещины. При любом относительном смещении U
берегов трещины выполняется равенство

U = UI + UII + UIII.

В нелинейной механике разрушения (в частности, для дилатирующих разносопро-
тивляющихся сред) основными являются задачи определения трех типов относительных
смещений берегов трещины, задающих локальные деформации в окрестности вершины
трещины, при заданном напряженном состоянии тела с трещиной. С учетом результа-
тов, полученных в работе [6], и приведенного в этой работе представления напряже-
ний и деформаций в окрестности вершины трещины по аналогии с линейной механикой

разрушения вводятся коэффициенты интенсивности напряжений KI, KII, KIII, соответ-
ствующие трем типам относительных смещений берегов трещины: нормальному отры-
ву, поперечному и продольному сдвигам. Вычисление коэффициентов интенсивности на-
пряжений и скоростей освобождения энергии при распространении трещины при задан-
ном напряженно-деформированном состоянии тела является задачей механики разруше-
ния, так как с использованием значений этих коэффициентов можно определить локаль-
ное напряженно-деформированное состояние в окрестности вершины трещины. Задав ло-
кальный критерий разрушения, выраженный через коэффициенты KI, KII, KIII, можно
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определить способность тела к разрушению. Каждому виду разрушения соответствует
определенное напряженно-деформированное состояние дилатирующих разносопротивляю-
щихся сред. Установлено, что при воздействии касательных напряжений на бесконечности
в вершине трещины помимо смещений типа III имеет место смещение берегов трещины,
соответствующее деформированию типа I. Следовательно, для реализации разрушения
типа III необходимо подобрать сдвиговые и нормальные напряжения, так чтобы выпол-
нялись граничные условия на бесконечности, или выбрать соответствующие граничные
условия на берегах трещины. Аналогично при задании касательных напряжений на беско-
нечности, соответствующих деформациям типа II в линейной теории упругости, помимо
смещений типа II имеют место смещения типа I.

В случае трещины нормального отрыва (деформация типа I) длиной 2l при граничном
условии σ22 = σ на бесконечности для линейной функции разномодульности ω(u) = 1 + δu
получено точное значение коэффициента интенсивности напряжений KI [5]:

KI = σ
√

πl .

Для трещины длиной 2l при граничном условии σ12 = τ0 на бесконечности [7–10] в
первом приближении найдены коэффициенты интенсивности напряжений

K
(1)
I = 2,5 δτ0

√
πl , K

(0)
II = τ0

√
πl ,

для трещины длиной 2l при граничном условии σ23 = τ0 на бесконечности [6] — коэффи-
циенты

K
(1)
I =

17,71α− 11,2α1

4α1 + α
χτ0

√
πl , K

(0)
III = τ0

√
πl

(χ = 0,1 — параметр разносопротивляемости, определяемый отношением шаровой части
тензора деформаций к интенсивности деформаций).

Таким образом, при рассмотрении задач механики разрушения в дилатирующих раз-
носопротивляющихся средах необходимо учитывать дополнительные смещения при зада-
ваемых в напряжениях граничных условиях для задач о трещинах или определять напря-
женные состояния, при которых реализуются основные виды разрушений.
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