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Для граничных задач уравнения Гельмгольца в клиновидных областях показано, что в
упакованном виде блочные элементы, соответствующие одной и той же граничной зада-
че, могут объединяться с учетом вида граничных условий, также образуя упакованный
блочный элемент. Полученный результат проверяется с использованием другого мето-
да. Показано, что при наличии угловых точек в области, в которой рассматривается
граничная задача, не возникает дополнительных сложностей при объединении блоч-
ных элементов. Установлено, что поскольку решения ряда граничных задач механики
сплошных сред и физики можно представить в виде комбинации решений граничных
задач уравнения Гельмгольца, этот подход позволяет исследовать более сложные гра-
ничные задачи и создавать материалы с мозаичной структурой.
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Введение. При исследовании и решении уравнений Гельмгольца применяется метод
блочного элемента [1–12]. Этот метод используется, в частности, в сейсмологии, теории
прочности [13–15]. В то же время точные решения граничных задач для уравнения Гельм-
гольца при произвольных граничных условиях построены только для ограниченного числа

классических областей, в которые не входят прямоугольники, параллелепипеды, клиновид-
ные области.

Построение решений граничных задач для уравнений Гельмгольца в неклассических

областях при произвольных граничных условиях предоставляет возможность объединять

решения в сопрягаемых областях с учетом граничных условий. Это позволяет продолжать
решение граничной задачи для уравнений Гельмгольца в области, более сложные, чем
классические.

Решения ряда граничных задач механики сплошных сред и физики представляются

в виде комбинаций решений граничных задач для уравнения Гельмгольца [16–18], что
дает возможность строить решения более сложных граничных задач в сложных областях,
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создавать материалы с мозаичной структурой, исследовать процесс появления трещин на
межблочных границах.

В данной работе на примере граничных задач для уравнения Гельмгольца исследу-
ется важное свойство упакованных блочных элементов, соответствующих одной и той же
граничной задаче. С точки зрения топологии множество таких упакованных блочных эле-
ментов представляет собой топологическую дискретизацию решения граничной задачи.
Это означает, что множество упакованных блочных элементов является дискретным то-
пологическим пространством [19]. В данном случае решение граничной задачи может быть
представлено в виде комбинаций любых совокупностей упакованных блочных элементов,
объединение носителей которых совпадает с областью постановки граничной задачи. При
разработке блочного элемента возникает проблема сопряжения блочных элементов, име-
ющих носители с угловыми точками, в которых решение граничной задачи может иметь
сингулярности. Приводимый в данной работе пример сопряжения двух упакованных блоч-
ных элементов граничной задачи для уравнения Гельмгольца с клиновидными носителями

показывает, что сопряжение блочных элементов, имеющих носители с угловыми точками,
не вызывает затруднений. Таким образом, появляются новые возможности для исследова-
ния и решения различных граничных задач, что позволяет использовать большой набор
блочных элементов, носители которых могут с высокой точностью покрывать область, для
которой ставится граничная задача [20].

Постановка задачи. Введем правую прямоугольную систему координат, в которой
оси Ox1, Ox3 направлены горизонтально, а ось Ox2 — вертикально вверх [1]. Рассмот-
рим полуплоскость Ω (|x1| 6 ∞, x2 6 0). Конечным числом взаимно перпендикулярных
линий x1 = cm, −∞ < cm < ∞, x2 = cn, −∞ < cn < 0 разобьем ее на прямоугольники,
в том числе неограниченные. Будем полагать, что прямоугольники, а также полуплос-
кость являются носителями упакованных блочных элементов некоторой граничной задачи

для дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными коэффициента-
ми. Совокупность построенных упакованных блочных элементов в каждом прямоугольни-
ке или в областях со связным носителем представляет собой дискретное топологическое

пространство, если при объединении соседних блочных элементов соотношения эквива-
лентности удовлетворяют требованию их связности. Исследуем это свойство, рассматри-
вая трехблочную структуру, состоящую из двух носителей, которые представляют собой
прямоугольные клинья, занимающие третий Ω1 (x1 6 0, x2 6 0) и четвертый Ω2 (x1 > 0,
x2 6 0) квадранты, и полуплоскости Ω = Ω1 ∪ Ω2. В качестве граничных задач примем
уравнения Гельмгольца, решения которых в форме упакованных блочных элементов будем
строить в каждом из указанных выше носителей.

Определяющие уравнения. Ниже рассматривается трехмерное уравнение Гельм-
гольца

(∂2x1 + ∂2x2 + ∂2x3 + p2) u(x1, x2, x3) = 0

в области (x1 6 0, x2 6 0, |x3| 6 0). Здесь p может быть комплексным числом.
Для применения метода блочного элемента при исследовании граничной задачи в блоч-

ной структуре необходимо выполнить три алгоритма: внешней алгебры, внешнего анализа
и построения фактор-топологии. Поскольку рассматривается лишь один блочный элемент,
необходимость выполнения последнего алгоритма отсутствует.

Рассмотрим для приведенного выше уравнения Гельмгольца граничную задачу Ди-
рихле. Граничные условия имеют вид

u(0, x2, x3) = f2(x2, x3), u(x1, 0, x3) = f1(x1, x3). (1)

Здесь произвольные функции fn обладают свойствами, достаточными для разрешимости
соответствующих граничных задач в пространствах медленно возрастающих обобщенных
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функций. Поскольку область Ω содержит бесконечно удаленные точки, в том случае, если
в граничной задаче появляются волновые функции, ищется решение с использованием
принципа излучения.

Метод решения. Исследованию уравнения Гельмгольца и связанных с ним гранич-
ных задач посвящено большое количество работ. Некоторые применяемые подходы опи-
саны в [1–12]. В работе [1] при исследовании акустических свойств решения граничной
задачи Неймана с произвольными граничными условиями для уравнения Гельмгольца

для прямоугольного клина использован метод блочного элемента. В настоящей работе ис-
следуется граничная задача Дирихле с произвольными граничными условиями для того

же уравнения. При использовании метода блочного элемента установлено, что особый ин-
терес вызывает исследование совокупностей блочных элементов. Это позволяет выявлять
новые свойства блочных структур. В настоящей работе выявляются новые закономерности
для упакованных блочных элементов, а также их связь с дискретными топологическими
пространствами.

Ниже рассмотрен пример сопряжения упакованных блочных элементов, имеющих но-
сители в виде неограниченных клиновидных областей.

Применяя преобразование Фурье по параметру x3 к дифференциальному уравнению и

граничным условиям, получаем двумерное дифференциальное уравнение с параметром k2

вида

(∂2x1 + ∂2x2 + k2) u(x1, x2, α3) = 0, k2 = p2 − α2
3.

Используя один из способов касательного расслоения границы, после применения двумер-
ного преобразования Фурье и введения внешних форм получаем функциональные уравне-
ния вида

(α2
1 + α2

2 + k2)U(α1, α2, α3) =

∫
∂Ω

ω,

ω =
∂u(0, x2, α3)

∂x1
eiα2x2 dx2 − iα1u(0, x2, α3) eiα2x2 dx2 +

+
∂u(x1, 0, α3)

∂x2
eiα1x1 dx1 − iα2u(x1, 0, α3) eiα1x1 dx1,

где

U(α1, α2, α3) =

∫ ∫ ∫
Ω

u(x1, x2, x3) ei〈αx〉 dx1 dx2 dx3, 〈αx〉 = α1x1 + α2x2 + α3x3,

u(x1, x2, x3) =
1

8π3

∫ ∫ ∫
R3

U(α1, α2, α3) e−i〈αx〉 dα1 dα2 dα3.

Таким образом, граничная задача сведена к двумерной.
Правую часть функционального уравнения можно представить в виде∫

∂Ω

ω =

0∫
−∞

∂u(0, x2, α3)

∂x1
eiα2x2 dx2 − iα1

0∫
−∞

u(c, x2, α3) eiα2x2 dx2 +

+

0∫
−∞

∂u(x1, 0, α3)

∂x2
eiα1x1 dx1 − iα2

0∫
−∞

u(x1, b, α3) eiα1x1 dx1.
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Вычислив одномерные интегралы, которые являются преобразованиями Фурье соответ-
ствующих функций, можно представить функциональное уравнение в форме

(α2
1 + α2

2 − k2)U(α1, α2, α3) =
∂U(0, α2, α3)

∂x1
− iα1U(0, α2, α3) +

+
∂U(α1, 0, α3)

∂x2
− iα2U(α1, 0, α3). (2)

Здесь и далее для преобразований Фурье, обозначенных строчными буквами, будем ис-
пользовать прописные буквы.

Рассмотрим задачу Дирихле. Подставляя в правую часть (2) значения функций (1),
имеем

(α2
1 + α2

2 − k2)U(α1, α2, α3) =
∂U(0, α2, α3)

∂x1
− iα1F2(0, α2, α3) +

+
∂U(α1, 0, α3)

∂x2
− iα2F1(α1, 0, α3).

Для выполнения алгоритма внешнего анализа факторизуем коэффициент функцио-
нального уравнения по каждому параметру:

α2
1 + α2

2 − k2 = (α1 − α1−)(α1 + α1−) = (α2 − α2−)(α2 + α2−),

α1− = −i
√

α2
2 − k2, α2− = −i

√
α2

1 − k2, Im α1− 6 0, Im α2− 6 0.

Из условия автоморфизма для носителя и функций на нем следуют псевдодифференциаль-
ные уравнения вида

∂U(0, α2−, α3)

∂x1
− iα1F2(0, α2−, α3) +

∂U(α1, 0, α3)

∂x2
− iα2−F1(α1, 0, α3) = 0,

∂U(0, α2, α3)

∂x1
− iα1−F2(0, α2, α3) +

∂U(α1−, 0, α3)

∂x2
− iα2F1(α1−, 0, α3) = 0.

Неизвестными в псевдодифференциальном уравнении являются функции

∂U(0, α2−, α3)/∂x1, ∂U(α1−, 0, α3)/∂x2, ∂U(0, α2, α3)/∂x1, ∂U(α1, 0, α3)/∂x2. Из реше-
ния псевдодифференциальных уравнений, обращающегося в нуль вне области Ω1,
в результате преобразований получаем функциональное уравнение следующего вида:

(α2
1 + α2

2 − k2)U(α1, α2, α3) = [F1(α1−, 0, α3)− F1(α1, 0, α3)] (α2 − α2−) +

+ [F2(0, α2−, α3)− F2(0, α2, α3)] (α1 − α1−).

Тогда решение, представляющее собой упакованный блочный элемент, принимает вид

u(x1, x2, x3) =
1

8π3

∫ ∫ ∫
R3

U1(α1, α2, α3) e−i〈αx〉 dα1 dα2 dα3,

U(α1, α2, α3) =
i

α2
1 + α2

2 − k2

〈
[F1(α1−, 0, α3)− F1(α1, 0, α3)] (α2 − α2−) +

+ [F2(0, α2−, α3)− F2(0, α2, α3)] (α1 − α1−)
〉
.

Для осуществления сопряжения упакованных блочных элементов аналогично построим

еще один упакованный блочный элемент, имеющий носитель в области Ω2.
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Используем алгоритм внешнего анализа для построения решения w(x1, x2, x3) гранич-
ной задачи для уравнения Гельмгольца в указанной области:

(∂2x1 + ∂2x2 + k2) w(x1, x2, α3) = 0, k2 = p2 − α2
3,

w(0, x2, x3) = f4(x2, x3), w(x1, 0, x3) = f3(x1, x3).

После выполнения описанного выше алгоритма получаем представление решения в форме

упакованного блочного элемента:

w(x1, x2, x3) =
1

8π3

∫ ∫ ∫
R3

W (α1, α2, α3) e−i〈αx〉 dα1 dα2 dα3,

W (α1, α2, α3) =
i

α2
1 + α2

2 − k2

〈
[F3(α1+, 0, α3)− F3(α1, 0, α3)] (α2 − α2−) +

+ [F4(0, α2−, α3)− F4(0, α2, α3)] (α1 − α1+)
〉
.

Основное свойство построенных упакованных блочных элементов. Докажем,
что в результате сопряжения построенных упакованных блочных элементов образуется

упакованный блочный элемент той же граничной задачи с носителем, являющимся объ-
единением носителей сопрягаемых блочных элементов. Наличие угловых точек границ но-
сителей блочных элементов не приводит к затруднениям при сопряжении этих элементов.
Таким образом, решение граничной задачи в полупространстве разложено на топологи-
ческую дискретную сумму построенных блочных элементов. Требуя на вертикальных и
горизонтальных границах блочных элементов выполнения соотношений эквивалентности,
определяющих слияние границ носителей и совпадение на них напряжений и перемещений,
получаем выражения

F2(0, α2, α3) = F4(0, α2, α3), F1(α1, 0, α3) + F3(α1, 0, α3) = F (α1, 0, α3).

Используя эти выражения, а также свойства факторизованных функций, получаем упако-
ванный блочный элемент в полупространстве

V (α1, α2, α3) = U(α1, α2, α3) + W (α1, α2, α3) =

=
i

α2
1 + α2

2 − k2

〈
[F1(α1−, 0, α3)− F1(α1, 0, α3)](α2 − α2−) +

+ [F3(α1+, 0, α3)− F3(α1, 0, α3)] (α2 − α2−)
〉

= − i

α2
1 + α2

2 − k2
F (α1, 0, α3)(α2 − α2−).

Для проверки построим решение той же граничной задачи

(∂2x1 + ∂2x2 + k2)v(x1, x2, α3) = 0, k2 = p2 − α2
3, x2 6 0,

v(x1, 0, α3) = f(x1, 0, α3), |x1| 6 ∞
в области Ω, используя как метод блочного элемента, так и метод интегральных пре-
образований. Повторяя описанную выше процедуру метода блочного элемента для этой

граничной задачи, получаем решение в форме упакованного блочного элемента

V (α1, α2, α3) = − i

α2
1 + α2

2 − k2
F (α1, 0, α3)(α2 − α2−),

v(x1, x2, x3) = − 1

8π3

∫ ∫ ∫
R3

V (α1, α2, α3) e−i〈αx〉 dα1 dα2 dα3,

совпадающее с найденным выше решением.
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Распакуем блочный элемент для x2 6 0, вычислив интеграл по вычету:
∞∫

−∞

i

α2
1 + α2

2 − k2
F (α1, 0, α3)(α2 − α2−) e−iα2x2 dα2 =

=

∞∫
−∞

i

α2 − α2+
F (α1, 0, α3) e−iα2x2 dα2 = −2πF (α1, 0, α3) e−iα2+x2 , x2 6 0.

Таким образом, получаем

v(x1, x2, x3) =
1

4π2

∫ ∫
R2

F (α1, 0, α3) e−i(α1x1+α2+x2+α3x3) dα1 dα3.

Решим ту же задачу, применив преобразование Фурье по x1:

(−α2
1 + ∂2x2 + k2)V (α1, x2, α3) = 0, V (α1, 0, α3) = F (α1, 0, α3).

Решение этой задачи имеет вид

V (α1, x2, α3) = F (α1, 0, α3) e−iα2+x2

и совпадает с решением, представляющим собой распакованный блочный элемент.
Выводы. Таким образом, упакованные блочные элементы представляют собой то-

пологическую дискретизацию решения граничной задачи в полупространстве и образу-
ют дискретное топологическое пространство [20]. Указанное свойство справедливо для
граничных задач, поставленных в областях с кусочно-гладкими границами для диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с постоянными коэффициентами или их

систем. Этот результат может быть использован при проектировании композиционных
материалов, в том числе с мозаичной структурой.
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