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Исследовано влияние скольжения на поперечный массообмен в трехмерном потоке вяз-
кой жидкости в канале с растягивающейся стенкой в предположении, что стенки кана-
ла являются пористыми, вследствие чего возможен поперечный массообмен. Определя-
ющие уравнения решаются аналитически. Проверена точность решения, полученного
в виде рядов, путем его сравнения с численным решением. Показано, что с использо-
ванием условий скольжения можно управлять величиной сопротивления на обтекаемой
поверхности.
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Введение. В последнее время появилось большое количество работ, посвященных
исследованию течения вязкой жидкости вблизи растягивающейся поверхности. При этом
основное внимание уделялось вычислению вязкого сопротивления на растягивающейся по-
верхности. Развиваются методы уменьшения вязкого сопротивления на твердой поверхно-
сти и управления им. В работе [1] впервые вычислен коэффициент поверхностного тре-
ния для течения вблизи нагретой растягивающейся поверхности. Влияние однородного
поперечного магнитного поля на электропроводящую жидкость в окрестности растягива-
ющейся поверхности изучено в [2]. В работах [3, 4] исследовалось влияние магнитогид-
родинамического поля на течение неньютоновских жидкостей вблизи растягивающейся

поверхности. В [5] получено решение подобия для пограничного слоя жидкости вблизи
растягивающейся поверхности. В [6] исследовано трехмерное течение жидкости, при этом
рассматривалось растяжение в двух взаимно перпендикулярных направлениях. В [7] изу-
чено нестационарное трехмерное течение вблизи растягивающейся поверхности с исполь-
зованием метода прогонки. Исследование течений вблизи растягивающейся поверхности
проведено также в работах [8–14].
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Наибольший интерес представляет изучение течения вязкой жидкости в окрестности

растягивающейся поверхности. В работе [15] исследовалось магнитогидродинамическое
течение в канале, ограниченном двумя пластинами, в случае однородного вдува через
верхнюю пластину, при этом нижняя пластина являлась растягивающейся поверхностью.
В [16] продолжено исследование влияния гидромагнитных и кориолисовых сил в потоке,
начатое в работе [15]. В [17] получено численное решение этой задачи для вязкоупру-
гой жидкости. В [18] исследован процесс сжатия потока в канале. В работе [19] получено
аналитическое обобщенное решение задачи о трехмерном потоке в канале, ограниченном
двумя пластинами, в случае когда через верхнюю пластину осуществляется однородный
вдув, а нижняя пластина растягивается. Установлено, что при увеличении скорости вдува
на верхней пластине вязкое сопротивление на нижней пластине увеличивается. В [20] об-
наружено уменьшение вязкого сопротивления на растягивающейся поверхности в случае

наличия поперечного массообмена при различных комбинациях вдува (отсоса) на верхней
(нижней) поверхности пластины. В [20] также показано, что вязким сопротивлением на
растягивающейся поверхности можно управлять с помощью отсоса и вдува на верхней и

нижней пластинах.
В настоящей работе изучается влияние скольжения на трехмерное течение в канале

с нижней растягивающейся стенкой при наличии поперечного массообмена. Для решения
нелинейных уравнений используется метод гомотопического анализа [21–32].

1. Постановка задачи. Рассмотрим трехмерное несжимаемое вязкое течение внутри
канала, нижняя стенка которого растягивается в плоскости z = 0, а верхняя фиксирована
в плоскости z = h.Обе пластины однородно-пористые, возможны вдув и отсос. В направле-
нии, перпендикулярном электрически изолированным пластинам, приложено однородное
магнитное поле интенсивностью β0 (рис. 1). При малых магнитных числах Рейнольдса
индуцированным магнитным полем можно пренебречь. В данном случае определяющие
уравнения имеют вид
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Рис. 1. Схема течения
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граничные условия записываются следующим образом:

z = 0: u = ax + λ1
∂u

∂z
, v = by + λ2

∂v

∂z
, w = −w∗

0,

z = h: u = 0, v = 0, w = −w∗
1.

Здесь ν — кинематическая вязкость; u, v, w — компоненты вектора скорости в направ-
лениях x, y, z соответственно; p — давление; ρ — плотность; σ — электропроводность;
λ1 — параметр скольжения вдоль оси x; λ2 — параметр скольжения вдоль оси y; β0 —
интенсивность магнитного поля; a, b — скорости растяжения в направлениях x и y соот-
ветственно.

Для нормирования уравнения использованы следующие безразмерные величины:

η = z/h, u = axf ′(η), v = ayg′(η), w = −ah(f + g). (1)

Используя (1), можно получить нелинейные дифференциальные уравнения

f iv − Re (M2f ′′ + f ′f ′′ − ff ′′′ − f ′′g′ − f ′′′g) = 0,

giv − Re (M2g′′ + g′g′′ − fg′′′ − f ′g′′ − g′′′g) = 0
(2)

с граничными условиями

f ′(0) = 1 + Kn1 f ′′(0), g′(0) = β + Kn2 g′′(0), f(0) + g(0) = w0,

f ′(1) = 0, g′(1) = 0, f(1) + g(1) = w1,
(3)

где штрих обозначает дифференцирование по η; Re = ah2/ν — число Рейнольдса;
Kn1 = λ1/h, Kn2 = λ2/h — числа Кнудсена; β = b/a — отношение градиентов скоро-
стей; w0 = w∗

0/(ah), w1 = w∗
1/(ah) — параметры отсоса (вдува) для нижней и верхней

пластин соответственно; M = β0

√
σ/(aρ) — число Гартмана.

Коэффициенты сил поверхностного трения в направлениях x и y определяются по
формулам
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суммарное касательное напряжение на поверхности — по формуле

τ =
√

(Rex Cfx)2 + (Rey Cfy)2 =
√

(f ′′(0))2 + (g′′(0))2 ,

где Rex = axh/ν, Rey = ayh/ν — локальные числа Рейнольдса.
2. Решение задачи. Система уравнений (2) с граничными условиями (3) решается

с использованием метода гомотопического анализа.
2.1. Решение методом гомотопического анализа. Выражения для искомых функций

в начальный момент времени запишем в виде
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а выражение для линейного оператора — в виде

L ≡ ∂4

∂η4
.

Представим уравнения деформации m-го порядка и граничные условия при m > 1:

L[fm(η)− χmfm−1(η)] = ∇1R1m(η), L[gm(η)− χmgm−1(η)] = ∇2R2m(η); (4)

f ′m(0) = Kn1 f ′′m(0), g′(0) = Kn2 g′′m(0), fm(0) + gm(0) = 0,

f ′m(1) = g′(1) = fm(1) + gm(1) = 0.
(5)

Здесь

R1m(η) = f iv
m−1(η)− Re

(
M2f ′′m−1(η) +

+
m−1∑
k=0

(f ′m−1−k(η)f ′′k (η)− fm−1−k(η)f ′′k (η)− gm−1−k(η)f ′′′k (η)− g′m−1−k(η)f ′′k (η))
)
,
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+
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(g′m−1−k(η)g′′k(η)− fm−1−k(η)g′′′k (η)− gm−1−k(η)g′′′k (η)− f ′m−1−k(η)g′′k(η))
)
,

χm =

{
0, k 6 1,

1, k > 1.

Решения этих уравнений запишем в виде бесконечных рядов

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), g(η) = g0(η) +
∞∑

m=1

gm(η),

где fm(η), gm(η) — решения уравнений деформации m-го порядка (4) при m > 1.
2.2. Исследование сходимости решений. Сходимость рядов зависит от выбора пара-

метров h1 и h2 [32]. Оптимальные значения h1 и h2 могут быть найдены на основе вы-
числения квадратичных погрешностей уравнений (2). Из рис. 2 следует, что оптимальные
значения равны h1 = −0,703 41, h2 = −0,674 89, соответствующие им квадратичные по-
грешности уравнений (2) равны ∆1 = 1,748 78 · 10−10, ∆2 = 4,048 97 · 10−10. Сходимость
и точность решений представлены в табл. 1. Из табл. 1 следует, что решения сходятся
начиная с приближения пятого порядка. Более того, квадратичные погрешности уменьша-
ются, когда порядок приближения растет. Это свидетельствует о сходимости и точности
полученного решения.

Оценка точности решения уравнений (2), полученного с использованием метода го-
мотопического анализа (МГА), выполняется путем сравнения его с численным решением,
полученным методом прогонки (табл. 2).

3. Результаты исследования и их обсуждение. На рис. 3 показано влияние чисел
Кнудсена Kn1 и Kn2 (предполагается, что Kn1 = Kn2) на скорость f ′ при наличии попе-
речного потока массы (вдува на верхней пластине и отсоса на нижней). Из рис. 3 следует,
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Рис. 2. Зависимости квадратичной погрешности первого (1) и второго (2) урав-
нений (2) от величин h1, h2

Таб ли ц а 1

Сходимость решения, полученного методом гомотопического анализа
при Re = 2, w0 = w1 = Kn1 = Kn2 = β = 0,5

m f ′′(0) ∆1 g′′(0) ∆2

2 −1,401 672 9,3099 · 10−2 −0,700 117 4,7804 · 10−2

5 −1,401 140 1,1829 · 10−4 −0,699 835 6,4019 · 10−5

10 −1,401 140 2,5757 · 10−9 −0,699 835 1,6559 · 10−9

15 −1,401 140 5,9756 · 10−12 −0,696 835 1,6151 · 10−11

20 −1,401 140 5,9743 · 10−11 −0,696 835 2,3129 · 10−10

Таб ли ц а 2

Значения коэффициента поверхностного трения f ′′(0)
при Re = 2 и различных значениях параметров задачи

M w0 w1

f ′′

Kn1 = 0 Kn1 = 1 Kn1 = 2

Результаты

расчета

с помощью

МГА

Результаты

численного

расчета

Результаты

расчета

с помощью

МГА

Результаты

численного

расчета

Результаты

расчета

с помощью

МГА

Результаты

численного

расчета

0 0,5 0,5 −4,766 06 −4,766 06 −0,821 06 −0,821 06 −0,450 70 −0,450 70
1,0 0,5 0,5 −5,014 09 −5,014 09 −0,828 82 −0,828 82 −0,453 06 −0,453 06
3,0 0,5 0,5 −6,680 11 −6,680 11 −0,867 34 −0,867 34 −0,464 43 −0,464 43
5,0 0,5 0,5 −9,102 45 −9,102 45 −0,899 91 −0,899 91 −0,473 64 −0,473 64
0,5 0 0,5 −2,747 18 −2,747 18 −0,503 87 −0,503 87 −0,277 90 −0,277 90
0,5 0,5 0,5 −4,829 16 −4,829 16 −0,823 10 −0,823 10 −0,451 32 −0,451 32
0,5 1,0 0,5 −7,358 73 −7,358 73 −1,161 44 −1,161 44 −0,633 16 −0,633 16
0,5 2,0 0,5 −14,062 55 −14,062 55 −1,894 43 −1,894 43 −1,021 46 −1,021 46
0,5 0,5 0 −6,411 52 −6,411 52 −1,123 48 −1,123 48 −0,618 71 −0,618 71
0,5 0,5 0,5 −4,829 16 −4,829 16 −0,823 10 −0,823 10 −0,451 32 −0,451 32
0,5 0,5 1,0 −3,040 58 −3,040 58 −0,503 78 −0,503 78 −0,275 08 −0,275 08
0,5 0,5 2,0 1,168 71 1,168 71 0,183 74 0,183 74 0,099 60 0,099 60
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Рис. 3. Зависимость скорости от координаты η при w0 = w1 = 0,5, Re = 2,
β = M = 0,5 и различных значениях чисел Кнудсена:
1 — Kn1 = Kn2 = 0, 2 — Kn1 = Kn2 = 0,5, 3 — Kn1 = Kn2 = 1, 4 — Kn1 = Kn2 = 2,
5 — Kn1 = Kn2 = 5

Рис. 4. Зависимость скорости от координаты η при w0 = 0, w1 = 0,5, Re = 2,
β = M = 0,5 и различных значениях чисел Кнудсена:
1 — Kn1 = Kn2 = 0, 2 — Kn1 = Kn2 = 0,5, 3 — Kn1 = Kn2 = 1, 4 — Kn1 = Kn2 = 2,
5 — Kn1 = Kn2 = 5

что с увеличением числа Кнудсена скорость жидкости вблизи растягивающейся пластины

уменьшается. Это вызвано уменьшением переноса количества движения при увеличении
параметра скольжения. При Kn1 = Kn2 (скольжение отсутствует) имеет место обратное
течение, вследствие чего трение на растягивающейся поверхности увеличивается. Однако
при увеличении чисел Кнудсена это течение исчезает. На рис. 4 показано влияние пара-
метра скольжения на скорость в случае отсутствия отсоса на нижней стенке (w0 = 0) и
наличия вдува на верхней стенке. Наличие поперечного потока массы и скольжения при-
водит к более существенному уменьшению вязкого сопротивления на растягивающейся

поверхности, чем в случае отсутствия скольжения.
На рис. 5 показано влияние поперечного потока массы на скорость при наличии сколь-

жения. Видно, что при увеличении скорости отсоса на нижней пластине и скорости вдува
на верхней пластине скорость жидкости увеличивается. Это приводит к увеличению вяз-
кого сопротивления на растягивающейся пластине (рис. 6). Увеличение скорости отсоса
на нижней пластине и скорости вдува на верхней пластине приводит к росту вязкого со-
противления на растягивающейся поверхности. Из рис. 6 следует, что при малом значении
параметра скольжения с увеличением значений w0 и w1 вязкое сопротивление существенно

увеличивается, однако при увеличении параметра скольжения сопротивление уменьшает-
ся и при Kn1 = Kn2 = 1,5 становится постоянным. Из табл. 2 следует, что при фиксиро-
ванном параметре w0 можно найти значение параметра w1, при котором сопротивление
трения является минимальным.

На рис. 7 показано влияние магнитного поля на сопротивление трения. Видно, что
при увеличении числа Гартмана M скорость растет при 0 < η 6 0,35 и уменьшается
при η > 0,35. На рис. 8 показана зависимость касательного напряжения от числа Кнуд-
сена при различных значениях числа Гартмана M . Видно, что с увеличением M вели-
чина поверхностного трения растет вследствие увеличения силы сопротивления. Поэтому
с увеличением числа Кнудсена касательное напряжение уменьшается. Это означает, что
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Рис. 5. Зависимость скорости от координаты η при Kn1 = Kn2 = 0,5, Re = 2,
β = M = 0,5 и различных значениях скорости поперечного потока массы:
1 — w0 = w1 = 0, 2 — w0 = w1 = 0,5, 3 — w0 = w1 = 1, 4 — w0 = w1 = 2, 5 —
w0 = w1 = 5

Рис. 6. Зависимость касательного напряжения τ от числа Кнудсена при Re = 2,
β = M = 0,5, Kn1 = Kn2 и различных значениях скорости поперечного потока

массы:
1 — w0 = w1 = 0, 2 — w0 = w1 = 0,5, 3 — w0 = w1 = 2, 4 — w0 = w1 = 5
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Рис. 7. Зависимость скорости от координаты η при Kn1 = Kn2 = 0,5, Re = 2,
β = 0,5, w0 = w1 = 0,5 и различных значениях числа Гартмана M :
1 — M = 0, 2 — M = 1, 3 — M = 2, 4 — M = 3, 5 — M = 5

Рис. 8. Зависимость касательного напряжения τ от числа Кнудсена при Re = 2,
β = w0 = w1 = 0,5, Kn1 = Kn2 и различных значениях числа Гартмана M :
1 — M = 0, 2 — M = 2, 3 — M = 4, 4 — M = 6



70 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2017. Т. 58, N-◦ 1

n0,20 0,4 0,6 0,8 1,0

3

0

_0,2

1,0

0,2

0,4

0,6

0,8
1
2

5

4

f 0

21 3Kn

3

0

2

10

12

4

6

8

1

2

4

t

Рис. 9 Рис. 10

Рис. 9. Зависимость скорости от координаты η при Kn1 = Kn2 = M = 0,5,
w0 = w1 = 0,5 и различных значениях числа Рейнольдса:
1 — Re = 2, 2 — Re = 4, 3 — Re = 6, 4 — Re = 8, 5 — Re = 10

Рис. 10. Зависимость касательного напряжения τ от числа Кнудсена при M =
β = 0,5, w0 = w1 = 0,5, Kn1 = Kn2 и различных значениях числа Рейнольдса:
1 — Re = 2, 2 — Re = 4, 3 — Re = 7, 4 — Re = 15

в гидромагнитных течениях число Кнудсена существенно влияет на вязкое сопротивление

в условиях скольжения.
На рис. 9 показано влияние числа Рейнольдса Re на скорость. Видно, что с увеличе-

нием Re в нижней области канала скорость уменьшается, а в верхней — увеличивается.
Это обусловлено увеличением инерции жидкости вследствие растяжения. На рис. 10 вид-
но, что с увеличением числа Рейнольдса касательное напряжение на растягивающейся
поверхности растет. Это обусловлено тем, что величина поверхностного трения увеличи-
вается вследствие увеличения разности скоростей движения стенки и жидкости. Тем не
менее при увеличении параметра скольжения вязкое сопротивление вдоль растягивающей-
ся поверхности увеличивается менее существенно.

Заключение. В работе проведен анализ влияния магнитогидродинамического тече-
ния вдоль растягивающейся поверхности внутри канала на вязкое сопротивление жидко-
сти при наличии поперечного потока массы. С использованием метода гомотопического
анализа получены аналитические решения сильнонелинейных дифференциальных уравне-
ний. Проведено сравнение этих решений с решениями, полученными методом прогонки.
Установлено, что данные решения хорошо согласуются. Показано, что влияние попереч-
ного потока массы на вязкое сопротивление вблизи растягивающейся поверхности более

существенно при наличии скольжения. При увеличении числа Кнудсена вязкое сопротив-
ление на растягивающейся поверхности уменьшается даже при наличии сильного магнит-
ного поля.
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