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Поставлена и решена задача о движении в поле силы тяжести вязкой жидкости, граничащей с твердыми 
криволинейными стенками. Жидкость подвергается колебательным воздействиям, не имеющим выделенного 
направления в пространстве. Постановка задачи включает в себя уравнения Навье–Стокса и неразрывности и 
условия на границах стенок (условия на твердых границах жидкости). В результате проведенного исследова-
ния обнаружен, в частности, новый гидромеханический эффект, состоящий в том, что жидкость ведет себя 
парадоксально: на фоне колебаний совершает стационарное движение «снизу вверх». 
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Введение 

Явления, связанные с колебательными воздействиями, весьма многочисленны и 
разнообразны. Колебательные воздействия на гидромеханические системы могут суще-
ственно влиять на поведение последних, быть причиной нетривиальных эффектов, слу-
жить средством управления указанными системами (см. работы [1–6], а также [7] и 
представленную там литературу). В частности, согласно работе [2] колебательные воз-
действия могут приводить к гидромеханическому эффекту, аналогичному «маятнику Ка-
пицы» [8], состоящему в том, что в присутствии поля силы тяжести находящееся в жид-
кости твердое тело совершает «перевернутые» колебания. В настоящей работе рассмат-
ривается задача о течении в поле силы тяжести вязкой несжимаемой жидкости, испыты-
вающей периодические по времени воздействия, характеризующиеся отсутствием выде-
ленного направления в пространстве.  

Постановка задачи 

Рассматривается течение вязкой несжимаемой жидкости между бесконечно длин-
ными твердыми телами ΞA, ΞB . Тело ΞA ограничено изнутри круговой цилиндрической 
поверхностью ΓA радиуса A. Тело ΞB  ограничено извне круговой цилиндрической поверх-
ностью ΓB радиуса B (A > B). В каждый момент времени t оси поверхностей ΓA, ΓB нахо-
дятся на оси Z цилиндрической системы координат R, θ, Z. Жидкость заполняет область 
Ω: B < R < A (0 ≤ θ < 2π; – ∞ < Z < ∞). Радиусы A и B периодически с периодом T изме-
няются со временем. Поверхности (границы) ΓA, ΓB также периодически с периодом T 
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колеблются вдоль оси Z. В соответствии с несжимаемостью жидкости радиусы A, B удо-
влетворяют условию постоянства разности A2– B2. Требуется определить независящее от 
начальных данных (периодическое по времени) осесимметричное движение жидкости. 

Пусть τ = t/T, + ( > 0, > 0A A Af A A=    — постоянные;  f = sinπτ); B — значение B 

при A = ,A  r = R / ,A  z = Z/ ;A  er и ez — единичные векторы, направления которых сов-
падают с направлениями возрастания r и z соответственно; ε = / , / , / ,A A B A a A Aσ = =  

b = /B B  2 2 2 2( 1 ); Aa b Uσ σ− = −  — скорость движения границы ΓA  в направлении оси Z; 

/  = sin (2 ) ( иA A A Au TU A u uπτ α α= +  — постоянные), UB — скорость движения грани-

цы ΓB в направлении оси Z; /  = sin (2 ) ( иB B B Bu TU A u uπτ β β= +  — постоянные);  
ρ, ν и V — соответственно плотность, кинематический коэффициент вязкости и скорость 
жидкости; v = T V/  = ( , ) ( , ) ,r r z zA v r v rτ τ+e e  p = T 2P/ ( )2 ( , ),A p rρ τ=  P — давление 

в жидкости, Re = 2 / ( )A vT  — число Рейнольдса, g = – gez — ускорение свободного па-

дения (g ≥ 0 — постоянная), κ = gT 2/ .A  
Уравнения Навье–Стокса и неразрывности и условия, которые должны выполнять-

ся на границах ΓA, ΓB , имеют вид 

1( ) в ,
Re zp εκ

τ
∂

+ ⋅∇ = −∇ + ∆ − Ω
∂

v v v v e                                       (1) 

0∇⋅ =v   в  Ω,                                                         (2) 

r A z
da u
dτ

= +v e e    при  r = a,                                                (3) 

r B z
db u
dτ

= +v e e    при  r = σ b.                                              (4) 

Решение задачи 

Из соотношений (2)–(4) следует 

vr = w/r,                                                                   (5) 

где w = a (da/dτ) = σ 2b (db/dτ). 
Используя (1), (3) – (5), найдем 

2

2ln ( )
2

dw wp r p
d r

τ
τ

′= − − +   в  Ω,                                            (6) 

2
2 2 2

2Re (l Re ) Rez z zv v vr r w r r
rr

εκ
τ

∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂∂
  в  Ω,                           (7) 

z Av u=   при  r = a,                                                       (8) 

z Bv u=   при  r = σ b.                                                    (9) 
Будем рассматривать задачу (7) – (9) при малых по сравнению с единицей значе-

ниях ε. Применим метод разложения по степеням малого параметра (см. [7, 8]). Предпо-
ложим, что  

vz ~ v0 + ε v1  при  ε → 0.                                                 (10) 

Используя (7) – (10), в ε N-приближении (N ꞊ 0, 1) получим 
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2
2 2 20

2Re Re ReN N Nv v v vdfr r r N r N r
r d rr

κ
τ τ

∂ ∂ ∂ ∂
− − = − −

∂ ∂ ∂∂
 в  ,Ω                    (11) 

0(1 )N A
v

v N u Nf
r

∂
= − −

∂
  при  r = 1,                                       (12) 

0(1 )N B
vfv N u N
rσ

∂
= − − ⋅

∂
   при  r = σ,                                   (13) 

где Ω  — область σ < r < 1 (0 ≤ θ < 2π ;  –∞ < z < ∞). 
Пусть N ꞊ 0. Выполнив в задаче (11) – (13) подстановку 

v0 = Real ( )2 iˆ( )e ,v r π τ                                                     (14) 

определим следующую задачу: 

2
2 2

2
ˆ ˆ ˆ2 i Re 0 в ,d v dvr r r v

drdr
π+ − = Ω                                         (15) 

iˆ i eAv u α= −     при r = 1,                                                     (16) 

iˆ i eBv u β= −    при r = σ.                                                     (17) 

Используя (14) – (17), найдем 

( )

( ) }

i i
0 0 0 0

i i 2 i
0 0 0

1Imag e ( ) e ( ) ( )

e ( ) e ( ) ( ) e ,

A B

A B
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α β π τ

σ
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 
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                           (18) 

где 0 0(1 i) Re ; ,q I Kπ= +   модифицированные функции Бесселя; 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ).Q I q K q I q K qσ σ= −  

Пусть N ꞊ 1. Произведем усреднение (11) – (13) по безразмерному времени τ. В ре-
зультате получим 

2
2 20

2 Re Re в ,
vd v dv dfr r r r

dr d rdr
εκ

τ
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+ = + Ω
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                           (19) 

0v
v f
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= −
∂

   при r = 1,                                         (20) 

01 v
v f

rσ
∂

= −
∂

   при r = σ,                                       (21) 

здесь 
1

1... ... , .d v v
τ

τ
τ

+
′= =∫  Правые части уравнения (11) и условий (12), (13) пред-

ставляют собой суммы вида η + Real ( )4 ie ,π τξ  где η, ξ  в (11)  функции r, а в (12), (13)  

постоянные. В соответствии с этим, согласно (11) − (13) и (19) − (21), имеем  

1v v= + Real ( )4 i( )e .v r π τ
                                             (22) 

Используя (18) − (21), найдем 
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∫

∫
     (23) 

Формулами 
0 1zv v vε= +                                                        (24) 

и (5), (6), (18), (22), (23) определяется приближенное решение задачи (1)–(4). Из этого 
решения, в частности, следует, что жидкость на фоне колебаний совершает стационар-
ное прямолинейное движение (как при g ≠ 0, так и при g = 0). 

Остановимся на вопросе о среднем по времени движении жидкости при малых по 
сравнению с единицей значениях разности 1 – σ. 

Пусть s = (1 – r)/(1 – σ), 

ˆ ˆ(1 ) , (1 ) ,A A B Bu u u uλ λσ σ= − = −                                     (25) 

где ˆ ˆ, , 0A Bu u λ ≥ — параметры. 
Используя (5), (18), (22) – (25), получим 

( ) 2 11~ Re 1 (1 ) (1 )
2 zs s λε κ σ χ σ − − − − − − v e    при 1 – σ → 0  (λ < 4),          (26) 

где ˆ ˆcos cos .A Bu uχ α β= −  Ввиду ограниченности v  должно выполняться условие λ  ≥ 1. 

При g ≠ 0, χ = 0 течение жидкости (в рассматриваемом приближении) представляет 
собой течение Пуазейля между твердыми стенками с неподвижными плоскими грани-
цами (см. [9]). При g = 0, χ ≠ 0 жидкость движется в направлении, совпадающем 
с направлением вектора ez , если χ < 0, и в направлении, противоположенном направле-
нию вектора ez , если χ > 0. 

При g ≠ 0, χ ≠ 0 согласно (26) (на фоне колебаний) имеет место следующее:  
— если λ > 3, то жидкость движется в направлении, совпадающем с направлением 

вектора g, т.е. «сверху вниз»; 
— если λ < 3, то при χ < 0 жидкость движется в направлении, противоположном 

направлению вектора g , т.е. «снизу вверх», а при χ > 0 жидкость движется «сверху 
вниз»; 

— если λ = 3, то при χ > 0 жидкость движется «сверху вниз», при χ < – κ Re /4 
жидкость движется «снизу вверх», при –κ Re /4 < χ < 0 в области Ω  присутствуют три 
слоя — l1, l2, l3 , соответственно определяемые соотношениями 

11 (1 ),r sσ σ< < − −   1 21 (1 ) 1 (1 ),s r sσ σ− − < < − −   21 (1 ) 1,s rσ− − < <  

где 1 21 1 4 ( Re) 2, 1 1 4 ( Re) 2,s sχ κ χ κ   = + + = − +     в которых происходит дви-

жение жидкости как «сверху вниз» (в слое l2 ), так и «снизу вверх» (в слоях l1 , l3). 
Отметим, что при получении формулы (26) необходимо учитывать следующий 

принципиально важный момент: если 1 – σ  стремится к нулю, стенки неограниченно 
сближаются (не соприкасаясь), а амплитуды скоростей стенок A B,u u   остаются неизмен-
ными, то возникают, в частности, бесконечно большие силы, что лишено физического 
смысла. Ввиду этого совместно со стремлением 1 – σ к нулю должны стремиться к нулю 
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также амплитуды A B,u u  . Таким образом возникает параметр λ, который является мерой 
скорости стремления к нулю A Bиu u   при стремлении к нулю 1 – σ. Указанные дей-
ствия приводят к формуле (26), т.е. к имеющему физический смысл выражению для ско-
рости 〈v〉 в приближении «близких стенок». Формулой (26), в частности, устанавливается 
наличие качественно различных течений жидкости и определяется их структура при раз-
личных значениях параметра λ. Это свидетельствует о том, что согласно законам физики 
(механики) такие течения жидкости могут реально существовать и могут быть зареги-
стрированы экспериментально. Вопрос о том, в каких конкретно экспериментальных 
условиях реализуется то или иное теоретически обнаруженное («предсказанное» форму-
лой (26)) течение жидкости, может быть решен только экспериментально.  

Заключение 

Проведенное исследование позволяет сделать вывод о наличии эффекта, состояще-
го в том, что в поле силы тяжести вязкая жидкость, подвергающаяся колебательным 
воздействиям, не имеющим выделенного направления в пространстве, ведет себя пара-
доксально — на фоне колебаний совершает стационарное движение в направлении, про-
тивоположном направлению ускорения свободного падения (движение «снизу вверх»). 
Причиной данного эффекта является согласованность (друг с другом) оказываемых на 
жидкость воздействий, что находится в непосредственной связи с принципом среднего дви-
жения (см. [1, 12]).  

Результаты работы могут служить теоретической основой для проведения направ-
ленных экспериментальных исследований движения жидкости в рассмотренных и ана-
логичных им гидромеханических условиях. 
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