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Òðåõìåðíûå ìîäåëè ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñè ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü âåðòèêàëüíóþ íåîäíîðîä-
íîñòü àòìîñôåðíûõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå òðåáóåò çàäàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ 
è ñóùåñòâåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ, îñîáåííî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ 
è çàäà÷ óñâîåíèÿ äàííûõ. Ïðåäñòàâëåí íîâûé àëãîðèòì óñâîåíèÿ äàííûõ äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè ïåðåíîñà 
è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñåé ñ íåèçâåñòíûìè èñòî÷íèêàìè, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå îïåðà-
òîðîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è àíñàìáëåé ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, ðåàëèçîâàííûé â ñèñòåìå îáðàòíîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ IMDAF äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Ïðè òåñòèðîâàíèè íà 
ðåàëèñòè÷íîì ñöåíàðèè äëÿ Áàéêàëüñêîãî ðåãèîíà àëãîðèòì ïîçâîëèë ïî äàííûì èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé 
ïî âåðòèêàëè, ìîäåëèðóþùèì ðåçóëüòàòû äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, óìåíüøèòü îøèáêó ðàñ÷åòà ïîëÿ 

êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé íà 15%. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óêàçàíèè óðîâíÿ ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïî âåðòèêà-
ëè îøèáêà ðàñ÷åòà ïîëÿ êîíöåíòðàöèé ñîêðàòèëàñü íà 93%, îøèáêà çàäàíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà – íà 85%. 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñâîåíèå äàííûõ, èäåíòèôèêàöèÿ èñòî÷íèêîâ, àäâåêöèÿ–äèôôóçèÿ–ðåàêöèÿ, îïåðà-
òîð ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ñîïðÿæåííûå óðàâíåíèÿ; data assimilation, source identification, advection-diffusion-
reaction, sensitivity operator, adjoint equations. 

 

 

Ââåäåíèå 
 

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ ïðèðîäíûõ ïðî-
öåññîâ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ïåðåíîñ è òðàíñôîð-
ìàöèÿ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå, çàäàíèå âñåõ íåîá- 
õîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ 
íåòðèâèàëüíîé ïðîáëåìîé, êîòîðóþ ìîæíî ðåøàòü 
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, íåäîñòàþùóþ 
èíôîðìàöèþ ìîæíî âîñïîëíèòü ïî èìåþùèìñÿ 
äàííûì èçìåðåíèé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ àëãî-
ðèòìû óñâîåíèÿ äàííûõ. Äëÿ ðåàëèñòè÷íîãî îïèñà-
íèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñåé 
â àòìîñôåðå èñïîëüçóþòñÿ òðåõìåðíûå (3D) ìîäå- 
ëè òèïà àäâåêöèÿ–äèôôóçèÿ–ðåàêöèÿ, ðåàëèçîâàí- 
íûå â âèäå ñèñòåì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,  
 

____________ 
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òàêèõ êàê WRF-Chem [1, 2], COSMO-ART [3], 
EnviroHIRLAM [4] è äð. 

Âîñïðîèçâåäåíèå âåðòèêàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè 
àòìîñôåðû – âàæíûé ôàêòîð ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè 
ìîäåëèðîâàíèÿ, îäíàêî ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ 
ñëîæíîñòü ìîäåëè è òðåáîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì 

ìîùíîñòÿì. Ó÷åò âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðû, íåñî-
ìíåííî, âàæåí ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ äèñòàí-
öèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, êîòîðûå çà÷àñòóþ ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé êîíöåí-
òðàöèé ïðèìåñåé ïî òîëùå àòìîñôåðû. Äàæå äëÿ 
ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà âñå 
íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû ìîäåëè ñ÷èòàþòñÿ çàäàí-
íûìè, òðåáóþòñÿ ñóùåñòâåííûå âû÷èñëèòåëüíûå 
ðåñóðñû. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷ îáðàòíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ îáû÷íî ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ìíîæåñò-
âà ïðÿìûõ çàäà÷. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ïðî-
áëåìà ïîèñêà êîìïðîìèññà ìåæäó ðåàëèñòè÷íîñòüþ 
è âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûé ðåçóëüòàò çà 
ïðèåìëåìîå âðåìÿ. 
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Òðàäèöèîííûå ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çàäà÷, êî-
ãäà âñå äàííûå íàáëþäåíèé çà èññëåäóåìûé ïåðèîä 
âðåìåíè èçâåñòíû äî íà÷àëà ìîäåëèðîâàíèÿ, íå ïî-
çâîëÿþò ðàáîòàòü ñ ñèñòåìàìè, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ 
íåîáõîäèìî îöåíèâàòü â ðåàëüíîì âðåìåíè è íà 
ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. 
Ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà-
÷è óñâîåíèÿ äàííûõ, êîòîðûå ìû ôîðìàëèçóåì êàê 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ íà 
íàáîðå âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íàçûâàåìûõ îêíàìè 
óñâîåíèÿ. Êàæäàÿ èç îáðàòíûõ çàäà÷ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èìååò ñâîè èñêîìûå ïåðåìåííûå è íàáîðû 
äîñòóïíûõ äàííûõ èçìåðåíèé. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ 
ïðåäûäóùèõ çàäà÷ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëü-
çóþòñÿ êàê àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ ïîñëåäóþ-
ùèõ. Êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè ê ðåøåíèþ çàäà÷ 

óñâîåíèÿ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûå àëãîðèò-
ìû, ðàçëè÷íûå ôèëüòðû Êàëìàíà è ôèëüòðû ÷àñ-
òèö [5, 6]. Â êëàññè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ ïîäõî- 
äàõ [7–10] ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ â îêíàõ 
óñâîåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ãðàäèåíòíûå îïòèìèçàöèîí-
íûå àëãîðèòìû. Ãðàäèåíòû öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ 
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ 
óðàâíåíèé [11–13]. 

Â ðàçðàáàòûâàåìîì àâòîðàìè àëãîðèòìå óñâîå-
íèÿ äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ íà îêíàõ 
óñâîåíèÿ èñïîëüçîâàí ïîäõîä íà îñíîâå îïåðàòîðîâ 
÷óâñòâèòåëüíîñòè è àíñàìáëåé ðåøåíèé ñîïðÿæåí-
íûõ óðàâíåíèé [14–17], âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå 
Ã.È. Ìàð÷óêà [18]. Äîñòîèíñòâî ïîäõîäà – âîç-
ìîæíîñòü åãî ýôôåêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà 
ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ [17]. Êðîìå 
òîãî ãåíåðèðóåìûå àëãîðèòìîì àãðåãàòû ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ïîñëåäóþùåãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ 
ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [19]. Â [20] ðàçðà-
áàòûâàåìàÿ ñõåìà óñâîåíèÿ äàííûõ òåñòèðîâàëàñü 
äëÿ äâóìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäåëè â àáñòðàêò-
íîé ïîñòàíîâêå. Íàëè÷èå êëàñòåðíîé âåðñèè [17] 
ïîçâîëÿåò â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîòåñòèðîâàòü àëãî-
ðèòì íà ðåãèîíàëüíûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ óñâîå-
íèÿ äàííûõ ìîíèòîðèíãà. 

Òàêèì îáðàçîì, íîâûì ýëåìåíòîì, ïî ñðàâíå-
íèþ ñ [16, 17, 20, 21], ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðà-
áîòàííîãî â [16, 17, 21] àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàò-
íûõ çàäà÷ è àëãîðèòìà óñâîåíèÿ äàííûõ [20]  
ê òðåõìåðíîé ìîäåëè ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè 
ïðèìåñåé. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìû ñðàâíè-
ëè ïî òî÷íîñòè è âðåìåíè âû÷èñëåíèé ðåøåíèÿ îá-
ðàòíûõ çàäà÷, êîãäà âñå èìåþùèåñÿ äàííûå èçìå-
ðåíèé ñ÷èòàþòñÿ äîñòóïíûìè ê íà÷àëó ìîäåëèðîâà-
íèÿ, è çàäà÷ óñâîåíèÿ äàííûõ, êîãäà äàííûå 
èçìåðåíèé ïîñòóïàþò â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Â ðàçðàáàòûâàåìîì íàìè ïîäõîäå ïàðàìåòðû 
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óñëîâíî äåëÿòñÿ íà «çà-
äàííûå» è «ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè», êîòîðûå  
è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîäñòðîéêè ìîäåëè ê èìåþ-
ùèìñÿ äàííûì íàáëþäåíèé. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé 
ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè â íàñòîÿùåì èññëåäîâà-
íèè âûáðàíû ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, òàê êàê îíè âî 
ìíîãîì îïðåäåëÿþò ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ êà÷å-
ñòâà âîçäóõà [22, 23]. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû 
ïðîâåäåíû äëÿ Áàéêàëüñêîãî ðåãèîíà, êàê è â [16], 
íî ñ ìîäåëÿìè ïðîöåññîâ â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. 

Äàííûå èçìåðåíèé çàäàíû â âèäå «ñíèìêîâ» èíòå-
ãðàëüíûõ êîíöåíòðàöèé ïî âûñîòå. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – ïðåäñòàâèòü ðåçóëü-
òàòû ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ íîâîãî àëãîðèòìà 
óñâîåíèÿ äàííûõ äëÿ òðåõìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâó 
ìîäåëè ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñåé â àò-
ìîñôåðå, îñíîâàííîãî íà îïåðàòîðàõ ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè è àíñàìáëÿõ ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé. 

 

1. Ìåòîäû è àëãîðèòìû 
 

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ 
 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ðåàãèðóþùèõ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè ΩT = Ω × [0, T], ãäå Ω – 
äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îãðàíè÷åííîé 
ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè [0, X] × [0, Y] × [0, Z] â 3, 

T > 0, ∂Ω – ãðàíèöà îáëàñòè Ω è [ , ] [0, ]:t t T⊂  

 (diag( ) ) ( , )l
l l l l l

P t
t

∂ϕ
− ∇ ⋅ μ ∇ϕ − ϕ + ϕ =

∂
u ϕ  

 ( , ) ,l l lt f r= Π + +ϕ  ( , ) [ , ],t t t∈ Ω ×x  (1) 

   (diag( ) ) 0,l l⋅ μ ∇ϕ =n  (out)( , ) [ , ],t t t∈ Γ ⊂ ∂Ω ×x  (2) 

 ,l lϕ = α  (in)( , ) [ , ],t t t∈ Γ ⊂ ∂Ω ×x  (3) 

 0
,l lϕ = ϕ  ,∈ Ωx  ,t t=  (4) 

 l = 1, …, Nc, (5) 

ãäå t ∈ [0, T] – âðåìÿ; õ – ïðîñòðàíñòâåííûå êî-
îðäèíàòû; èt t  – âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà; Nc – ÷èñëî 
ðàññìàòðèâàåìûõ âåùåñòâ; ϕl = ϕl(x, t) – êîíöåíòðà-
öèÿ l-òîãî âåùåñòâà â òî÷êå (x, t) ∈ ΩT; ϕ – âåêòîð, 
ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ ϕl(x, t), êîòîðûé íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ; L = {1, …, Nc} – ìíîæåñò-
âî èíäåêñîâ. Ôóíêöèè μl(x, t) ∈ 3 ñîîòâåòñòâóþò 
êîýôôèöèåíòàì äèôôóçèè; diag(a) – äèàãîíàëüíàÿ 
ìàòðèöà ñ âåêòîðîì a íà äèàãîíàëè; u(x, t) ∈ 3

 – 

âåêòîð ñêîðîñòè âåòðà. Ñêîðîñòè äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèÿì íåðàçðûâíîñòè ñïëîøíîé ñðåäû. 
Γ(in) – ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, íà êîòîðûõ âåêòîð 
u(x, t) íàïðàâëåí âíóòðü/ðàâåí íóëþ; Γ(out) – ÷àñòè 
ãðàíèöû îáëàñòè, íà êîòîðûõ âåêòîð u(x, t)  íà-
ïðàâëåí èç îáëàñòè; n – âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè. 
Ôóíêöèè αl(x, t), 0( )

l
ϕ x  îïèñûâàþò ãðàíè÷íûå  

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, αl(x, t) ñîîòâåòñòâóåò «ôîíî-
âîé» êîíöåíòðàöèè l-é ïðèìåñè çà ãðàíèöàìè îá-
ëàñòè; fl(x, t) – èçâåñòíàÿ a priori ôóíêöèÿ èñòî÷-
íèêà; rl(x, t) – íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà. 
Ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ïðîäóêöèè è äåñòðóêöèè 

, :[0, ]l lP TΠ × c
N

+
→ + îïðåäåëåíû ìîäåëüþ òðàíñ-

ôîðìàöèè; ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ, 
ïîëó÷åííûå èç êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñ÷åòíûõ 
êîíöåíòðàöèé, ïåðåïèñàíû äëÿ ðàáîòû ñ ìàññîâûìè 
êîíöåíòðàöèÿìè; îïåðàòîðû äîëæíû îáåñïå÷èâàòü 

ñîõðàíåíèå ñóììàðíîé ìàññû ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ. 
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü âåêòîð-ôóíêöèè 

1
{ ( , )} ,c

N

l l
r t

=

=q x  èìåþ-
ùèå ñìûñë èñòî÷íèêîâ âûáðîñîâ. 
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Îïåðàòîðîì ïðÿìîé çàäà÷è íàçîâåì îïåðàòîð 
ϕ[q], êîòîðûé îòîáðàæàåò èñêîìóþ ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ âûáðîñîâ q ∈ Q â ðåøåíèå 
ϕ çàäà÷è (1)–(5). Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ϕ[q] ïî q ∈ Q 
íàçîâåì ïðÿìîé. Çäåñü Q îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî 
ïðåäïîëàãàåìûõ èñêîìûõ ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ âû-
áðîñîâ. Â íàøåì ñëó÷àå èñòî÷íèêè âûáðîñîâ q èç 
Q ïðåäïîëàãàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè (rl(x, t) = rl(x)), 
íåîòðèöàòåëüíûìè (rl(x, t) > 0); îíè âûáðàñûâàþò 
îïðåäåëåííûé íàáîð âåùåñòâ Lsrc ⊂ L (rl(x, t) = 0, 
l ∉ Lsrc). Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ 
ïî âåðòèêàëè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà: èñ-
òî÷íèêè ìîãóò ðàçûñêèâàòüñÿ ïî âñåé òîëùå àòìî-
ñôåðû èëè òîëüêî â «ïðèçåìíîì» ñëîå ìîäåëè. 

Ïóñòü â Q ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ «èñòèííàÿ» 
ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà, îáîçíà÷èì åå q

(*) ∈ Q, è ϕ(*) = 
= ϕ[q(*)] – ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ïðÿìîé çà- 
äà÷è ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà q(*). Â îáðàòíîé çàäà- 
÷å q

(*) íåèçâåñòíà è åå òðåáóåòñÿ íàéòè íà îñíîâå 
ïðîñòðàíñòâåííûõ «ñíèìêîâ» ϕ

(*) èíòåãðàëüíûõ 
(total-column) êîíöåíòðàöèé äëÿ çàäàííîãî íàáîðà 
âåùåñòâ Lmeas, ñäåëàííûõ â ìîìåíòû âðåìåíè Θ = 

1
{ } [0, ],m M

m T
=

= θ ⊂  ãäå M – êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ 
âðåìåíè, â êîòîðûå äîñòóïíû ñíèìêè: 

 (*)

0

( , , , )
Z

m

l
y z dz

⎧
ϕ θ =⎨

⎩∫ x  

 ( , ) ( , ) [0, ] [0, ],m

lI y y X Y= ∈ ×x x  
meas

.l L L
⎫

∈ ⊂ ⎬
⎭

 

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W îêîí óñâîåíèÿ 
[t[k], t[k]] ⊂ [0, T], k = 1, …, NW. Îêíà óñâîåíèÿ íå 
ïåðåñåêàþòñÿ, t[k] = t[k

 

+
 

1], t[1] = 0. Çàäà÷à óñâîåíèÿ 
äàííûõ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
ñâÿçàííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ íà W. Èñêîìûå èñòî÷-
íèêè âûáðîñîâ q ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè  
â îêíàõ óñâîåíèÿ. Äëÿ ïîèñêà èñòî÷íèêîâ èñïîëü-
çóþòñÿ äàííûå èçìåðåíèé, ïîïàäàþùèå â îêíî óñ-
âîåíèÿ: { m m

l
I θ»

 ∈ [t[k], t[k]]}. Ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ 
ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî îêíà óñâîåíèÿ â äðóãîå ñ÷è-
òàåòñÿ íåïðåðûâíîé: ϕ(t[k]) = ϕ(t[k

 

+
 

1]). Â êà÷åñòâå 

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â k-ì îêíå 
óñâîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ íà ïðå-
äûäóùåì îêíå: q[k

 

+
 

1](0) = q[k](∞). 
Çàäà÷à óñâîåíèÿ äàííûõ, â îòëè÷èå îò îáðàò-

íîé çàäà÷è, íàöåëåíà íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå â íåîã-
ðàíè÷åííîì ïî âðåìåíè èíòåðâàëå (T → ∞), ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïðîöåññó ìîíèòîðèíãà. Åñëè ïðè êàæäîì 
íîâîì ïîñòóïëåíèè äàííûõ èçìåðåíèé ðàññìàòðè-
âàòü íîâóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó íà óâåëè÷èâàþùèõñÿ 
âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ (èëè ýêâèâàëåíòíî çàôèêñè-
ðîâàòü t[k] = 0), òî êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ÷èñëåí-
íîé ìîäåëè ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü è ðàíî 
èëè ïîçäíî ïåðåïîëíÿòü ïàìÿòü ÝÂÌ. Ïðè ðåøå-
íèè òîëüêî ïðÿìîé çàäà÷è òàêîé ïðîáëåìû îáû÷íî 
íå âîçíèêàåò, òàê êàê äëÿ åå ðåøåíèÿ â ïàìÿòè  
äîñòàòî÷íî ñîõðàíÿòü ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå òîëüêî íåñêîëüêèì âðåìåííûì øàãàì ìîäåëè. 
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäíîñòè 
îêíà óñâîåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè äà-
æå ïðè ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå 
ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à óñâîåíèÿ äàííûõ – áî-
ëåå îáùàÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàòíîé çàäà÷å (êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðè NW = 1, 
[t[1], t[1]] = [0, T]. Àëãîðèòì óñâîåíèÿ äàííûõ ñî-
ñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíòîâ: àëãîðèòìà ðåøåíèÿ 
îáðàòíûõ çàäà÷ íà îêíàõ óñâîåíèÿ è ñïîñîáà ïåðå-
íîñà ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ñ îäíîãî îêíà óñâîåíèÿ 
íà ñëåäóþùåå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ àïðèîðíîé èí-
ôîðìàöèè. 

 

1.2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 
 

Áàçîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ 
äëÿ 3D-ìîäåëè àäâåêöèè–äèôôóçèè–ðåàêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàñòåðíîé âåðñèåé àëãîðèòìà íà îñíîâå 
îïåðàòîðîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è àíñàìáëåé ðåøåíèé 
ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé [17, 23]. Àëãîðèòì èäåí-
òèôèêàöèè èñòî÷íèêîâ èñïîëüçóåò êâàçèëèíåéíîå 
ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è. Åñëè q(*) – «èñòèííîå» ðàñ-
ïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ, I – äàííûå èçìåðåíèé, 
àãðåãèðîâàííûå â ôîðìå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ (ò.å. 
îíè ðàâíû ϕ(*) â òåõ ÷àñòÿõ ΩT, ãäå èçìåðåíèÿ åñòü, 
è íóëþ òàì, ãäå èçìåðåíèé íåò), à δI – èõ âîçìó-
ùåíèå (ò.å. øóì èçìåðåíèÿ), òî äëÿ ëþáûõ U è q 
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 

 (*) (*)[ , ]( ) [ ],
U U U U

M H I H I H− = + δ −q q q q qϕ  (6) 

ãäå 

 (2) (1) ( ) (2) (1) ( )

1
[ , ] [ , ; ], ,U QM z S h z

Ξ
ξ ξ

ξ =
=∑q q e q q· Ò  

 ( ) ( )

1
, ,

U H
H h

Ξ
ξ ξ

ξ =
=∑ eϕ ϕ· Ò  

ãäå e
(ξ) – ýòî ξ-é ýëåìåíò êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà  

â 3. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê  

1 0

, ( , ) ( , ) ,
c

TN

H l l
l

a b a t b t d dt
= Ω

=∑ ∫ ∫ x x x· Ò  , Qa b =· Ò  

1

( ) ( ) ;
c

N

l l
l

a b d
= Ω

=∑ ∫ x x x  ( )
1{ }U h

ξ Ξ
ξ ==  – íàáîð ïðîåê-

öèîííûõ ôóíêöèé; (2) (1)[ , ; ]S hq q  – ôóíêöèÿ ÷óâñò-

âèòåëüíîñòè, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ q
(2), q(1) ∈ Q 

âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè 

 (2) (1) (2) (1) (2) (1)[ , ; ], , [ ] [ ] .Q HS h h− = −q q q q q qϕ ϕ· Ò · Ò  

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé åå ïðîåê-
öèîííîé ôóíêöèåé h. Êâàçèëèíåéíîå îïåðàòîðíîå 
óðàâíåíèå (6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîí-
íûé àëãîðèòì òèïà Íüþòîíà–Êàíòîðîâè÷à [15, 16]. 
Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå è ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãî-
ðèòìà îáîçíà÷èì ÷åðåç q(0) è q(∞) ñîîòâåòñòâåííî. 

Äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ òèïà total-column 
«ñíèìêîâ» èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïðîåê-
òèðîâàíèÿ: 

 ( ) ( ) ( )
Snapshot( , , , )x

x
h C X x

ξ ξ
= θ θ ×  

 ( ) ( ) ( ) ( )
Snapshot( , , , ) ( ) ( ),y

y
C Y y t t l lξ ξ ξ

× θ θ δ − δ −  
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ãäå δ – ñîîòâåòñòâóþùèå äåëüòà-ôóíêöèè ïî âðåìå-
íè è õèìè÷åñêèì âåùåñòâàì; ξ = 1, …, ΞSnapshot; 
C(X, θ, Θ, x) – ýëåìåíòû ñèñòåìû ñòóïåí÷àòûõ 
ôóíêöèé íà èíòåðâàëå [0, X]: 

 

( 1)
,,

( , , , ) .
( 1)

,
0,

X X
x

X
C X x

X X
x

⎧ θ θ +⎡ ⎤Θ ∈⎪ ⎢ ⎥Θ Θ⎪ ⎣ ⎦
θ Θ = ⎨

θ θ +⎡ ⎤⎪ ∉ ⎢ ⎥⎪ Θ Θ⎣ ⎦⎩

  

Ñèñòåìà ïðîåêòèðîâàíèÿ èìååò äâà ïàðàìåòðà: 
( )
Snapshot
x

θ  è ( )
Snapshot,
y

θ  êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñò-

âåííîå ðàçðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ äàííûõ. Äëÿ 

ëþáîãî èçîáðàæåíèÿ θx è θy íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíàõ 

0, …, ( )
Snapshot 1
x

θ −  è 0, …, ( )
Snapshot 1
y

θ −  ñîîòâåòñòâåííî. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ( )
Snapshot Snapshot Snapshot Snapshot.

x y
NΞ = ×θ ×θ  

  Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì áûë àäàïòèðîâàí 
äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàííûõ îáðàò-
íûõ çàäà÷ â ðàìêàõ ðàçðàáàòûâàåìîé àâòîðàìè ñèñ-
òåìû îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ IMDAF (Inverse 
Modeling and Data Assimilation Framework). Ðåàëè-
çîâàíû àëãîðèòìè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, îáåñïå÷è-
âàþùèå çàäàíèå, ðåøåíèå è ñîâìåñòíûé ó÷åò ðå-
çóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàòíûõ 
çàäà÷. Ïðè òåñòèðîâàíèè íàc áóäåò èíòåðåñîâàòü 
ñîîòíîøåíèå ïî òî÷íîñòè è âðåìåíè âû÷èñëåíèé 
ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû àëãîðèòìîâ óñâîåíèÿ 
äàííûõ è ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, îïðåäåëåííîé 
íà âñåì èíòåðâàëå è ó÷èòûâàþùåé âåñü íàáîð äàí-
íûõ èçìåðåíèé. 

 

1.3. Êîíôèãóðàöèÿ ìîäåëåé 
 
Â êà÷åñòâå ðåãèîíàëüíîé ìîäåëè äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âûáðàíà èçâåñò-
íàÿ ìîäåëü WRF 4.2.1 [1, 2], â êîòîðîé çàäåéñòâî-
âàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðèçàöèè ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ: ìèêðîôèçèêà îáëàêîâ [24], äëèííîâîëíîâîå 
èçëó÷åíèå [25], êîðîòêîâîëíîâîå èçëó÷åíèå [26], 
ïîãðàíè÷íûé ñëîé [27], ïîâåðõíîñòíûé ñëîé [28]  
è ñëîé ïî÷âû [29]. Äàííûé íàáîð ïàðàìåòðèçàöèé 
áûë óñïåøíî îïðîáîâàí àâòîðàìè â [30] äëÿ ðåãèî-
íàëüíîãî ñöåíàðèÿ. 

Óñòàíîâêà ìîäåëè è îòëàäêà ðåãèîíàëüíîé êîí-
ôèãóðàöèè ïðîâåäåíà äëÿ îáëàñòè 48,0–59,8° ñ.ø.  
è 96,3–119,6° â.ä. Îáëàñòü èìååò øàã ñåòêè ïî ãî-
ðèçîíòàëè 10000 ì è âêëþ÷àåò 32 âåðòèêàëüíûõ 
óðîâíÿ âïëîòü äî óðîâíÿ 50 ÃÏà. Ñðåäíÿÿ âûñîòà 
ïåðâîãî óðîâíÿ ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò 28,7 ì îò ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ àäàïòèâíûé âðåìåííîé øàã. 
Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëåé ìåòåî-
ðîëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàäàíû ñ ïðèìåíåíèåì 
äàííûõ ìîäåëè FNL (NCEP) [31] ñ øàãîì ïî âðå-
ìåíè 6 ÷ è ðàçðåøåíèåì ïî ãîðèçîíòàëè 0,5°. 

Â ìîäåëè (1)–(5) ñèñòåìû IMDAF èñïîëüçóåò-
ñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ìîäåëè WRF. 
Â êà÷åñòâå âåðòèêàëüíîé ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàí-
íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò WRF: z = 1 − η, ãäå η – 

âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ìîäåëè WRF-Chem. Äëÿ 
çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (1)–(5) ñèñòåìû 
IMDAF âûáðàíû ïåðåìåííûå ìîäåëè WRF, óêà-
çàííûå â òàáë. 1. 

 

Ò à á ë è ö à  1  

Ïåðåìåííûå ìîäåëè WRF, èñïîëüçîâàííûå ïðè ãåíåðàöèè 
êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (1)–(5) 

Ïåðå-
ìåííàÿ 

Ðàñøèôðîâêà 
Åäèíèöà 

èçìåðåíèÿ 

ALB Îáðàòíàÿ ïëîòíîñòü âîçäóõà ì3/êã 

MUB 
Ðàçíèöà ãèäðîñòàòè÷åñêèõ äàâëåíèé 

ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è âåðõíèì  
óðîâíåì ìîäåëè äëÿ ñóõîãî âîçäóõà 

Ïà 

XKHH 
Êîýôôèöèåíò ãîðèçîíòàëüíîé  

âèõðåâîé äèôôóçèè òåïëà 
ì2/ñ 

XKMV 
Êîýôôèöèåíò âåðòèêàëüíîé  

âèõðåâîé âÿçêîñòè 
ì2/ñ 

MU_U 

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü âåòðà  
ïî îñè x, óìíîæåííàÿ íà ðàçíèöó 

ãèäðîñòàòè÷åñêèõ äàâëåíèé  
ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è âåðõíèì  

óðîâíåì ìîäåëè 

(Ïà 
⋅
 ì)/ñ 

MU_V 

Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü âåòðà  
ïî îñè y, óìíîæåííàÿ íà ðàçíèöó 

ãèäðîñòàòè÷åñêèõ äàâëåíèé  
ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è âåðõíèì  

óðîâíåì ìîäåëè 

(Ïà 
⋅
 ì)/ñ 

WW 

Âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü âåòðà  
â η-êîîðäèíàòàõ ìîäåëè WRF,  

óìíîæåííàÿ íà ðàçíèöó ãèäðîñòàòè-
÷åñêèõ äàâëåíèé ìåæäó ïîâåðõíî-
ñòüþ è âåðõíèì óðîâíåì ìîäåëè 

Ïà/ñ 

 

Êîýôôèöèåíòû ìîäåëè (1)–(5) çàäàíû ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

 ( , , , )pi j kx y z t =u  

 
1

[MU_U( , , , );
MUB

p
i j kx y z t=  MU_V( , , , );p

i j kx y z t  

 WW( , , , )] ,p T
i j kx y z t−  

 ( , , , )pi jl kx y z tµ =  

 XKHH( , , , )XKHH( , , , )p p
i j i jk kx y z t x y z t

⎡
= ×⎢
⎢⎣

 

 
2

2

XKMV( , , , )
,

ALB( , , , )MUB ALB

T
p

i j k
p

i j k

x y z tg

x y z t

⎤
⎥×
⎥⎦

 

ãäå ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âñåé îá-
ëàñòè; à xi, yj, zk, t

p – òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòîê 
ïî ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè è âðåìåíè. 

Ñåòêè â ìîäåëè IMDAF óìåíüøåíû â òðè ðàçà 
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ WRF (ïî êàæäîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå èñïîëüçóåòñÿ êàæäûé 
òðåòèé óçåë), ÷òî ñîñòàâëÿåò 43 × 44 × 11 óçëîâ; øàã 
ïî âðåìåíè – 120 ñ. 

 

1.4. Ñöåíàðèé îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
 

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëàñü 
çàäà÷à óñâîåíèÿ äàííûõ äëÿ îáëàñòè, èçîáðàæåííîé 
íà ðèñ. 1, à (êàê è â [16]). Âðåìåííîé èíòåðâàë  
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Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå «èñòèííîãî» ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ (*)

NOr  (à) è ðåçóëüòàòîâ åãî îöåíêè àëãîðèòìîì óñâîåíèÿ äàí- 
íûõ ( )

NOr
∞  â îêíå óñâîåíèÿ [16 

×
 3600, 24 

×
 3600] ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà (á) è áåç íåãî (ã), à òàêæå 

  ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (â) áåç îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ( )( )
Snapshot Snapshot

yx
θ × θ  = 22 

×
 22 

 

ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó 00:00–24:00 24.07.2019 ã.  
Â ìîäåëè (1)–(5) ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñò- 
âèå ìåæäó Nc = 5 õèìè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè 
{O3, NO, NO2, O2, O3P}. Êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ôî-
òîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ñöå-
íàðèÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî «èñòèííàÿ» ôóíêöèÿ 
ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ q(*) ñîñòîèò èç ñòàöèî-
íàðíûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ãîðèçîíòàëè 
ñîãëàñíî ðèñ. 1, à è ðàñïîëîæåííûõ ïî âåðòèêàëè 
òîëüêî íà ïåðâîì ñëîå. Èñòî÷íèêè èìåþò ðàçëè÷íûå 
íåîòðèöàòåëüíûå ìîùíîñòè è âûáðàñûâàþò òîëüêî 
NO (ò.å. Lsrc = {NO}). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïîèñ-
êà 

3 2 2 3

(*) (*)
{O , NO, NO , O , O P}{ ( , )}

l l
r t

∈
=q x  ñâîäèòñÿ ê ïî-

èñêó ôóíêöèè (*)
NO.r  Ñîîòâåòñòâóþùèé èñòî÷íèêó NO 

ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è èëè óñâîåíèÿ äàííûõ áóäåì îáîçíà÷àòü ( )

NO .r
∞  Äëÿ 

ïðîñòîòû íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè âñåõ âåùåñòâ, 
êðîìå O2 è O3, çàäàíû íóëåâûìè: 

3

0

O
ϕ  = 0,05 ìã/ì3, 

2

0

O
ϕ  = 284202 ìã/ì3, 

2 3

0 0 0

NO NO O P
0.ϕ = ϕ = ϕ =  Íà ãðà-

íèöå Γ(in), ãäå ñêîðîñòè âåòðà íàïðàâëåíû âíóòðü 
îáëàñòè, ïàðàìåòð êðàåâîãî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóåò 
ôîíîâûì êîíöåíòðàöèÿì 0

.l lα = ϕ  

Ðàñ÷åòû âûïîëíÿþòñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåò-
êå ñ Nx = 43, Ny = 44, Nz = 11 òî÷åê. Ïî âðåìåíè 

çàäàíî Nt = 711 òî÷åê. Ðàçìåðíîñòü ôóíêöèè ñî-
ñòîÿíèÿ ìîäåëè 

 Nt
 × Nñ

 × Nx
 × Ny

 × Nz = 

 = 711 × 5 × 43 × 44 × 11 = 73986660. 

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñðàâíèâàþòñÿ ñöåíàðèè, 
êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, 
÷òî èñòî÷íèêè ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà ïåðâîì âåð-
òèêàëüíîì óðîâíå ìîäåëè («ñ îãðàíè÷åíèåì ïî âåð-
òèêàëè»), è êîãäà íå ó÷èòûâàåòñÿ («áåç îãðàíè÷å-
íèÿ ïî âåðòèêàëè»). Â ïåðâîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî 
íåèçâåñòíûõ 43 × 44, à âî âòîðîì – 43 × 44 × 11. 

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ñöåíàðèè ÷èñëåííîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà èçìåðÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè îçîíà O3 
(Lmeas = {O3}) è èçìåðåíèÿ çàäàíû â âèäå ìãíîâåí-
íûõ «ñíèìêîâ», ïðîèíòåãðèðîâàííûõ ïî âûñîòå 
ïîëåé êîíöåíòðàöèè (total-column) ïî âñåé îáëàñòè 
÷åðåç êàæäûå ÷åòûðå ÷àñà ìîäåëèðîâàíèÿ. Îêíî 
óñâîåíèÿ – âîñåìü ÷àñîâ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå 
êîëè÷åñòâî äàííûõ èçìåðåíèé â îáðàòíîé çàäà÷å 
43 × 44 × 5. 
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Â ïðåäñòàâëåííîì ýêñïåðèìåíòå êîëè÷åñòâî 

èçîáðàæåíèé NSnapshot = 5. Ðàññìîòðåíû òðè ñèñòå-
ìû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ðàçðåøåíèÿ 

 { }( ) ( )
Snapshot Snapshot 4 4,16 16,22 22x y

θ × θ ∈ × × ×  

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ôóíê-
öèé ïðîåêòèðîâàíèÿ. 

Íà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ðàñïðåäåëåíèè èñ-
òî÷íèêîâ â îáðàòíîé çàäà÷å è ïåðâîì îêíå óñâîåíèÿ 
íóëåâîå (q(0) = 0). 

 

2. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå 
 

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíûå 
îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà 

 

(*)
NO NO

4D

(*)
NO

4D

q

r r

r

∞

−

ε =  

è ïîëÿ êîíöåíòðàöèè 

 

( ) (*)
NO NO

4D

(*)
NO

4D

[ ] [ ]

[ ]

q q

q

∞

ϕ

ϕ − ϕ

ε =

ϕ

 

çà âåñü âðåìåííîé èíòåðâàë, ãäå 
4D

.  – ýâêëèäîâà 

íîðìà äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé: 

 
1 1 1 1

2

4D 0 0 0 0

( ) .
t x y zN N N N p

ijkp i j k
x x

− − − −

= = = =

= ∑ ∑ ∑ ∑  

Êðîìå çàäà÷ óñâîåíèÿ è îáðàòíîé çàäà÷è  
â òàáëèöå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû çà-
äà÷è ïî ïîëó÷åíèþ «ôîíîâîãî» ðåøåíèÿ, ò.å. ðå-
øåíèÿ áåç ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ èçìåðå-
íèé, ñâîäÿùåéñÿ ê ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è ñ íóëå-
âûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ϕ[q(0)]. Âðåìåíà 

âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû äëÿ êëàñòåðà NKS-1P Ñè-
áèðñêîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òðåõ óçëîâ Intel Xeon Gold 6248 R (êàæäûé 
èìååò äâà ïðîöåññîðà × 24 ÿäðà × äâà âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïîòîêà, 3,00 ÃÃö, 384 ÃÁ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè). 
Îáùåå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ÿäåð ñîñòàâëÿåò 144.  
 

Óçëû ñîåäèíåíû ñ ïîìîùüþ Cluster Interconnect 
Omni-Path ñî ñêîðîñòüþ 100 Ãáèò/ñ. Â òàáë. 2 âèä-
íî, ÷òî ðåçóëüòàòû óñâîåíèÿ äàííûõ òðåáóþò ìåíü-
øå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, îäíàêî óñòóïàþò ðåçóëü-
òàòàì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî òî÷íîñòè. 

Íà ðèñ. 1 ñðàâíèâàåòñÿ «èñòèííàÿ» ôóíêöèÿ 
èñòî÷íèêà (*)

NOr  (ðèñ. 1, à) è ðåçóëüòàò îöåíêè ýòîé 
ôóíêöèè ïðè 

( ) ( )
Snapshot Snapshot 22 22x y

θ × θ = ×  àëãîðèòìîì 
óñâîåíèÿ äàííûõ íà ïåðâîì âåðòèêàëüíîì óðîâíå 

ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèåì ïî âåðòèêàëè (ðèñ. 1, á)  
è áåç íèõ (ðèñ. 1, ã), à òàêæå ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ 
îáðàòíîé çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé (ðèñ. 1, â). Àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè  
â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèò ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè òî÷íî 
(òàáë. 2), ïîýòîìó ìû åãî çäåñü íå ïðèâîäèì. Çàìå-
òèì, ÷òî òîëüêî â ýòîì ýêñïåðèìåíòå èç âñåõ ïåðå-
÷èñëåííûõ â òàáë. 2 êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ äàí-
íûõ èçìåðåíèé ΞSnapshot ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî 
íåèçâåñòíûõ (22 × 22 × 5 > 43 × 44). 

Òàêæå íà ðèñ. 1 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ 
ñëó÷àÿõ îñíîâíûå èñòî÷íèêè ëîêàëèçóþòñÿ ïî ãî-
ðèçîíòàëè äîñòàòî÷íî òî÷íî, îäíàêî â ñëó÷àå áåç 
îãðàíè÷åíèé ïî âåðòèêàëè èõ ìîùíîñòè çàíèæåíû. 
Èçó÷èì âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîññòàíîâëåí-
íîãî èñòî÷íèêà. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðåøå-
íèÿ çàäà÷è óñâîåíèÿ äàííûõ àëãîðèòìîì â ïîñëåä-
íåì îêíå óñâîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âåðòèêàëüíûõ 
óðîâíåé ìîäåëè áåç èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà 
ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà. Òàê êàê «èñòèííûé» èñ-
òî÷íèê (*)

NOr  çàäàí òîëüêî íà ïåðâîì óðîâíå, òî íà 
ïîñëåäóþùèõ îí â èäåàëüíîì ñëó÷àå òàêæå äîëæåí 
âîññòàíàâëèâàòüñÿ êàê íóëåâîé. 

Àíàëèçèðóÿ òàáë. 2, ðèñ. 1 è 2, ìîæíî çàêëþ-
÷èòü, ÷òî ó÷åò îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷-
íèêà ïî âåðòèêàëè ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü 
ðåøåíèÿ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áåç îãðàíè÷å-
íèé èñòî÷íèê ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó âåðòèêàëüíûìè 
óðîâíÿìè èç-çà îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè 
î âåðòèêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè â äàííûõ èçìåðå-
íèé. Â áóäóùåì ïëàíèðóåòñÿ èçó÷èòü âîçìîæíîñòü 
âîññòàíàâëèâàòü âåðòèêàëüíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ 
ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èçìåðå-
íèé, ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûå ìîäåëè ñ äàííûìè 
èçìåðåíèé. 

Ò à á ë è ö à  2  

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ è óñâîåíèÿ äàííûõ 

Çàäà÷à ( )( )
Snapshot Snapshot

yx
θ × θ  

Îêíî  
óñâîåíèÿ, ÷ 

Îãðàíè÷åíèå  
ïî âåðòèêàëè 

Âðåìÿ âû÷èñ-
ëåíèé, ÷ 

εq εϕ 

Ôîíîâàÿ 0 0 – 0,002 1 1 
+ 0,545 0,68 0,65 Óñâîåíèÿ 

äàííûõ 
4 
×

 4 8 
– 0,564 0,99 0,89 
+ 0,855 0,64 0,58 

Îáðàòíàÿ 4 
×

 4 24 
– 0,588 0,99 0,86 
+ 1,693 0,25 0,13 Óñâîåíèÿ 

äàííûõ 
16 

×
 16 8 

– 1,414 0,99 0,86 
+ 2,4 0,17 0,08 

Îáðàòíàÿ 16 
×

 16 24 
– 2,606 0,99 0,80 
+ 1,236 0,15 0,07 Óñâîåíèÿ 

äàííûõ 
22 

×
 22 8 

– 2,16 0,99 0,85 

+ 4,327 7 
⋅
 10−11 6 

⋅
 10−11 Îáðàòíàÿ 22 

×
 22 24 

– 8,032 0,99 0,78 
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàò ( )

NOr
∞  âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà â ôèíàëüíîì îêíå óñâîåíèÿ [16 

×
 3600, 24 

×
 3600] àëãîðèòìîì óñâîåíèÿ 

äàííûõ ïðè ( )( )
Snapshot Snapshot 22 22

yx
θ × θ = ×  íà ðàçëè÷íûõ âåðòèêàëüíûõ óðîâíÿõ ìîäåëè: âòîðîì (à), òðåòüåì (á), ïÿòîì (â), 

  ñåäüìîì (ã) áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêîâ ïî âåðòèêàëè 

 

Íà ðèñ. 3 ïðèâîäèòñÿ çàâèñèìîñòü îò ìîäåëü-
íîãî âðåìåíè àáñîëþòíûõ îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ 
èñòî÷íèêîâ 1

q
ε  è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ 1

ϕ
ε  àëãîðèò- 

ìîì óñâîåíèÿ äàííûõ (ÓÄ) è ðåøåíèÿ îáðàò- 
íîé çàäà÷è (ÎÇ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðà ( ) ( )

Snapshot Snapshot:
x y

θ × θ  

 ( ) (*)
NO NO

3D
( ) ( ) ,p p p

q r r
∞

ε = −  

 ( ) (*)
NO NO

3D
( [ ]) ( [ ]) ,p p p∞

ϕ
ε = ϕ − ϕq q  p = 0, …, Nt

 − 1. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìû îøèáêè èñïîëüçóåòñÿ ýâê-
ëèäîâà íîðìà äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé: 

 
1 1 1

2

3D 0 0 0

( ) .
x y zN N N

ijk
i j k

x x

− − −

= = =

= ∑ ∑ ∑  

Àíàëèçèðóÿ ðèñ. 3, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî îáà 
àëãîðèòìà â ïðåäñòàâëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîêàçàëè 
ðåçóëüòàò ëó÷øå, ÷åì áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îá- 
ðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ («ôîíîâîå» ðåøåíèå ϕ[q(0)] 
ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó èñòî÷íèêó). 

Àíàëèçèðóÿ òàáë. 2 è ðèñ. 3, ìîæíî îòìåòèòü, 
÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà àëãîðèòìîâ â ÷àñòè óòî÷-

íåíèÿ ïîëåé êîíöåíòðàöèé εϕ ìåíüøå, ÷åì ïðè âîñ-
ñòàíîâëåíèè ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòè â èñòî÷íè-
êàõ εq. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñâîéñòâàìè îáðàòíîé 
çàäà÷è, ïðèâîäÿùèìè ê ñóùåñòâîâàíèþ ýêâèâàëåíò-
íûõ ðåøåíèé, ïëîõî ðàçëè÷èìûõ ïî èìåþùèìñÿ 

äàííûì íàáëþäåíèé. Ïîëÿ êîíöåíòðàöèé â çàäà÷àõ 
àíàëèçà êà÷åñòâà âîçäóõà, íàðÿäó ñ èñòî÷íèêàìè, 
ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïåðåìåííûìè, ïî êîòîðûì ìîæ-
íî îöåíèâàòü óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, 
âîçäåéñòâèå êà÷åñòâà âîçäóõà íà çäîðîâüå íàñåëåíèÿ. 

Ñèñòåìû óñâîåíèÿ äàííûõ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ 
ðàáîòû íà ïîòåíöèàëüíî ïîëóáåñêîíå÷íîì âðåìåí-
íîì èíòåðâàëå. Âûáîð òåêóùåãî èíòåðâàëà ìîäåëè-
ðîâàíèÿ îáóñëîâëåí, âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî 24 ÷ – ýòî 
ïåðèîä çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîâ ìî-
äåëè òðàíñôîðìàöèè. Êðîìå òîãî, îäíîé èç öåëåé 

ðàáîòû áûëî èçó÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ òî÷íîñòè è ñêî-
ðîñòè ìåæäó ðåøåíèÿìè îáðàòíîé çàäà÷è è çàäà÷è 
óñâîåíèÿ äàííûõ, à âûáðàííûé èíòåðâàë ïîçâîëÿåò 
íà èìåþùèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ ïðîâîäèòü 
òðåáóåìûå ñðàâíåíèÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Â êà÷å-
ñòâå áóäóùåé ðàáîòû ïëàíèðóåòñÿ èçó÷èòü ýôôåê-
òèâíîñòü ñèñòåìû óñâîåíèÿ äëÿ áîëåå äëèòåëüíûõ 
âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. 
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îò ìîäåëüíîãî âðåìåíè àáñîëþòíîé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêîâ NO (rNO) (à, â) è äèíàìèêè 
ïîëåé êîíöåíòðàöèé (ϕNO) (á, ã) àëãîðèòìîì óñâîåíèÿ äàííûõ ñ îêíîì óñâîåíèÿ 8 ÷ è ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ( )( )

Snapshot Snapshot
yx

θ × θ  ñ îãðàíè÷åíèåì ïî âåðòèêàëè (à, á) è áåç íåãî (â, ã); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ (Ôîíîâîå) ñîîò- 
  âåòñòâóåò ðåøåíèþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ϕ[q(0)] (ñ íóëåâûì èñòî÷íèêîì) 

 

Èñïîëüçîâàíèå â àëãîðèòìå îïåðàòîðîâ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äàííûé àëãîðèòì 
óñâîåíèÿ, ñëåäóÿ [19], êàê îñíîâó äëÿ ðàçðàáîòêè 

ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà óñâîåíèÿ äàííûõ, âêëþ÷àþ-
ùåãî ýëåìåíòû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ 
êàê ðåçóëüòàòîâ îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è èñ-
ïîëüçóåìûõ ìîäåëåé. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîäõîä 
íà îñíîâå îïåðàòîðîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è àíñàìáëåé 
ðåøåíèé ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ðåøàòü 
îáðàòíûå çàäà÷è è çàäà÷è óñâîåíèÿ äàííûõ äëÿ 

òðåõìåðíûõ ìîäåëåé àäâåêöèè–äèôôóçèè–ðåàêöèè, 
âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè 
ïðè îöåíêå è ïðîãíîçèðîâàíèè êà÷åñòâà âîçäóõà. 

Â ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ 
ðåãèîíàëüíîãî ñöåíàðèÿ àëãîðèòì óñâîåíèÿ ïî äàí-
íûì èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé êîíöåíòðàöèè ïðè- 

ìåñè ïî âåðòèêàëè ïðè íåèçâåñòíîì èñòî÷íèêå âû-
áðîñîâ ïîçâîëèë óòî÷íèòü ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ ìî-
äåëè íà 15%. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè 
îáëàñòè ïîèñêà ïî âåðòèêàëè àëãîðèòì ïîçâîëèë 
óòî÷íèòü  ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè íà 93% è íå- 
èçâåñòíóþ ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ íà 85%. Ïðè ðåøå-
íèè îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà äàííûå èçìåðåíèé íà 
âñåì èíòåðâàëå èñïîëüçîâàëèñü ïðè âîññòàíîâëåíèè 
èñòî÷íèêà, áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåâîñõî-
äÿùèå ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû óñâîåíèÿ, îäíàêî èõ 
ïîëó÷åíèå ïîòðåáîâàëî ïî÷òè â 3,5 ðàçà áîëüøå 
âðåìåíè. 

 

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà óñâîå-
íèÿ äàííûõ è ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ òðåõ-
ìåðíûõ ìîäåëåé âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ 
ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ FWNM-2022-0003, â ÷àñòè êîí-
ôèãóðèðîâàíèÿ ðåãèîíàëüíûõ ìîäåëåé ãèäðîòåðìî-
äèíàìèêè àòìîñôåðû è çàäàíèÿ ðåãèîíàëüíûõ ñöå-
íàðèåâ îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ – ïðè ïîääåðæêå 
ÐÍÔ (ãðàíò ¹ 23-77-30008). 
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A.V. Penenko, A.V. Gochakov, P.N. Antokhin. Data assimilation algorithm based on sensitivity opera-
tor for a three-dimensional atmospheric transport and transformation model. 

Three-dimensional transport and transformation models make it possible to take into account the vertical 
heterogeneity of atmospheric processes. However, their use requires setting a large number of parameters and 
significant computing resources, especially when solving inverse and data assimilation problems.  
A new data assimilation algorithm for a three-dimensional transport and transformation model with unknown 
emission sources is presented, which uses an approach based on sensitivity operators and ensembles of solutions 
of adjoint equations implemented in the IMDAF inverse modeling system for distributed memory computers. 
When tested in a realistic Baikal region scenario, the algorithm enabled, based on the data of integrated verti-
cal measurements simulating remote sensing data, reducing the error in the concentration field by 15%. With 
the given vertical level of the source location, the errors in the concentration field and in the source were re-
duced by 93% and 85%, respectively. 

 
 


