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Изучается поведение касательной к свободной границе компоненты скорости частиц
расплава кремния при бестигельной зонной плавке в магнитном поле. Показано, что
неучет конвективных членов в скин-слое, примыкающем к свободной границе, приво-
дит к ошибочным результатам: касательная скорость не может выйти на постоянное
значение при движении по нормали к свободной границе, что в свою очередь приводит,
как показано ранее при полном решении задачи, к уменьшению на порядок характерной
скорости частиц расплава вне скин-слоя.
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Введение. Для получения монокристаллов кремния большого радиуса (более 5 см)
используется метод бестигельной зонной плавки в магнитном поле, который состоит в
следующем. Верхняя (заготовка) и нижняя (выращиваемый монокристалл) части цилин-
дрического вертикального образца медленно движутся вниз и вращаются в противополож-
ных направлениях. Часть нижней границы заготовки покрыта жидкой пленкой, остальная
часть граничит с плавающей зоной, находящейся между заготовкой и монокристаллом и
поддерживаемой в жидком состоянии неподвижным источником высокочастотного элек-
тромагнитного поля — индуктором. Токи, наводимые индуктором, сосредоточены в тон-
ком скин-слое, примыкающем к свободной границе расплава. Они приводят к выделению
джоулева тепла и создают пондеромоторную силу, направленную ортогонально свободной
границе, экспоненциально убывающую при увеличении расстояния от нее и являющуюся
одним из источников конвекции в расплаве.

В работе [1] осесимметричная задача о бестигельной зонной плавке в магнитном поле
решена численно в полной постановке с упрощающим предположением о малости кон-
вективных членов по сравнению с вязкими в уравнении импульса в скин-слое. Это пред-
положение позволяет снести пондеромоторную силу из уравнения импульса в граничное

условие для завихренности и в результате не измельчать значительно сетку в окрестно-
сти свободной границы. Процессы, происходящие внутри скин-слоя, не рассматриваются,
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а полученное граничное условие сносится с внутренней границы скин-слоя на свободную
поверхность. Термокапиллярная (обусловленная зависимостью поверхностного натяжения
от температуры) и пондеромоторная силы в данном условии равноправны.

Результаты расчетов, проведенных в [1], показали, что при описанном выше подходе
течение является нестационарным и незначительно зависит от пондеромоторной и термо-
капиллярной сил, так как при их равенстве нулю линии тока в расплаве меняются несу-
щественно. Отсюда можно сделать вывод, что доминирующими являются термогравита-
ционная (обусловленная зависимостью плотности расплава от температуры) конвекция и
конвекция, обусловленная вращением твердых частей образца.

В работе [2] проведены расчеты, в которых пондеромоторная сила не сносится в гра-
ничное условие для завихренности, а входит в правую часть уравнения импульса. При
этом установлено, что течение близко к стационарному, а характерная скорость расплава,
обусловленная пондеромоторной силой, на порядок выше полученной в [1] (см. также [3, 4]).
В этом случае доминирующей является конвекция, обусловленная пондеромоторной силой
(электроконвекция). Это объясняется тем, что конвективные члены в уравнении импульса
в скин-слое не являются малыми по сравнению с вязкими членами.

В настоящей работе изучается механизм описанного явления. Выводится уравнение
одномерного пограничного слоя в окрестности свободной границы. При этом производные
по касательной к ней заменяются их характерными значениями. Показано, что наличие
конвективных членов в уравнении для касательной скорости приводит к тому, что при
увеличении расстояния от свободной границы эта скорость сначала резко уменьшается,
а затем выходит на постоянное значение. При отсутствии конвективных членов выход
скорости на постоянное значение невозможен.

Заметим, что ошибка, обусловленная неучетом конвективных членов в уравнении им-
пульса в скин-слое, допускается не только в работе [1], но и в более поздних работах. Так,
в [5] рассчитывалось распределение примеси в монокристалле кремния, получаемом мето-
дом бестигельной зонной плавки в магнитном поле. При этом поле скоростей в расплаве
рассчитывалось с помощью метода, описанного в [1], и осреднялось по времени, а затем
решалась стационарная задача о распределении примеси в растущем монокристалле. В [6]
аналогичная задача определения поля скоростей и распределения примеси в растущем мо-
нокристалле решалась в трехмерной постановке. В работах [7, 8] рассматривались задачи,
аналогичные решенным в [5, 6] соответственно, но при наличии дополнительного низко-
частотного индуктора.

Существует также третий подход к решению задачи, который заключается в том, что
силовое действие индуктора на расплав учитывается только как магнитное давление на

его поверхность [9, 10]. В этом случае электроконвекция в расплаве отсутствует.
1. Вывод уравнения одномерного пограничного слоя. В работе [2] получено вы-

ражение для осредненной по периоду колебаний тока объемной плотности функции понде-
ромоторной силы, действующей на частицы расплава со стороны индуктора в окрестности
свободной границы Γ, в гауссовой системе единиц. В единицах системы СИ данная сила
равна

f̄n(s, n) =
µ0H

2
s (s)

2εm
e−2n/εm ,

где µ0 = 4π · 10−7 Н/А2 — магнитная постоянная вакуума [11]; εm = (µ0γmω0/2)−1/2 =
2,854 · 10−4 м — толщина скин-слоя; γm = 1,111 · 106 (Ом ·м)−1 — коэффициент электро-
проводности расплава; ω0 = 1,76 · 107 рад/с — круговая частота тока; s, n — переменные

касательной и внутренней нормали к свободной границе Γ, образующие положительно ори-
ентированную систему координат; Hs(s) — амплитуда колебаний во времени касательной
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компоненты вектора напряженности магнитного поля на свободной границе Γ:

H2
s (s) = H2

0f(s),

функция f(s) имеет единичный максимум; H0 = 2,511 · 104 А/м — максимум функции

Hs(s) (см. [2. С. 31; 4. С. 83; 11. С. 488]).

Уравнение для завихренности ω(s, n) в окрестности свободной границы Γ имеет

вид [2, 3]

νm

( ∂

∂s

(1

r

∂ (rω)

∂s

)
+

∂

∂n

(1

r

∂ (rω)

∂n

))
− u

∂ω

∂s
− v̂

∂ω

∂n
=

1

ρm

∂f̄n

∂s
, (1)

где νm = 3,2 · 10−7 м2/с — кинематическая вязкость расплава; ρm = 2530 кг/м3 — его

плотность; u, v̂ — компоненты вектора скорости частиц расплава в направлениях s, n;
r — полярный радиус, зависимостью от которого в дальнейшем пренебрегается.

Проведем замену переменных

n = lEmy, Em = εm/l, s = lx,

где l = 0,015 м— характерный размер (толщина) расплавленной зоны; Em — безразмерная

толщина скин-слоя; x, y — новые независимые переменные. Тогда

∂

∂n
=

1

lEm

∂

∂y
,

∂

∂s
=

1

l

∂

∂x
.

Главный член в представлении завихренности имеет вид

ω =
1

lEm

∂u

∂y
. (2)

Уравнение (1) принимает вид

νm

l3E3
m

∂3u

∂y3
− 1

l2Em

(
u

∂2u

∂x ∂y
+ v

∂2u

∂y2

)
=

µ0H
2
0f ′(x) e−2y

2ρmEml2
, v =

v̂

Em
.

Проведя еще одну замену

u = v1ũ, v = v1ṽ

(v1 = 0,1 м/с — характерная скорость [2, 4]) и опуская знак “∼” над безразмерными
компонентами вектора скорости, запишем уравнение пограничного слоя в безразмерном
виде

∂3u

∂y3
− v1lE

2
m

νm

(
u

∂2u

∂x ∂y
+ v

∂2u

∂y2

)
=

µ0H
2
0 lE2

mf ′(x) e−2y

2ρmνmv1
. (3)

Далее выполним аппроксимацию

∂u

∂x
= 2Ku

u

P 0
m

, f ′(x) =
2Kf

P 0
m

, (4)

где Ku, Kf — безразмерные подгоночные коэффициенты; P 0
m = 3 — безразмерный пери-

метр свободной границы.
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Подставляя (4) в (3), находим

u′′′ − v1lE
2
m

νm

(2Ku

P 0
m

uu′ + vu′′
)

=
µ0H

2
0 lE2

mKf e−2y

ρmνmv1P 0
m

(штрих означает производную по y).
Из уравнения неразрывности

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

получаем

v = −
y∫

0

∂u

∂x
dỹ = −2Ku

P 0
m

y∫
0

u dỹ.

Тогда

u′′′ − C1

(
uu′ −

y∫
0

u dỹ u′′
)

= C2 e−2y, (5)

где

C1 =
2v1lE

2
mKu

νmP 0
m

, C2 =
µ0H

2
0 lE2

mKf

ρmνmv1P 0
m

— (6)

безразмерные параметры. При Ku = 0,4, Kf = 1,3 имеем

C1 = 0,451 25, C2 = 22,973. (7)

Таким образом, искомым одномерным уравнением пограничного слоя для касательной
скорости u(y) является уравнение (5), в котором учитываются (6), (7).

2. Вывод граничного условия. Граничное условие Марангони на свободной грани-
це Γ имеет вид [12]

s · P · n =
∂σ

∂s
, (8)

где s, n — единичные векторы касательной и нормали к свободной границе; P — тензор

напряжений; σ(s) — функция поверхностного натяжения.
Можно показать, что имеет место приближенное равенство [2]

s · P · n = −ρmνmω. (9)

Характерное значение ∂σ/∂s равно

∂σ

∂s
= σT

∂T

∂s
= −2σT ∆T

lP 0
m

, (10)

где σT = −∂σ/∂T = 10−4 Н/(м ·К); ∆T — характерный перепад температуры. Вообще
говоря, перегрев свободной границы расплава составляет приблизительно 40 К, однако
наиболее существенно температура T изменяется на ее концах, а в центральной ее части
можно положить ∆T = 3,75 К (см. рис. 10,а в [2] или рис. 6,а в [4]). Подставляя (2), (9),
(10) в (8), получаем

∂u

∂y

∣∣∣
y=0

= C3 =
2σT ∆T Em

ρmνmv1P 0
m

= 0,058 67. (11)

(Точное значение C3, полученное из анализа данных [2, 4] при s = lP 0
m/2, составляет

C3 = 0,059 37.)
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3. Метод и результаты расчета. Уравнение (5) с константами C1, C2, опреде-
ленными равенствами (6), (7), и начальными условиями Коши при y = 0 решаются с
использованием явной схемы Эйлера. Вводятся функции

u2 = u′′(y), u1 = u′(y), u0 = u(y), u−1 =

y∫
0

u(ỹ) dỹ.

Отрезок y ∈ [0, 10] разбивается на K равных частей, и решение разностной задачи осу-
ществляется по следующему алгоритму.

1. Задаются начальные условия Коши

u−1,0 = 0, u0,0 = U0, u1,0 = C3, u2,0 = U2. (12)

2. Для всех k = 1, K полагается

u2,k = u2,k−1 + (C1(u0,k−1u1,k−1 − u−1,k−1u2,k−1) + C2 e−2hk)h,

uα,k = uα,k−1 + (uα+1,k + uα+1,k−1)h/2, α = 1,−1,

где h = 10/K — шаг сетки по переменной y; uα,k = uα(hk); k = 0, K; α = −1, 2.
При фиксированном значении U0 в (12) U2 подбирается таким образом, чтобы

u1(y) → 0 при y → 10. В свою очередь U0 подбирается таким образом, чтобы u0(y) ≈ U0/3
при y = 10.

Результаты расчетов показывают, что решение задачи близко к полученному в [2, 4]
при Ku = 0,4, Kf = 1,3 (см. (5)–(7)). При этом K = 20 000, U2 = −7,3547.

На рисунке показаны зависимость u(y), полученная в результате решения полной за-
дачи о бестигельной зонной плавке в магнитном поле (см. рис. 9,б в [2] и рис. 5,б в [4]), и
аналогичная зависимость, полученная с помощью описанного выше метода пограничного
слоя. Видно, что полученные зависимости достаточно близки, однако имеют следующее
различие: в первом варианте u′′(0) = 7,6273, во втором u′′(0) = −7,3547. Устранить это
различие не удалось, по-видимому, вследствие малого запаса устойчивости решения с по-
ложительной второй производной при y = 0.

u
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1,5
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3,5

2 8640

1

2

Зависимость u(y), полученная при решении полной задачи о бестигельной зон-
ной плавке в магнитном поле при x = P 0

m/2 (1), и зависимость u(y), полученная
в настоящей работе с помощью метода пограничного слоя (2)
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Пренебрегая конвективными членами в уравнении импульса в скин-слое, как это сде-
лано в [1, 5–8], в уравнении (5) положим C1 = 0. Тогда это уравнение принимает вид

u′′′ = C2 e−2y . (13)

Общее решение уравнения (13) запишем следующим образом:

u = −C2 e−2y /8 + A0 + A1y + A2y
2.

Из граничного условия (11) находим

u′(0) = (C2 e−2y /4 + A1 + 2A2y)
∣∣
y=0

= C2/4 + A1 = C3.

Отсюда следует

A1 = C3 − C2/4 = 0,058 67− 5,743 25 = −5,6846.

Константы A0, A2 определяются в ходе решения полной гидродинамической задачи.
Очевидно, что при любых значениях этих констант функция u(y) не может выходить на
постоянное значение при y →∞.

Заключение. Выведено уравнение одномерного пограничного слоя в окрестности сво-
бодной границы для задачи о бестигельной зонной плавке в магнитном поле. На основе
анализа этого уравнения показано, что конвективные члены играют в нем ключевую роль:
в случае их наличия касательная скорость по мере удаления от свободной границы снача-
ла резко уменьшается, а затем выходит на постоянное значение, а в случае их отсутствия
профиль касательной скорости близок к параболическому и на постоянное значение выйти

не может. Решение полной гидродинамической задачи показывает, что в первом случае ка-
сательная скорость, обусловленная наличием быстропеременного электромагнитного поля,
вне скин-слоя на порядок выше, чем во втором. Поэтому обусловленный игнорированием
конвективных членов в скин-слое перенос вызванной этим полем силы из уравнения им-
пульса в граничное условие для завихренности является некорректным.
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