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Рассматривается классическая двумерная задача Коши — Пуассона для океана с упру-
гим дном. Вода в океане моделируется несжимаемой жидкостью. Линейная задача фор-
мулируется как задача с начальными условиями для потенциала скорости в области,
занятой жидкостью, потенциала расширения-сжатия и потенциала сдвига в области,
занятой упругой средой. Для получения выражений для формы депрессии свободной
поверхности и компоненты вертикальных смещений точек дна океана через кратные
интегралы с бесконечными пределами используются преобразования Лапласа по време-
ни и преобразование Ханкеля по пространственной координате, которые вычисляются
методом наискорейшего спуска. Исследована зависимость отношения амплитуды смеще-
ний точек дна океана к амплитуде смещений точек свободной поверхности от времени и
от глубины океана при различных значениях параметров задачи и формах начальных
возмущений. Проведено сравнение полученных результатов с аналитическим решением
задачи при наличии твердого дна.
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сдвиговые волны, преобразования Лапласа и Ханкеля, метод наискорейшего спуска

Введение. В большинстве работ, посвященных исследованию движения океанских

поверхностных волн, дно океана считается жестким. В данной работе дно моделирует-
ся упругой средой. Результаты исследований распространения упругих поверхностных

волн в изотропных упругих твердых телах, впервые обнаруженных Рэлеем [1], широко
используются в сейсмологии, акустике, геофизике, при проектировании различных кон-
струкций, при изучении причин возникновения цунами и т. д. Существует два основных
типа упругих сейсмических волн, генерируемых возмущением жидкости: объемные волны
и поверхностные волны. В теории упругости выделяется два основных типа упругих объ-
емных волн: продольные и поперечные волны. Продольные волны являются первичными
и сопровождаются сжатием и разрежением материала при прохождении через него волны,
поперечные волны представляют собой вторичные волны, сопровождаемые сдвигом и вра-
щением материала при прохождении через него волны. Продольные и поперечные волны
могут распространяться в однородной изотропной бесконечной среде. В ограниченных сре-
дах (объемах) генерируются поверхностные волны. Существует два типа поверхностных
упругих волн: волны Рэлея и волны Лява. Исследованию распространения упругих воз-
мущений в слоистых средах посвящены работы [2, 3]. В [2] решалась задача о взаимодей-
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ствии жидкости и твердого дна, при этом не обнаружены так называемые волны Стоунли,
распространяющиеся с фазовой скоростью, меньшей скорости звука в воде. В работе [4]
изучено распространение в океане волн Рэлея, вызванных сейсмическими возмущениями
в твердом морском дне. Предполагалось, что длина волны велика по сравнению с глубиной
океана. В работах [5–7] также исследовалось распространение волн в жидкостно-твердых
системах. В [8] изучались двумерные бегущие волны в океане над упругим полупростран-
ством. Полученные результаты сравнивались с результатами решения задачи при нали-
чии жесткого дна. В работе [9] исследовалось распространение акустико-гравитационных
волн в океане при наличии упругого морского дна. Установлено, что скорость этих волн
почти в два раза больше, чем в случае их проникания в твердую среду. Акустические гра-
витационные волны могут переходить из одного слоя в другой и обратно в зависимости

от критической глубины, частоты и рельефа морского дна. В [10] изучено влияние сжато-
го шельфового ледника на распространение акустико-гравитационных волн в океане при
наличии упругого полупространства.

В данной работе исследуется возникновение волнового движения в жидкости, распо-
ложенной над упругим полупространством, вследствие наличия начального возмущения
свободной поверхности (в случае океана — при наличии упругого дна). В задаче Коши —
Пуассона волновое движение возникает вследствие наличия начальных возмущений раз-
личного типа (возвышения или понижения свободной поверхности, воздействия импульса
или их комбинации). Методы решения таких задач в случае жесткого дна изложены в

работах [11, 12]. В случае если начальное возмущение сосредоточено в точке свободной
поверхности, явное выражение для формы свободной поверхности имеет вид интеграла

с бесконечными пределами. Осесимметричное возмущение впервые рассмотрено в рабо-
тах [12, 13]. В [14–16] решались задачи о нестационарном движении волн, возникающем
вследствие наличия различного типа начальных возмущений, сосредоточенных в точках
свободной поверхности жидкости. В указанных выше работах дно полагалось жестким.
Задача Коши — Пуассона о распространении в водоеме с неровным дном волн, возникаю-
щих вследствие наличия начальных возмущений в виде возвышения свободной поверхно-
сти и сосредоточенных в точках этой поверхности, изучалась в работе [17] с использова-
нием метода асимптотического разложения. В [18] исследована двумерная задача Коши —
Пуассона для водоема с плавно меняющейся формой дна.

1. Математическая формулировка задачи. Рассматривается двумерная задача
о движении волн в океане постоянной глубины H, под дном которого находится полубеско-
нечное упругое полупространство. Используется декартова система координат, в которой
ось z направлена вертикально вниз, плоскость (x, y) совпадает с невозмущенной свободной
поверхностью. Геометрия физической модели показана на рис. 1.

Исследуется двумерное, симметричное относительно оси z, безвихревое движение од-
нородной несжимаемой невязкой жидкости. Потенциал скорости в жидкой среде обозначен
через ϕ1(r, z, t), потенциал дилатации и потенциал сдвига в твердой среде — ϕ2 и ψ2

соответственно. Согласно [2]

ω̇1 =
∂ϕ1

∂z
, ω2 =

∂ϕ2

∂z
+
∂2ψ2

∂z2
− 1

β2

∂2ψ2

∂t2
, q =

∂ϕ2

∂r
+
∂2ψ2

∂r ∂z
, (1)

где точка обозначает производную по времени t; ω1, ω2 — компоненты вектора смещения

в направлении оси z точек жидкости и точек упругой среды соответственно; q — компо-
нента вектора смещения точек упругой среды в направлении, перпендикулярном оси z.
В области, занятой жидкостью, потенциал ϕ1 удовлетворяет уравнению Лапласа
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= 0, 0 < z < H, (2)
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Рис. 1. Геометрия задачи:
1 — начальное осесимметричное возмущение, 2 — жидкая среда, 3 — упругое полу-
пространство

в области, занятой упругой средой, потенциалы ϕ2 и ψ2 соответственно удовлетворяют

волновым уравнениям
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где α, β — скорости упругих волн:

α =

√
λ+ 2µ

ρ1
, β =

√
µ

ρ1
, (5)

λ, µ — константы Ламе; ρ1 — плотность упругой среды.
При z = H краевые условия в цилиндрической системе координат имеют вид

pzr = µ
(∂q
∂z

+
∂ω2

∂r

)
= 0, pzz = λθ + 2µ

∂ω2

∂z
= Pl, (6)

где

θ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ2

∂r

)
+
∂2ϕ2

∂z2
, Pl = −ρ2

∂ϕ1

∂t
, (7)

Pl — давление в жидкости; ρ2 — плотность жидкости; pzr, pzz — тангенциальная и нор-
мальная компоненты тензора напряжений.

При z = 0 линеаризованное условие на свободной поверхности представляется в виде

∂2ϕ1

∂t2
− g

∂ϕ1

∂z
= 0 (8)

(g — ускорение свободного падения).
Условие непрерывности смещений на дне в направлении координаты z записывается

следующим образом:

ω1 = ω2, z = H. (9)
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Константы Ламе вычисляются по формулам

λ =
σE

(1 + σ)(1− 2σ)
, µ =

E

2(1 + σ)
, (10)

где E — модуль Юнга; σ — коэффициент Пуассона:

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, σ =

λ

2(λ+ µ)
. (11)

Следует отметить, что для абсолютно твердого тела E = ∞, 0 < σ 6 1/2.
Если в начальный момент времени задано возмущение свободной поверхности, то на-

чальные условия на свободной поверхности имеют вид

ϕ1 = 0, ϕ1t = gG(r), t = 0, z = 0, (12)

где G(r) — заданная функция.
Смещения точек свободной поверхности η1(r, t) и вертикальное смещение точек дна

океана η2(r, t) определяются формулами

η1(r, t) =
1

g

∂ϕ1

∂t
(r, 0, t); (13)

η2(r, t) =
∂ϕ2

∂z
(r,H, t) +

∂2ψ2

∂z2
(r,H, t)− 1

β2

∂2ψ2

∂t2
(r,H, t). (14)

Далее при вычислениях используются безразмерные уравнения (1)–(14), полученные после

введения характерной длины L и характерного времени (L/g)1/2.
2. Решение задачи. Применяя преобразования Лапласа и Ханкеля к уравнениям

задачи, для изображений ˜̄ϕ1(k, z, p), ˜̄ϕ2(k, z, p) и
˜̄ψ2(k, z, p) получаем уравнения

d2 ˜̄ϕ1

dz2
− k2 ˜̄ϕ1 = 0,

d2 ˜̄ϕ2

dz2
− ν2

1
˜̄ϕ2 = 0,

d2 ˜̄ψ2

dz2
− ν ′21

˜̄ψ2 = 0 (15)

и условие на свободной поверхности

p2 ˜̄ϕ1 −
d ˜̄ϕ1

dz
= G̃(k), z = 0. (16)

Здесь ν2
1 = k2 + ν2; ν2 = p2/α2; ν ′21 = k2 + ν ′2; ν ′2 = p2/β2.

Условия на дне при z = H записываются в следующем виде:

p
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(
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)
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(d2 ˜̄ϕ2

dz2
+
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dz3
− p2

β2

d ˜̄ψ2

dz

)
= 0.

(17)

Решение уравнений (15), ограниченное при z →∞, имеет вид

˜̄ϕ1(k, z, p) = A(k, p) ekz +B(k, p) e−kz, ˜̄ϕ2(k, z, p) = C(k, p) e−ν1z,

˜̄ψ2(k, z, p) = D(k, p) e−ν′
1z .
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С использованием краевых условий (17) и условия на свободной поверхности (16) по-
лучаем

˜̄ϕ1(k, z, p) = G̃(k)
∆1(k, z, p)

∆(k, p)
, ˜̄ϕ2(k, z, p) = −(2k2 + ν ′2)kG̃(k) ∆2(k, z, p)

pν1ν ′2 e−ν1H ∆(k, p)
,

˜̄ψ2(k, z, p) = −2kG̃(k) ∆3(k, z, p)

pν ′2 e−ν′
1H ∆(k, p)

,

где

∆(k, p) = f(k, p)(p2 + k) + g(k, p)(p2 − k), ∆1(k, z, p) = g(k, p) ekz + f(k, p) e−kz,

∆2(k, z, p) = (g(k, p) ekH − f(k, p) e−kH) e−ν1z,

∆3(k, z, p) = (g(k, p) ekH − f(k, p) e−kH) e−ν′
1z,

f(k, p) = {k[(λν2 + 2µν2
1)(2k2 + ν ′2)− 4µk2ν ′1ν1]− ρp2ν1ν

′2} ekH ,

g(k, p) = {k[(λν2 + 2µν2
1)(2k2 + ν ′2)− 4µk2ν ′1ν1] + ρp2ν1ν

′2} e−kH .

Применяя обратные преобразования Лапласа и Ханкеля, имеем

ϕ1(r, z, t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kJ0(kr)G̃(k)
∆1(k, z, p)

∆(k, p)
ept dp dk,

ϕ2(r, z, t) = − 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)G̃(k)
(2k2 + ν ′2)G̃(k) ∆2(k, z, p)

pν1ν ′2 e−ν1H ∆(k, p)
ept dp dk,

ψ2(r, z, t) = − 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)G̃(k)
∆3(k, z, p)

pν ′2 e−ν′
1H ∆(k, p)

ept dp dk.

Так как в случае жесткого дна E →∞, 0 < σ 6 1/2, то функции ϕ2(r, z, t) и ψ2(r, z, t)
тождественно обращаются в нуль, а выражение для функции ϕ1(r, z, t) совпадает с выра-
жением, полученным в работе [19].

Смещения точек свободной поверхности η1(r, t) и вертикальное смещение точек дна
океана η2(r, t) определяются формулами

η1(r, t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kpJ0(kr)G̃(k)
∆1(k, 0, p)

∆(k, p)
ept dp dk; (18)

η2(r, t) = − 1

2πi

c+i∞∫
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∞∫
0
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ept dp dk −
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∞∫
0

2k2J0(kr)G̃(k)
∆5(k,H, p)

pν ′2 e−ν′
1H ∆(k, p)

ept dp dk +

+
1

β2

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)G̃(k)
p∆3(k,H, p)

ν ′2 e−ν′
1H ∆(k, p)

ept dp dk, (19)
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Рис. 2. Распределение потенциалов скорости на свободной поверхности при t = 10:
а — начальное возмущение свободной поверхности, б — начальный импульс

где

∆4(k,H, p) =
∂

∂z
∆2(k, z, p)

∣∣∣
z=H

, ∆5(k,H, p) =
∂2

∂z2
∆3(k, z, p)

∣∣∣
z=H

.

В случае если в начальный момент времени задается импульс давления, функции ϕ1,
ϕ2, ψ2, обозначенные через ϕ11, ϕ22, ψ22, помимо уравнений (2)–(4) должны удовлетворять
начальным условиям

ϕ11 =
I(r)

ρ2
, ϕ11t = 0, t = 0, z = 0.

Выражения для этих потенциалов можно получить тем же методом после его модифика-
ции. В случае жесткого дна функции ϕ22(r, z, t) и ψ22(r, z, t) тождественно обращаются
в нуль, а выражение для функции ϕ11(r, z, t) совпадает с выражением, полученным в [19].
В этом случае форма свободной поверхности задается выражением

ζ1(r, t) =
1

2πiρ

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kJ0(kr)Ĩ(k)

∆(k, p)
[g(k, p) + f(k, p)− 2kρν1ν

′2] ept dp dk,

а вертикальное смещение точек дна — выражением

ζ2(r, t) =
1

2πiρ

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)Ĩ(k)
(2k2 + ν ′2) ∆6(k, p)

ν ′2 ∆(k, p)
ept dp dk −

− 1

πiρ

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)Ĩ(k)
(ν ′21 + p2/β2) ∆6(k, p)

ν ′2 ∆(k, p)
ept dp dk,

где ∆6(k, p) = [g(k, p)− (p2 + k)ρν1ν
′2] ekH −[f(k, p) + (p2 − k)ρν1ν

′2] e−kH ; ρ = ρ2/ρ1.
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3. Аппроксимация интегралов методом наискорейшего спуска. Для случая
заданного начального смещения необходимо вычислить интегралы (18), (19), в которых
подынтегральные выражения являются осциллирующими функциями. Эти интегралы
можно вычислить методом наискорейшего спуска [15, 16, 20, 21], в котором путь инте-
грирования выбирается таким образом, чтобы интегрирование по окрестности седловой
точки вносило наибольший вклад в интеграл.

Запишем интеграл (18) в следующем виде:

η1(r, t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kJ0(kr)pG̃(k)
g(k, p) + f(k, p)

∆(k, p)
ept dp dk.

Этот интеграл можно представить в виде суммы интегралов

η1(r, t) =
6∑

j=1

Ij ,

где

I1 =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)pG̃(k)

∆(k, p)
(p2 + 2µk2)2 ept eKH dp dk,

I2 = − 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

4k4J0(kr)pµG̃(k)

∆(k, p)

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2(
k2 +

p2

µ

)1/2
ept eKH dp dk,

I3 = − 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kJ0(kr)p
5ρĨ(k)

µ∆(k, p)

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2
ept eKH dp dk,

I4 =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)pĨ(k)

∆(k, p)

(
2k2 +

p2

µ

)( λp2

λ+ 2µ
+ 2µ

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

))
ept e−KH dp dk,

I5 = − 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

4k4J0(kr)pµĨ(k)

∆(k, p)

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2(
k2 +

p2

µ

)1/2
ept e−KH dp dk,

I6 =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

kJ0(kr)p
5ρĨ(k)

µ∆(k, p)

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2
ept e−KH dp dk.

Интеграл I1 можно записать в виде

I1 =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

ΦI1(k, p) exp [ΨI1(k, p)] dp dk,

где ΦI1(k, p) = k2J0(kr)pG̃(k)/∆(k, p); ΨI1(k, p) = pt+ kH + log (p2 + 2µk2)2.
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Седловая точка определяется из решения уравнений

∂ΨI1

∂k
=
∂ΨI1

∂p
= 0,

откуда следует

H +
8kµ

p2 + 2k2µ
= 0, t+

4p

p2 + 2k2µ
= 0.

Таким образом, седловая точка имеет координаты

kI1 = − 4H

H2 + 2t2µ
, pI1 = − 8µt

H2 + 2t2µ
.

В результате применения метода наискорейшего спуска находим

I1 =
(i
√

2π )2

πi

1√
HI1(kI1 , pI1)

ΦI1(kI1 , pI1) exp (ΨI1(kI1 , pI1)),

где √
HI1(kI1 , pI1) =

i(H2 + 2t2µ)

4
√

2µ
,

HI1(kI1 , pI1) — значение гессиана в седловой точке (kI1 , pI1).
Аналогично методом наискорейшего спуска можно вычислить интегралы Ij (j =

2, 3, . . . , 6). В результате функция η1(r, t) представляется в виде суммы

η1(r, t) =
(i
√

2π )2

πi

6∑
j=1

1√
HIj (kIj , pIj )

ΦIj (kIj , pIj ) exp (ΨIj (kIj , pIj )).

Выражения для функций ΦIj (k, p), ΨIj (k, p) в точках kIj , pIj (j = 2, 3, . . . , 6) приведены в

табл. 1 (δ′I(k) = kJ0(kr)G̃(k)/∆(k, p)); kIj , pIj — координаты седловых точек уравнений

∂ΨIj/∂k = ∂ΨIj/∂p = 0, соответствующие интегралам Ij (j = 2, 3, . . . , 6); HIj (kIj , pIj ) —

значения гессиана HIj в седловых точках (kIj , pIj ) при j = 2, 3, . . . , 6.

Выражение для η2(r, t) представим в виде суммы

η2(r, t) =
3∑

j=1

Jj ,

где

J1 =
1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)G̃(k)(2k2 + p2/µ)pρ

e−ν1H ∆(k, p)
exp

[
pt−

(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2
H +

+ log p+ log
(
k2 +

p2

λ+ 2µ

)1/2]
dp dk,

J2 = − 1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

2k2J0(kr)G̃(k)ρ(k2 + p2/(λ+ 2µ))1/2

e−ν′
1H ∆(k, p)

exp
[
pt−

(
k2 +

p2

µ

)1/2
H +

+ log p+ log
(
k2 +

p2

µ

)1/2]
dp dk,
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Та бли ц а 1

Выражения для функций ΦIj
(k, p), ΨIj

(k, p) в точках kIj
и pIj

(j = 2, 3, . . . , 6)

J ΦIj
(k, p) ΨIj

(k, p) kIj
pIj

2 −4δ′I(k)k3µp
(
k2 +

p2

λ + 2µ

)1/2

pt + kH + log
(
k2 +

p2

µ

)1/2

− H

H2 + 2t2µ
− µt

H2 + 2t2µ

3 −δ′I(k)p5 ρ

µ
pt + kH + log

(
k2 +

p2

λ + 2µ

)1/2

− H

H2 + t2(λ + 2µ)
− t(λ + 2µ)

H2 + t2(λ + 2µ)

4 δ′I(k)kp pt− kH + log (p2 + 2µk2)2
4H

H2 + 2t2µ
− 8µt

H2 + 2t2µ

5 −4δ′I(k)k3µp
(
k2 +

p2

λ + 2µ

)1/2

pt− kH + log
(
k2 +

p2

µ

)1/2 H

H2 + 2t2µ
− µt

H2 + 2t2µ

6 δ′I(k)p5 ρ

µ
pt− kH + log

(
k2 +

p2

λ + 2µ

)1/2 H

H2 + t2(λ + 2µ)
− t(λ + 2µ)

H2 + t2(λ + 2µ)

J3 =
1

β2

1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

k2J0(kr)G̃(k)ρ(k2 + p2/(λ+ 2µ))1/2

e−ν′
1H ∆(k, p)

exp
[
pt−

(
k2 +

p2

µ

)1/2
H +

+ log p3 + log k2
]
dp dk.

После вычисления интегралов J1, J2, J3 выражение для функции η2(r, t) записывается
в виде следующей суммы:

η2(r, t) =
(i
√

2π )2

πi

3∑
j=1

( ΦJj
(k1

Jj
, p1

Jj
)√

Hj(k1
Jj
, p1

Jj
)

exp
(
ΨJj

(k1
Jj
, p1

Jj
)
)

+

+
ΦJj

(k2
Jj
, p2

Jj
)√

HJj
(k2

Jj
, p2

Jj
)
exp

(
ΨJj

(k2
Jj
, p2

Jj
)
))
.

Выражения для функций ΦJj
(k, p), ΨJ(k, p) и величин k1

Jj
, p1

Jj
, k2

Jj
, p2

Jj
при j = 1, 2, 3

приведены в табл. 2 (δ′J(k) = J0(kr)G̃(k)ρ/[e−ν′
1H ∆(k, p)]). Аналогичным образом может

быть рассмотрен случай, когда начальное возмущение является поверхностным импуль-
сом.

4. Результаты численного решения. Ниже приведены результаты численного ре-
шения задачи при ρ = 0,4, λ =

√
3µ и различных типах возмущения свободной поверхно-

сти.
Случай 1. Пусть начальная осесимметричная депрессия задана в виде G(r) =

δ(r)/r [15], поэтому G̃(k) = 1. На рис. 3 приведены зависимости отношения амплитуды
смещения точек дна океана к амплитуде смещения точек свободной поверхности η∗ от
времени t при различных значениях r и от координаты r при различных значениях вре-
мени t. Из зависимостей, приведенных на рис. 3,а, следует, что в начальные моменты
времени вертикальное смещение точек дна океана очень мало по сравнению со смещением

точек свободной поверхности. На рис. 3 безразмерная глубина океана принимается рав-
ной H = 5. На рис. 4,а приведены зависимости отношения амплитуд η∗ от глубины H
при t = 5 и r = 15, 20, на рис. 4,б — те же зависимости при r = 50 и t = 35, 25. Из
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Рис. 3. Зависимости отношения амплитуды смещения точек дна океана к амплитуде
смещения точек свободной поверхности η∗ при заданном начальном возмущении сво-
бодной поверхности:
а — от времени (1 — r = 35, 2 — r = 40), б — от координаты r (1 — t = 10, 2 — t = 15)
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Рис. 4. Зависимости отношения амплитуд η∗ от глубины H при начальном возму-
щении свободной поверхности:
а — t = 5 (1 — r = 15, 2 — r = 20), б — r = 50 (1 — t = 35, 2 — t = 25)
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Рис. 5. Зависимости отношения амплитуд η∗ в случае начального импульса, задан-
ного в виде дельтообразной функции:
а — от времени t (1 — r = 30, 2 — r = 35), б — от координаты r (1 — t = 15, 2 — t = 25)

зависимостей, приведенных на рис. 4,а, следует, что в окрестности значений H = 4 и
H = 1 зависимость η∗(H) имеет резонансный характер. Это означает, что при указанных
значениях H, r, t амплитуда смещения точек свободной поверхности либо очень мала,
либо очень велика по сравнению с амплитудой смещения точек дна океана. В работе [9]
изучалось поступательное движение волн в океане с упругим дном. Вода в океане мо-
делировалась сжимаемой жидкостью. Зависимости отношения амплитуд η∗ от глубины
океана, полученные в работе [9], аналогичны зависимостям, полученным в данной работе.
Возможно, это обусловлено тем, что сжимаемость океанской воды очень мала.

Случай 2. Пусть начальный осесимметричный импульс задан в виде дельтообразной
функции I(r) = δ(r)/r, следовательно Ĩ(k) = 1.

На рис. 5,а приведены зависимости отношения амплитуд η∗ от времени t при r = 30,
35. Из приведенных результатов следует, что в окрестности значения t = 14 амплитуда
смещения точек свободной поверхности значительно меньше амплитуды смещения точек

дна океана. На рис. 5,б показаны зависимости отношения амплитуд η∗ от координаты r
при t = 15, 25. На рис. 5 безразмерная глубина принята равной H = 5. Из результатов,
приведенных на рис. 5, следует, что резонансное поведение зависимости η∗(t) имеет место
при t = 14, r = 35 и t = 16, r = 30 (см. рис. 5,а), а также при r = 35, r = 85, t = 15
и r = 40, r = 75, t = 25 (см. рис. 5,б). Следовательно, при этих значениях амплитуда
смещения точек свободной поверхности либо велика, либо мала по сравнению с амплитудой
смещения точек дна океана.

На рис. 6 приведены зависимости η∗(H) при t = 15 и r = 35, 25 (см. рис. 6,а), а также
при r = 30 и t = 10, 15 (см. рис. 6,б). Из рис. 6,а,б следует, что зависимость η∗(H) имеет
резонансный характер при H = 3 и H = 5 соответственно.

Случай 3. Пусть начальное возмущение задано в виде осесимметричного параболиче-
ского импульса [13]:

I(r) =

 1− 1

2

( r
R

)2
, r 6

√
2R,

0, r >
√

2R,

где R — эффективный радиус. Преобразование Ханкеля функции I(r) определяется по
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Рис. 6. Зависимости отношения амплитуд η∗ от глубины H в случае начального

импульса, заданного в виде дельтообразной функции:
а — t = 15 (1 — r = 35, 2 — r = 25), б — r = 30 (1 — t = 10, 2 — t = 15)
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Рис. 7. Зависимости отношения амплитуд η∗ при начальном возмущении, заданном
в виде параболического импульса:
а — от времени t (1 — r = 30, 2 — r = 40), б — от координаты r (1 — t = 25, 2 — t = 35)

формуле Ĩ(k) = (2/k2)J2(
√

2Rk ). Ниже приведены результаты, полученные при R = 1.
На рис. 7 показаны зависимости отношения амплитуд η∗ от времени t при r = 30, 40
(см. рис. 7,а) и от координаты r при t = 25, 35 (см. рис. 7,б). На рис. 8 представлены
зависимости отношения амплитуд η∗ от глубины H при r = 50, t = 20, 30 (см. рис. 8,а)
и при t = 15, r = 25, 35 (см. рис. 8,б). На рис. 7, 8 зависимости имеют колебательный
характер, в некоторых точках наблюдается резонансное поведение. Это обусловлено тем,
что смещения точек свободной поверхности меньше смещений точек дна океана.

Заключение. В работе с использованием линейной теории волн исследуется возник-
новение волнового движения в океане вследствие наличия начальных осесимметричных

возмущений различного типа, заданных на свободной поверхности. Вода моделируется
однородной несжимаемой невязкой жидкостью. Жидкость расположена над упругим по-
лупространством. Исследовано влияние наличия упругого дна на течение несжимаемой
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Рис. 8. Зависимости отношения амплитуд η∗ от глубиныH в случае начального

возмущения, заданного в виде параболического импульса:
а — r = 50 (1 — t = 20, 2 — t = 30), б — t = 15 (1 — r = 25, 2 — r = 35)

жидкости. С использованием преобразований Ханкеля и Лапласа получены выражения

для смещений точек свободной поверхности и точек дна в виде многомерных бесконечных

интегралов, аппроксимация которых выполнена методом наискорейшего спуска. Проведено
сравнение результатов численных расчетов с точным решением, полученным в работе [19]
для случая жесткого дна. Исследованы зависимости отношения амплитуды смещений то-
чек дна океана к амплитуде смещений точек свободной поверхности от времени, глубины
и пространственной координаты при различных начальных возмущениях.
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