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Введение. Двухслойные нанопластины широко используются при производстве таких
наноразмерных устройств, как датчики, транзисторы и т. п. [1], поэтому исследование
их поведения при изгибе является актуальной задачей. Выполнено большое количество
исследований поведения двухслойных нанопластин при изгибе. В частности, изучались
нелинейные колебания таких пластин [2, 3], влияние на их прогиб материалов нанопластин
и наполнителя [4–7] и типа граничных условий [8, 9], а также колебания нанопластин
при температурном нагружении [10, 11]. В работах [12, 13] исследовался изгиб пластин,
используемых в электростатических приводах. Установлено, что поведение двухслойных
нанопластин существенно отличается от поведения однослойных.

Из результатов выполненных исследований следует, что при решении динамических
задач об изгибе двухслойных пластин необходимо учитывать релаксацию напряжений

[14, 15]. В частности, учет релаксации напряжений необходим при анализе напряжен-
ного состояния подшипников, находящихся под действием постоянных нагрузок [16, 17].
В работе [18] с использованием линейной теории вязкоупругости исследовалось влияние
релаксации напряжений на свободные колебания нанобалки из вязкоупругого материала.
В [19] с помощью модифицированной моментной теории упругости изучалось влияние ре-
лаксации напряжений на поведение вязкоупругих нанобалок при изгибе. С использованием
понятия поверхностной энергии и модифицированной моментной теории упругости в рабо-
те [20] исследовано влияние релаксации напряжений на изгиб вязкоупругих нанопластин.
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В [21] установлено, что релаксация напряжений в вязкоупругом материале существенно
влияет на частоту, амплитуду колебаний и коэффициент демпфирования вязкоупругой
нанопластины.

Насколько известно авторам данной работы, полное исследование поведения при из-
гибе двухслойных нанопластин из вязкоупругого материала с учетом релаксации напря-
жений в вязкоупругом наполнителе не проводилось. В настоящей работе с использованием
модифицированной моментной теории упругости и теории релаксации проводится иссле-
дование изгиба нанопластины из вязкоупругого материала.

1. Описание модели. На рис. 1 показана прямоугольная двухслойная нанопластина
из вязкоупругого материала (Ly, Lx — длина и ширина пластины, h — ее толщина).
Между двумя прямоугольными нанопластинами находится наполнитель — вязкоупругая

среда Пастернака. Материал каждой нанопластины с плотностью ρ является изотропным
однородным вязкоупругим.

С использованием рядов Прони выражение для модуля релаксации E(t) вязкоупругого
материала можно представить в виде

E(t) = E∞ +
N∑

α=1

Eα e−t/ζα , (1)

где ζα — коэффициент релаксации; t — время; E∞ — длительный модуль ползучести;
Eα — модуль ползучести элемента Прони α; N — общее число членов ряда Прони для

функции релаксации. Модуль упругости можно определить из уравнения (1) при t = 0,
модули ползучести определяются при t =∞.

1.1. Уравнение движения. Начало декартовой системы координат находится в одном
из углов срединной плоскости прямоугольной нанопластины. Плоскость (x, y) совпадает со
срединной плоскостью недеформированной пластины. В соответствии с теорией пластин

Lx

Ly
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h

z

y
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2

Рис. 1. Схема двухслойной вязкоупругой нанопластины:
1 — нанопластина 1, 2 — нанопластина 2
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Кирхгоффа смещение произвольной точки пластины можно вычислить по формулам

ux = −z
∂w

∂x
, uy = −z

∂w

∂y
, uz = w,

где ux, uy, uz — компоненты вектора смещения; w — смещение точки на срединной плос-
кости пластины в поперечном направлении. При бесконечно малом смещении компоненты
тензора деформации εij и тензора кривизн срединной поверхности χij вычисляются по

формулам [20]

εij =
1

2
(ui,j + uj,i), χij =

1

2
(θi,j + θj,i), θi =

1

2
eijkuk,j (i, j, k = x, y, z),

где θi — компоненты вектора поворота; eijk — перестановочный тензор.
В соответствии с модифицированной моментной теорией упругости определяющие со-

отношения записываются в виде [22]

σe
ij = 2µ0εij + λ0δijεkk, me

ij = 2µ0l
2χij , (2)

где σe
ij , me

ij — компоненты тензора упругих напряжений и тензора моментных упругих

напряжений в момент времени t; δij — символ Кронекера; l — характерный линейный

размер, определяющий свойства моментной среды [23]; µ0, λ0 — значения параметров

Ламе

λ(t) =
νE(t)

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ(t) =

E(t)

2(1 + ν)
(3)

в момент времени t = 0. Предполагается, что в (3) коэффициент Пуассона ν не зависит от
времени.

В теории пластин Кирхгоффа компонента тензора напряжения σe
zz полагается равной

нулю. Таким образом, с учетом соотношений (2) имеем

σe
zz = 2µ0εzz + λ0(εxx + εyy + εzz) = 0.

Следовательно,

εzz = − λ0

2µ0 + λ0
(εxx + εyy).

Подставляя это равенство в соотношения (2), получаем

σe
xx =

2µ0

2µ0 + λ0
(2(µ0 + λ0)εxx + λ0εyy), σe

yy =
2µ0

2µ0 + λ0
(2(µ0 + λ0)εyy + λ0εxx). (4)

В теории изгиба тонких пластин Кирхгоффа компоненты тензора деформаций и тен-
зора кривизн срединной поверхности вычисляются по формулам [20]

 εxx

εyy

εxy

 =


−z

∂2w

∂x2

−z
∂2w

∂y2

−z
∂2w

∂x ∂y


,

 χxx

χyy

χxy

 =



∂2w

∂x ∂y

− ∂2w

∂x ∂y

−1

2

∂2w

∂x2
+

1

2

∂2w

∂y2


. (5)

Из соотношений (2)–(5) получаем

 σe
xx

σe
yy

σe
xy

 =
−zE0

1− ν2



∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

(1− ν)
∂2w

∂x ∂y


,

 me
xx

me
yy

me
xy

 = 2µ0l
2



∂2w

∂x ∂y

− ∂2w

∂x ∂y

−1

2

∂2w

∂x2
+

1

2

∂2w

∂y2


, (6)
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где E0 — значение модуля E(t) при t = 0. В соответствии с модифицированной моментной
теорией упругости компоненты тензора напряжений для вязкого материала вычисляются

по формулам [24]

 σν
xx

σν
yy

σν
xy

 =
z

1− ν2

t∫
0

dE(t− ξ)

dξ



∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

(1− ν)
∂2w

∂x ∂y


dξ, ξ < t; (7)

 mν
xx

mν
yy

mν
xy

 = −2l2
t∫

0

dµ(t− ξ)

dξ



∂2w

∂x ∂y

− ∂2w

∂x ∂y

1

2

∂2w

∂y2
− 1

2

∂2w

∂x2


dξ, ξ < t (8)

(верхний индекс ν означает, что напряжения определяются для пластины из вязкоупругого
материала).

С использованием модели Кельвина, соотношений (6)–(8) и с учетом демпфирующего
элемента напряжения моменты в вязкоупругой нанопластине вычисляются по формулам σxx

σyy

σxy

 =
(
1 + τd

∂

∂t

)  σe
xx + σν

xx

σe
yy + σν

yy

σe
xy + σν

xy

 ,

 mxx

myy

mxy

 =
(
1 + τd

∂

∂t

)  me
xx + mν

xx

me
yy + mν

yy

me
xy + mν

xy

 ,

где τd — коэффициент демпфирующего элемента.
Обобщенные усилия и моменты определяются по формулам Nxx

Nyy

Nxy

 =

h/2∫
−h/2

 σxx

σyy

σxy

 dz,

 Mxx

Myy

Mxy

 =

h/2∫
−h/2

z

 σxx

σyy

σxy

 dz,

 Yxx

Yyy

Yxy

 =

h/2∫
−h/2

 mxx

myy

mxy

 dz.

1.2. Вариационная формулировка задачи. Уравнение движения вязкоупругой нанопла-
стины получено с использованием принципа Д’Аламбера [5]

tf∫
t0

(δWE + δW ν − δUe) dt = 0, (9)

где δWE , δW ν , δUe — виртуальная работа внешних сил, вязких диссипативных сил и
энергии деформации соответственно; t0, tf — произвольные моменты времени.
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Виртуальная работа внешних сил вычисляется по формуле

δWE =

∫
A

q δw(t) dA (10)

(q — распределенная поперечная нагрузка; A — площадь срединной плоскости нанопласти-
ны постоянной толщины), виртуальная работа вязких диссипативных сил — по формуле

δW ν = −
∫
A

(
(Mν

xx + Y ν
xy) δ

∂2w

∂x2
+ (2Mν

xy + Y ν
yy − Y ν

xx) δ
∂2w

∂x ∂y
+ (Mν

yy − Y ν
xy) δ

∂2w

∂y2

)
dA, (11)

виртуальная энергия деформации нанопластины — по формуле

δUe = −
∫
A

(
(Me

xx + Y e
xy) δ

∂2w

∂x2
+ (2Me

xx + Y e
yy − Y e

xx) δ
∂2w

∂x ∂y
+ (Me

yy − Y e
xy) δ

∂2w

∂y2

)
dA. (12)

Подставляя соотношения (10)–(12) в выражение (9) и выполняя интегрирование по
частям, получаем

tf∫
t0

∫
A

[∂2M̄xx

∂x2
+ 2

∂2M̄xy

∂x ∂y
+

∂2M̄yy

∂y2
+

∂Nx

∂x
+

∂Ny

∂y
+ q

]
δw dAdt−

−

tf∫
t0

∮
Γ

{[(∂M̄xx

∂x
+

∂M̄xy

∂y
+ Nx

)
nx +

(∂M̄xy

∂x
+

∂M̄yy

∂y
+ Ny

)
ny

]
δw −

− (M̄xxnx + M̄xyny) δ
∂w

∂x
− (M̄xynx + M̄yyny) δ

∂w

∂y

}
dA dt = 0,

где nx, ny — компоненты вектора единичной нормали; величины M̄ij (i, j = x, y) опреде-
ляются следующим образом:

M̄xx = Me
xx + Mν

xx + Y e
xy + Y ν

xy, M̄yy = Me
yy + Mν

yy − Y e
xy − Y ν

xy,

M̄xy = Me
xy + Mν

xy + (Y e
yy − Y e

xx)/2 + (Y ν
yy − Y ν

xx)/2.

Поскольку вариация смещения δw в моменты времени t0 и tf равна нулю, уравнение
равновесия вязкоупругой нанопластины записывается в следующем виде:

∂2M̄xx

∂x2
+ 2

∂2M̄xy

∂x ∂y
+

∂2M̄yy

∂y2
+

∂Nx

∂x
+

∂Ny

∂y
+ q = 0. (13)

Предполагается, что на одну из двух нанопластин действует зависящая от времени попе-
речная нагрузка qt = Q(x, y)L(t). Представим функцию Q(x, y) в виде ряда [20]

Q(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

qmn sin
(mπx

Lx

)
sin

(nπy

Ly

)
,

гдеm, n — волновые числа. Если распределенная нагрузка является постоянной (Q(x, y) =
q0), то

qmn =
4q0

mnπ2
[cos (mπ)− 1][cos (nπ)− 1].
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Без потери общности полагаем, что нагрузка qt действует на нанопластину 1. Таким
образом, полная поперечная нагрузка q, действующая на нанопластину 1, есть сумма рас-
пределенной нагрузки q1, действующей со стороны вязкоупругой среды Пастернака, за-
ключенной между двумя нанопластинами, и зависящей от времени нагрузки qt. Для на-
нопластины 2 распределенная поперечная нагрузка q равна нагрузке q2, действующей со
стороны вязкоупругой среды Пастернака. Нагрузки q1 и q2 вычисляются по формулам

qi = (−1)i
[
kw(w1 − w2)− ks∇2(w1 − w2) + Cd

∂ (w1 − w2)

∂t

]
, i = 1, 2,

где kw, ks — модуль жесткости основания Винклера и модуль сдвига вязкоупругой среды

Пастернака соответственно; Cd — коэффициент демпфирования среды; w1, w2 — попереч-
ные смещения точек срединных плоскостей нанопластин 1 и 2 соответственно.

Из (13) следует, что уравнения движения нанопластин 1 и 2 можно записать соответ-
ственно в виде(

1 + τd
∂

∂t

)(
D0∇4w1 −

t∫
0

dD(t− ξ)

dξ
∇4w1 dξ

)
+

∂Nx

∂x
+

∂Ny

∂y
+ q1 + qt = 0; (14)

(
1 + τd

∂

∂t

)(
D0∇4w2 −

t∫
0

dD(t− ξ)

dξ
∇4w2 dξ

)
+

∂Nx

∂x
+

∂Ny

∂y
+ q2 = 0, (15)

где

D(t) =
[
1 + 6(1− ν)

( l

h

)2] h3E(t)

12(1− ν2)
, D0 =

[
1 + 6(1− ν)

( l

h

)2] h3E0

12(1− ν2)
.

Из уравнений (14), (15) следует(
1 + τd

∂

∂t

)(
D0∇4(∆w)−

t∫
0

dD(t− ξ)

dξ
∇4(∆w) dξ

)
+ q′ = 0, (16)

где ∆w = w1−w2; q′ = −2(kw(∆w)− ks∇2(∆w) + Cd ∂∆w/∂t) + qt. Следует отметить, что
из уравнения (16) можно получить уравнение, приведенное в работе [20], если положить
τd = ks = kd = Cd = 0.

2. Аналитическое решение квазистатической задачи об изгибе двухслойной
пластины. Предполагается, что все края обеих прямоугольных нанопластин свободно
оперты. Относительное смещение двух нанопластин ∆w 6= 0. Используя метод Навье,
выражение для относительного смещения ∆w для свободно опертых пластин представим

в виде [25]

∆w(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Wmn(t)Tmn(x, y), Tmn(x, y) = sin
(mπ

Lx
x
)

sin
(nπ

Ly
y
)
, (17)

где Wmn(t), Tmn(x, y) — амплитуды и функции формы соответственно.
Для упрощения вычислений при описании вязкоупругого поведения нанопластин ис-

пользуется один член ряда Прони (см. (1)). При N = α = 1 уравнение (16) записывается
в виде (

1 + τd
∂

∂t

)(
D0∇4(∆wmn)− D1

ζ1

t∫
0

e−(t−ξ)/ζ1 ∇4[∆wmn(ξ)] dξ
)

+ q′ = 0, (18)
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где ζ1 — время релаксации при α = 1,

D1 =
[
1 + 6(1− ν)

( l

h

)2] h3E1

12(1− ν2)
.

Подставляя выражение для относительного смещения в (18), получаем уравнение для опре-
деления неизвестных функций Wmn(t):

∞∑
n=1

∞∑
m=1

[(
1 + τd

∂

∂t

)(
C2

mnD0∇4Wmn(t)− C2
mnD1

ζ1

t∫
0

e−(t−ξ)/ζ1 ∇4Wmn(ξ) dξ
)
−

− 2
(
kwWmn(t) + Cmnks∇2Wmn(t) + Cd

∂Wmn(t)

∂t

)
+ qmnL(t)

]
×

× sin
(nπx

Lx

)
sin

(mπx

Ly

)
= 0. (19)

Здесь Cmn = (mπ/Lx)2 + (nπ/Ly)
2.

После упрощения уравнения (19) для неизвестной функции Wmn(t) имеем обыкновен-
ное дифференциальное уравнение

PWmn(t) + R
dWmn(t)

dt
−G

t∫
0

Wmn(ξ) e−(t−ξ)/ζ1 dξ −

− τdG
d

dt

t∫
0

Wmn(ξ) e−(t−ξ)/ζ1 dξ − qmnL(t) = 0, (20)

где P = C2
mnD0 + 2kw + 2Cmnks; R = τ0C

2
mnD0 + 2Cd; G = C2

mnD1/ζ1. Дифференцируя
уравнение (20) по времени, находим

dWmn(t)

dt
+

R

P

d2Wmn(t)

dt2
− τdG

P

d

dt

t∫
0

Wmn(ξ) e−(t−ξ)/ζ1 dξ +

+
τ2
dG

P

d2

dt2

t∫
0

Wmn(ξ) e−(t−ξ)/ζ1 dξ = qmn
dL(t)

dt
. (21)

Выполняя в (21) интегрирование по частям, получаем дифференциальное уравнение вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами

A′
∂2Wmn(t)

∂t2
+ B′

∂Wmn(t)

∂t
+ C ′Wmn(t) = D′ dL(t)

∂t
+ E′L(t), (22)

где

A′ =
ζ1(ζ1 − τd)R

P (ζ1 + τd)
, B′ =

ζ1(P + τdG)(ζ1 − τd) + R(ζ1 + τd)

P (ζ1 + τd)
,

C ′ = 1− Gζ1

P
, D′ = −ζ1(ζ1 − τd)

ζ1 + τd

qmn

P
, E′ =

qmn

P
,

относительное смещение Wmn(t) зависит от функции L(t) = H(t); H(t) — функция Хеви-
сайда.
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Характеристическое уравнение дифференциального уравнения (22) имеет два корня:

r1,2 =
−B′ ±

√
B′2 − 4A′C ′

2A′
.

Для упрощения вычислений предположим, что ζ1 < τd и r1 < r2. Граничные условия
задаются в виде

t = 0: Wmn(0) =
qmn

C2
mnD0 + 2kw + 2Cmnks

,

t =∞: lim
t→+∞

Wmn(t) =
qmn

C2
mnD∞ + 2kw + 2Cmnks

,

где D∞ = D0 −D1.
Из уравнения (22) с учетом граничных условий определяется функция Wmn(t):

Wmn(t) =
qmn

P (P − C2
mnD1)

(P − C2
mnD1 er1t H(t)). (23)

Из уравнений (17), (23) следует

∆w(t) =
∞∑

n=1

∞∑
m=1

qmn

P (P − C2
mnD1)

(P − C2
mnD1 er1t H(t)) sin

(mπ

Lx
x
)

sin
(nπ

Ly
y
)
.

3. Результаты вычислений. Вычисления выполнены при следующих геометриче-
ских и физических параметрах [15]: E0 = 90 ГПа, E∞ = κE0, E1 = (1 − κ)E0, m = 1,
n = 1, h = 0,4 нм, ν = 0,23, ρ = 3800 кг/м3.

Ниже приведены результаты вычислений для следующих безразмерных величин:

k̄w =
kwL4

x

D0
, k̄s =

ksL
2
x

D0
, τ̄d =

τd

L2
x

√
D0

m0
, ζ̄1 =

ζ1

L2
x

√
D0

m0
,

C̄d =
CdL

2
x

D0

√
D0m0 , D̄1 =

D1

D0
, D̄∞ =

D∞
D0

, β =
Ly

Lx
, W̄c = 100

E0h
3

q0L4
x

∆w
(Lx

2
,
Ly

2
, t

)
.

На рис. 2 представлена зависимость относительного прогиба W̄c от времени. Установ-
лено, что при уменьшении характерного параметра длины материала l и при увеличении
отношения размеров сторон пластины β увеличивается относительный прогиб W̄c. С уве-
личением времени прогиб стремится к предельному значению.

На рис. 3 показана зависимость W̄c от времени при различных значениях модуля сдви-
га вязкоупругой среды Пастернака k̄s, модуля жесткости основания Винклера k̄w и коэф-
фициента демпфирования τ̄d.

На рис. 4 приведена зависимость W̄c от времени при различных значениях коэффици-
ента демпфирования C̄d.

Из приведенных на рис. 3, 4 зависимостей следует, что при увеличении коэффициента
демпфирующего элемента τ̄d, коэффициента демпфирования среды C̄d, модуля жесткости
основания Винклера k̄w и модуля сдвига k̄s относительный прогиб уменьшается.

На рис. 5 представлена зависимость W̄c от времени при различных значениях времени

релаксации ζ1.
При увеличении времени релаксации увеличивается демпфирование двух нанопластин

и уменьшается скорость ползучести. Иными словами, время, необходимое для перехода
двух нанопластин в установившееся состояние, увеличивается с увеличением времени ре-
лаксации.

На рис. 6 показана зависимость W̄c от времени при различных значениях отношения

длительного модуля ползучести к мгновенному модулю упругости κ.
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Рис. 2. Зависимость W̄c от времени при k̄s = 10, k̄w = 50, C̄d = 1, τ̄d = 1,
ζ̄1 = 0,01, κ = 0,6 и различных значениях отношения размеров сторон пластины
и характерного линейного размера материала l/h:
сплошные линии — l/h = 0, штриховые — l/h = 0,2, пунктирные — l/h = 0,6, штрих-
пунктирные — l/h = 1,0; 1 — Ly = Lx, 2 — Ly = 1,5Lx, 3 — Ly = 2Lx

Рис. 3. Зависимость W̄c от времени при C̄d = 1, β = 1, ζ̄1 = 0,01, l/h = 0,2, κ =
0,6 и различных значениях модуля сдвига вязкоупругой среды Пастернака k̄s,
модуля жесткости основания Винклера k̄w и коэффициента демпфирования τ̄d:
сплошные линии — τ̄d = 0, штриховые — τ̄d = 0,1; 1 — k̄s = 10, k̄w = 50, 2 — k̄s = 10,
k̄w = 100, 3 — k̄s = 20, k̄w = 50, 4 — k̄s = 20, k̄w = 100
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Рис. 4. Зависимость W̄c от времени при k̄s = 10, k̄w = 50, τ̄d = 0,1, β = 1,
ζ̄1 = 0,01, l/h = 0,2, κ = 0,6 и различных значениях коэффициента демпфирова-
ния C̄d:
1 — C̄d = 0, 2 — C̄d = 5, 3 — C̄d = 10, 4 — C̄d = 20
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Рис. 5. Зависимость W̄c от времени при k̄s = 10, k̄w = 50, C̄d = 1, τ̄d = 0,1,
β = 1, l/h = 0,2, κ = 0,6 и различных значениях времени релаксации ζ1:
I — зависимость W̄c(t) при E = E0, II — зависимость W̄c(t) при E = E∞; 1 — ζ1 =
0,005 с, 2 — ζ1 = 0,05 с, 3 — ζ1 = 0,1 с, 4 — ζ1 = 0,25 с, 5 — ζ1 = 0,5 с, 6 — ζ1 = 0,75 с,
7 — ζ1 = 1 с

Рис. 6. Зависимость W̄c от времени при k̄s = 10, k̄w = 50, C̄d = 1, τ̄d = 0,1,
β = 1, ζ̄1 = 0,01, l/h = 0,2 и различных значениях отношения длительного
модуля ползучести к мгновенному модулю упругости κ:
1 — κ = 0,3, 2 — κ = 0,4, 3 — κ = 0,5, 4 — κ = 0,6, 5 — κ = 0,7, 6 — κ = 0,8

Из рис. 6 следует, что с увеличением параметра κ относительный прогиб W̄c умень-
шается. Кроме того, с увеличением параметра κ увеличивается промежуток времени, на
котором этот прогиб достигает заданного значения.

Заключение. C использованием модифицированной моментной теории упругости и

теории релаксации исследован изгиб двухслойной нанопластины.

Получено уточненное выражение для моментных напряжений в пластине из вязко-
упругого материала. С использованием метода Навье найдено аналитическое решение за-
дачи об изгибе двухслойной нанопластины.

Исследовано влияние времени релаксации, отношения длительного модуля ползучести
к мгновенному модулю упругости, структурного модуля демпфирования, модуля демпфи-
рования среды (наполнителя), модуля основания Винклера и модуля сдвига материала
наполнителя на относительный прогиб двухслойной нанопластины при ее изгибе.

Установлено, что уменьшение значения характерного линейного размера материа-
ла приводит к увеличению поперечного прогиба пластины. При наличии демпфирова-
ния структурного элемента и вязкоупругого наполнителя относительный поперечный про-
гиб двухслойной нанопластины уменьшается. Отношение длительного модуля ползучести
к мгновенному модулю упругости κ существенно влияет на зависимость прогиба от време-
ни. С увеличением отношения κ прогиб уменьшается. Модуль Винклера оказывает более
существенное влияние на величину прогиба, чем модуль сдвига материала наполнителя.
Время, необходимое для перехода двухслойной пластины в установившийся режим, уве-
личивается с увеличением времени релаксации.
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