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1. Введение

При применении численных методов решения стохастических дифференциальных
уравнений на основе разложений Тейлора–Ито возникает необходимость моделирования
повторных стохастических интегралов определенного вида [1–4]. Один из подходов ос-
нован на переходе от повторных стохастических интегралов к кратным с последующим
представлением их ядер в виде частичных сумм ортогональных рядов [4]. В [5] получены
ортогональное разложение кратного стохастического интеграла Ито и точное выражение
его второго момента через квадрат нормы соответствующим образом симметризованного
ядра. Этот результат позволяет вывести точные формулы для вычисления погрешности
аппроксимации таких интегралов при условии, что ядра представляются в виде частич-
ных сумм ортогональных рядов. Их вид отличается от формул, приведенных в [4], однако
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можно показать эквивалентность представленного здесь результата и формул из [4]. Эти
результаты необходимы и для точного вычисления погрешности аппроксимации крат-
ных стохастических интегралов Стратоновича, поскольку последние представляются в
виде суммы кратных стохастических интегралов Ито, причем эта сумма дает ортого-
нальное разложение [6]. В качестве примера вычислены погрешности аппроксимации
некоторых типовых повторных стохастических интегралов Ито кратностей 2–4 при ис-
пользовании пяти базисных систем: полиномов Лежандра, косинусоид, функций Уолша
и Хаара, тригонометрических функций. Ранее аналогичные расчеты проводились только
для полиномов Лежандра и тригонометрических функций [7].

2. Представление кратных стохастических интегралов Ито

Введем линейный оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T : 𝐿2(T

𝑘) → ℒ2, ставящий в соответствие функ-
ции 𝑓(·) кратный стохастический интеграл Ито по винеровским процессам (интеграл
кратности 𝑘, T = [𝑡0, 𝑇 ]):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) · · · 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (1)

где 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠 (𝑠 — заданное натуральное число), 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) — неза-
висимые стандартные винеровские процессы, заданные на вероятностном пространстве
(Ω,S,P). Здесь 𝐿2(T

𝑘) — пространство квадратично интегрируемых функций 𝑘 пере-
менных [8], ℒ2 — пространство гильбертовых случайных величин [9].

Важно отметить, что если 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚 для некоторых 𝑙,𝑚 ∈ {1, 2, . . . , 𝑠}, т. е. два вине-
ровских процесса 𝑊𝑗𝑙(·) и 𝑊𝑗𝑚(·) совпадают, то совпадают и кратные стохастические
интегралы от функции 𝑓(·) и функции, которая получается из 𝑓(·) перестановкой ее
аргументов с номерами 𝑙 и 𝑚. Более того, можно задать отношение эквивалентности
в пространстве 𝐿2(T

𝑘) и выделить классы эквивалентности, образованные функциями,
для которых кратные стохастические интегралы Ито совпадают.

Определим множество 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘}, а упорядоченный набор (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) (кортеж,
мультииндекс) будем обозначать 𝐽 и рассматривать его как мультимножество — множе-
ство, которое может содержать одинаковые элементы, #(𝑗, 𝐽) — кратность элемента 𝑗
в мультимножестве 𝐽 . Также будем использовать обозначение | · | для количества раз-
ных элементов множеств или всех элементов мультимножеств: |𝐽 | 6 𝑘, |𝐽 | = 𝑘 (|𝐽 | —
размерность кортежа). Например, пусть 𝑘 = 4, 𝑠 = 5 и 𝐽 = (2521), тогда

𝐽 = {1, 2, 5}, |𝐽 | = 3, |𝐽 | = 4, #(1, 𝐽) = 1, #(2, 𝐽) = 2, #(5, 𝐽) = 1.

Введем отношение эквивалентности “∼” для переменных из множестваT={𝑡1, . . . , 𝑡𝑘}:

𝑡𝑙 ∼ 𝑡𝑚 ⇐⇒ 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,

и обозначим через T/∼ множество всех классов эквивалентности T𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 :

T =
⋃︁
𝑗∈𝐽

T𝑗 , T𝑗𝑙

⋂︁
T𝑗𝑚 = ∅ ∀ 𝑗𝑙, 𝑗𝑚 ∈ 𝐽 : 𝑗𝑙 ̸= 𝑗𝑚.

Далее будем использовать обозначение
∑︀

(T/∼), которое предполагает суммирование
функций по всем перестановкам переменных в каждом классе эквивалентностиT𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 .
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Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘). Определим функцию 𝑓𝐽(·) с помощью симметризации:

𝑓𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), (2)

где величина 𝑀2
𝐽
равна числу слагаемых в правой части выражения (2):

𝑀2
𝐽 =

∏︁
𝑗∈𝐽

(#(𝑗, 𝐽))! . (3)

В примере, приведенном выше, классы эквивалентности для множества T =
{𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4} определяются следующим образом:

T1 = {𝑡4}, T2 = {𝑡1, 𝑡3}, T5 = {𝑡2},

и
𝑀2

𝐽 = 1!2!1! = 2, 𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1, 𝑡4)

2
.

Для функции 𝑓𝐽(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) справедлива следующая оценка нормы:

‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T𝑘) =

⃦⃦⃦⃦
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T𝑘)

6
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) = ‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘). (4)

Симметризованные функции (2) образуют линейное подпространство в 𝐿2(T
𝑘), кото-

рое будем обозначать 𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘), симметризующий оператор ⟨ · ⟩𝐽 : 𝐿2(T

𝑘) →
𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) является линейным ограниченным оператором, его норма равна единице,

что следует из оценки (4). Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т. е. |𝐽 | = 𝑘,
то ⟨ · ⟩𝐽 — это тождественный оператор. Кратные интегралы Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) и
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑔(·) совпадают, если ⟨𝑓(·)⟩𝐽 = ⟨𝑔(·)⟩𝐽 .
Введем коммутативную бинарную операцию “*” для двух случайных величин 𝜉1, 𝜉2 ∈

ℒ2 вида

𝜉1 =

𝑀∏︁
𝑚=1

𝐻𝑖𝑚(𝜁𝑚), 𝜉2 =

𝑀∏︁
𝑚=1

𝐻𝑗𝑚(𝜁𝑚)

следующим образом (произведение Вика [10]):

𝜉1 * 𝜉2 =
𝑀∏︁

𝑚=1

𝐻𝑖𝑚+𝑗𝑚(𝜁𝑚), (5)

где 𝑀 > 1, {𝐻𝑖(·)}∞𝑖=0 — полиномы Эрмита, ортогональные относительно плотности
вероятности нормального распределения с параметрами 𝑚 = 0 и 𝜎 = 1, 𝜁1, . . . , 𝜁𝑀 —
независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
𝑖𝑚, 𝑗𝑚 ∈ {0, 1, 2, . . . }. В частности,

𝜁 = 𝐻1(𝜁), 𝜁 * 𝜁 = 𝐻2(𝜁) = 𝜁2 − 1,

𝜁 * 𝜁 * 𝜁 = 𝐻3(𝜁) = 𝜁3 − 3𝜁, 𝜁 * 𝜁 * 𝜁 * 𝜁 = 𝐻4(𝜁) = 𝜁4 − 6𝜁2 + 3

и т. д.
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Теорема [5]. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) и {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T).

Тогда
1) кратный стохастический интеграл Ито по винеровским процессам от функции 𝑓(·)
представляется в виде

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

* · · · * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘
, (6)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ · · · ⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0:

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ · · · ⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) · · · 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (7)

𝜁
(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распреде-
ление, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘;
2) норма кратного стохастического интеграла Ито удовлетворяет соотношению⃦⃦

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

⃦⃦
ℒ2

= 𝑀𝐽‖⟨𝑓(·)⟩𝐽‖𝐿2(T𝑘) 6 𝑀𝐽‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘), (8)

где величина 𝑀𝐽 определяется формулой (3), ⟨𝑓(·)⟩𝐽 — симметризованная функция (2).

В части разложения (6) эта теорема аналогична одному из основных результатов в [4],
но в дополнение предлагает более компактную запись на основе произведения Вика и
устанавливает соотношение между нормой кратного стохастического интеграла Ито и
нормой его симметризованного ядра, или между вторым начальным моментом кратного
стохастического интеграла Ито и квадратом нормы симметризованного ядра.

3. Аппроксимация кратных стохастических интегралов Ито

Предположим, что 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) и выполняется приближенное равенство

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≈
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝑞(𝑖1, 𝑡1) · · · 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘), (9)

где величина 𝐿 задана, 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (7). Тогда

‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2, ‖𝐹‖2 =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

, (10)

и согласно теореме справедливо разложение (6):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ≈ I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

* · · · * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘
, (11)

где 𝜁(𝑗𝑙)𝑖𝑙
— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распре-

деление, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
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Среднеквадратическая погрешность аппроксимации кратного стохастического инте-
грала Ито определяется точно по формуле (8):

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︁
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︁2

= E
(︁
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T (𝑓(·)− 𝑓(·))

)︁2

= 𝑀2
𝐽

⃦⃦
⟨𝑓(·)− 𝑓(·)⟩𝐽

⃦⃦2
𝐿2(T𝑘)

= 𝑀2
𝐽

⃦⃦
⟨𝑓(·)⟩𝐽 − ⟨𝑓(·)⟩𝐽

⃦⃦2
𝐿2(T𝑘)

,

где ⟨ · ⟩𝐽 — симметризующий оператор.
Пусть 𝑓𝐽(·)=⟨𝑓(·)⟩𝐽 и 𝑓𝐽(·)=⟨𝑓(·)⟩𝐽 — соответствующие симметризованные функции

(2), а 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (7) функции 𝑓𝐽(·):

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ · · · ⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓𝐽(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

(︂
𝑞(𝑖1, ·)⊗ · · · ⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),

1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(·)
)︂
𝐿2(T𝑘)

=
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(I/∼)

(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ · · · ⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 , (12)

где обозначение
∑︀

(I/∼) предполагает суммирование коэффициентов разложения по всем
перестановкам индексов I = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} в каждом классе эквивалентности I𝑗 , которые
определяются аналогично классам эквивалентности T𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Вообще говоря, коэффи-
циенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 зависят от мультимножества 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), но эта зависимость
явно не указана для упрощения обозначений. Тогда, используя формулу (10), находим

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = 𝑀2

𝐽

(︁
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹𝐽‖2

)︁
, ‖𝐹𝐽‖2 =

𝐿−1∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

. (13)

На основе неравенства (4) можно предложить следующую оценку среднеквадратиче-
ской погрешности аппроксимации кратного стохастического интеграла Ито:

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 6 𝑀2

𝐽

(︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2

)︁
6 𝑘!

(︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2

)︁
.

В этой оценке правая часть не зависит от значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘.
Возможна ситуация, когда коэффициенты разложения (7) функции 𝑓(·) найдены

неточно (обозначим их 𝐹𝑖1...𝑖𝑘) и

‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2,

‖𝐹 − 𝐹‖2 =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

(𝐹𝑖1...𝑖𝑘 − 𝐹𝑖1...𝑖𝑘)
2,

(14)

тогда при использовании формулы (12) неточно будут найдены и коэффициенты раз-
ложения симметризованной функции 𝑓𝐽(·). Введем для них обозначение 𝐹 *

𝑖1...𝑖𝑘
. Далее

остается применить формулу (14) для среднеквадратической погрешности аппроксима-
ции:

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︁
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︁2

= 𝑀2
𝐽

⃦⃦
⟨𝑓(·)⟩𝐽 − ⟨𝑓(·)⟩𝐽

⃦⃦2
𝐿2(T𝑘)

,

следовательно,
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I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = 𝑀2

𝐽

(︁
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹𝐽‖2 + ‖𝐹𝐽 − 𝐹 *

𝐽‖
2
)︁
,

‖𝐹𝐽 − 𝐹 *
𝐽‖

2 =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

(︀
𝐹𝑖1...𝑖𝑘 − 𝐹𝑖1...𝑖𝑘

)︀2
.

(15)

Кроме того, справедлива следующая оценка среднеквадратической погрешности ап-
проксимации:

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 6 𝑀2

𝐽

(︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2

)︁
6 𝑘!

(︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2

)︁
.

4. Вычислительный эксперимент

Вычислим погрешности аппроксимации стохастических интегралов Ито кратностей
𝑘 = 2, 3, 4 для функций:

k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2),

k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3),

где 1(·) — единичная ступенчатая функция, полагая 𝑡0 = 0, 𝑇 = 1 и выбирая в каче-
стве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) полиномы Лежандра {𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0,
косинусоиды {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0, функции Уолша {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0, функции Хаара {𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и три-
гонометрические функции {𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0. Все перечисленные базисные системы приведены,
например, в [11].

Отметим, что кратные стохастические интегралы Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·), I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·)
и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·) — это повторные стохастические интегралы Ито, которые использу-
ются при построении численных методов решения стохастических дифференциальных
уравнений с порядками сильной сходимости 1–2 [4].

Результаты вычислений по формуле (13), т. е. при точном нахождении коэффициен-
тов разложения функций k(·), указаны в таблицах 1–5. Таблицы 1, 2 и 4 соответствуют
кратным стохастическим интегралам Ито относительно независимых винеровских про-
цессов, а табл. 3 и 5 соответствуют кратным стохастическим интегралам Ито относи-
тельно винеровских процессов, часть из которых совпадают. В таблицах приведены аб-
солютные и относительные значения погрешности аппроксимации. Анализ полученных
результатов показывает, что наибольшую точность аппроксимации обеспечивают коси-
нусоиды. Далее следуют полиномы Лежандра, обеспечивающие погрешность, примерно
в два раза меньшую по сравнению с функциями Уолша и функциями Хаара. Тригоно-
метрические функции либо немного лучше, либо немного хуже функций Уолша и Хаара.
Для сравнения важно, что среднеквадратическая погрешность аппроксимации, соответ-
ствующая функциям Уолша и Хаара, совпадает с погрешностью, которую обеспечивает
численное интегрирование с шагом ℎ = 1/𝐿 при условии 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Увеличение вели-
чины 𝐿 в два раза приводит к уменьшению погрешности аппроксимации примерно в два
раза. Аналогичный вывод справедлив для любых вариантов задания величин 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘
(результаты вычислений для части вариантов в статье не приведены из-за ограничений
на объем).
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Таблица 1. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035714( 7.14%) 0.016667(3.33%) 0.008065(1.61%) 0.003968(0.79%) 0.001969(0.39%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034075( 6.81%) 0.014937(2.99%) 0.006936(1.39%) 0.003328(0.67%) 0.001627(0.33%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062500(12.50%) 0.031250(6.25%) 0.015625(3.13%) 0.007813(1.56%) 0.003906(0.78%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062500(12.50%) 0.031250(6.25%) 0.015625(3.12%) 0.007812(1.56%) 0.003906(0.78%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072688(14.54%) 0.036803(7.36%) 0.018651(3.73%) 0.009406(1.88%) 0.004725(0.95%)

Таблица 2. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
k (𝑘 = 3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036141(21.68%) 0.016948(10.17%) 0.008180(4.91%) 0.004008(2.41%) 0.001981(1.19%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.033988(20.39%) 0.015055( 9.03%) 0.006996(4.20%) 0.003350(2.01%) 0.001634(0.98%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556(33.33%) 0.029514(17.71%) 0.015191(9.11%) 0.007704(4.62%) 0.003879(2.33%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556(33.33%) 0.029514(17.71%) 0.015191(9.11%) 0.007704(4.62%) 0.003879(2.33%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.050378(30.23%) 0.025162(15.10%) 0.012636(7.58%) 0.006334(3.80%) 0.003169(1.90%)

Таблица 3. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
k (𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036568(21.94%) 0.017229(10.34%) 0.008295(4.98%) 0.004048(2.43%) 0.001994(1.20%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034092(20.46%) 0.015199( 9.12%) 0.007059(4.24%) 0.003373(2.02%) 0.001641(0.98%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.053819(32.29%) 0.029080(17.45%) 0.015082(9.05%) 0.007677(4.61%) 0.003872(2.32%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.053819(32.29%) 0.029080(17.45%) 0.015082(9.05%) 0.007677(4.61%) 0.003872(2.32%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048076(28.85%) 0.024732(14.84%) 0.012574(7.54%) 0.006331(3.80%) 0.003172(1.90%)

Таблица 4. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
k (𝑘 = 4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017174(41.22%) 0.008390(20.14%) 0.004096( 9.83%) 0.002012(4.83%) 0.000994(2.39%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.016013(38.43%) 0.007428(17.83%) 0.003495( 8.39%) 0.001679(4.03%) 0.000819(1.97%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.023248(55.79%) 0.013513(32.43%) 0.007270(17.45%) 0.003769(9.05%) 0.001919(4.60%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.023248(55.79%) 0.013513(32.43%) 0.007270(17.45%) 0.003769(9.05%) 0.001919(4.60%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020123(48.30%) 0.010404(24.97%) 0.005269(12.65%) 0.002645(6.35%) 0.001323(3.18%)

Таблица 5. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
k (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.006660(15.98%) 0.003207(7.70%) 0.001555(3.73%) 0.000760(1.82%) 0.000375(0.90%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.005424(13.02%) 0.002447(5.87%) 0.001150(2.76%) 0.000554(1.33%) 0.000271(0.65%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009657(23.18%) 0.005005(12.01%) 0.002552(6.12%) 0.001289(3.09%) 0.000648(1.55%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009657(23.18%) 0.005005(12.01%) 0.002552(6.12%) 0.001289(3.09%) 0.000648(1.55%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011005(26.41%) 0.005863(14.07%) 0.003047(7.31%) 0.001555(3.73%) 0.000785(1.88%)
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