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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðåäèíãåðà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ñóììèðîâà-

íèå ðÿäîâ ìåòîäîì àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè èçîòîïî-
çàìåùåííûõ ìîëåêóë. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññ÷èòûâàþòñÿ óðîâíè èçîòîïîëîãîâ âîäû. Îáíàðóæåíî, ÷òî ðÿäû 
òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñõîäÿòñÿ êàê ïðè çàìåùåíèè âîäîðîäà íà äåéòåðèé èëè òðèòèé, òàê è ïðè çàìåùåíèè 
«òÿæåëîãî» àòîìà êèñëîðîäà (Î16

 → Î18). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà ïîçâî-
ëÿåò ðàññ÷èòàòü èçîòîïè÷åñêèå ñäâèãè óðîâíåé äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðè ëþáîì èçîòîïîçàìåùåíèè, ñîõðàíÿþùåì 
è ïîíèæàþùåì ñèììåòðèþ ìîëåêóëû. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé, òåîðèÿ âîçìóùåíèé Ðýëåÿ—Øðåäèí-
ãåðà, ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé; isotopic shift of vibrational levels, Rayleigh–
Schrödinger perturbation theory, summation of divergent series of perturbation theory. 

 

Ââåäåíèå 
 

Èçîòîïè÷åñêèé ýôôåêò èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ 
ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ ñòðîåíèÿ è ñâîéñòâ ìîëå-
êóë [1–6]. Èçìåðåíèÿ è àíàëèç ñïåêòðîâ ïîãëîùå-
íèÿ, èçëó÷åíèÿ è ðàññåÿíèÿ èçîòîïîçàìåùåííûõ 
ìîëåêóë ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ìîëåêó-
ëû, èçó÷èòü âíóòðåííåå ñèëîâîå ïîëå, îïðåäåëèòü 
äèïîëüíûé ìîìåíò. Äàííûå î êîëåáàòåëüíî-âðàùà-
òåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ è ñïåêòðàõ èçîòîïíûõ ìîäèôè-
êàöèé ìîëåêóë íåîáõîäèìû äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî 
êðóãà íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð äëÿ 
ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ èçîòîïîâ. Äëÿ àò-
ìîñôåðíîé ñïåêòðîñêîïèè ñóùåñòâåííî, ÷òî ëèíèè 
èçîòîïîëîãîâ âîäû, óãëåêèñëîãî ãàçà, ìåòàíà è äðó-
ãèõ àòìîñôåðíûõ è çàãðÿçíÿþùèõ àòìîñôåðó ãàçîâ 
ìîãóò ïîïàäàòü â îêíà èëè ìèêðîîêíà ïðîçðà÷íîñòè 
è îïðåäåëÿòü ïîãëîùåíèå â íèõ.  

Ïðè íåêîòîðîì óïðîùåíèè (îòñóòñòâèå ðåëÿòè-
âèñòñêèõ, ñïèíîâûõ ýôôåêòîâ è äð.) ãàìèëüòîíèàí, 
îïèñûâàþùèé êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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ãäå α α− ∂ ∂�=N NP i x  – îïåðàòîð èìïóëüñà, xNα – äå-
êàðòîâû êîîðäèíàòû N-ãî ÿäðà (α = x, y, z); mN – 
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è ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêà-
öèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí èçî-
òîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû, â êîòîðîé ÿäðà ñ ìàññà-
ìè Nm  çàìåùåíû èçîòîïàìè ñ ìàññàìè ′ ,Nm  â âèäå 
ñóììû  
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îïèñûâàåò âñå ýôôåêòû èçîòîïîçàìåùåíèÿ. Äëÿ 
àíàëèçà ýòèõ ýôôåêòîâ óäîáíî ââåñòè ïàðàìåòðû  
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ïðåäñòàâëÿþùèå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû çà-
ìåùàåìûõ àòîìîâ. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷èå â ìàññàõ 
èçîòîïîâ îáû÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè ìàñ-
ñàìè ( )′ ′− << ,N N Nm m m  òî ïðè çàìåùåíèè òÿæåëûõ 
àòîìîâ (mN >> 1) âåëè÷èíû μN ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè  
è îïåðàòîð ΔH ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîç-
ìóùåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü â ðàñ÷åòàõ ïåðâûì è âòî-
ðûì ïîðÿäêàìè òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ – Øðåäèí-
ãåðà (ÒÂÐØ).  

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé óæå ïðèìåíÿëàñü ðàíåå 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòîïíûõ 
ìîäèôèêàöèé ðàçëè÷íûõ ìîëåêóë â ñëó÷àå çàìå-
ùåíèÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëûõ àòîìîâ [3–6]. Íàïðè- 
ìåð, çàìåùåíèå 12Ñ íà èçîòîï 13Ñ â ÑÎ2 (μ = 0,07) 
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ïðèâîäèò ê ñäâèãó ïîðÿäêà 101–102
 ñì−1 äëÿ êîëå-

áàòåëüíûõ ïîëîñ, ÷òî ñîñòàâëÿåò ìàëóþ âåëè÷èíó 
ïî îòíîøåíèþ ê êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè (∼ 103

 ñì−1); 
â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ÒÂÐØ, ïî-âèäèìîìó, 
âïîëíå îïðàâäàíî. Ïðè çàìåùåíèè àòîìîâ âîäîðîäà 
íà äåéòåðèé îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû ñî-
ñòàâëÿåò ∼ 0,5, è âû÷èñëåíèå óðîâíåé ñ ïîìîùüþ 
òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ ïîä âîïðîñîì. 
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 
ïîïðàâêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, à òàêæå èñïîëüçîâàòü 
êàêèå-òî ñïîñîáû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ ïðè èõ ðàñ-
õîäèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [6–8]).  

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿ-
ùèõñÿ ðÿäîâ ìåòîäîì àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýð-
ìèòà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè èçîòîïîçàìåùåííûõ ìîëåêóë. Äëÿ 
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü êâàðòè÷íîãî 
ñèëîâîãî ïîëÿ ìîëåêóëû Í2

16Î ñ ïàðàìåòðàìè, îï-
ðåäåëåííûìè ab initio ðàñ÷åòàìè. Ýòà ìîäåëü ïîç-
âîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷åñòü îñîáåííîñòè ìîëå-
êóëû è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëÿòü ýíåðãåòè÷å-
ñêèå óðîâíè ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ÷èñëåííûìè 
ðàñ÷åòàìè. Èñïîëüçîâàíèå áîëåå òî÷íûõ ìîäåëåé,  
â ÷àñòíîñòè ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îïè-
ñûâàþùåé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð íà óðîâíå òî÷íî-
ñòè èçìåðåíèé, çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ, 
íå âëèÿÿ íà îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå àëãåáðàè-
÷åñêèõ àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà â êîìáèíàöèè 
ñ ïîïðàâêàìè ÒÂÐØ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äàåò âîç-
ìîæíîñòü åäèíûì ñïîñîáîì íà îñíîâå îäíîé ôóíê-
öèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èçó÷àòü ýôôåêòû èçî-
òîïîçàìåùåíèÿ íåçàâèñèìî îò åãî âèäà ïðè áîëü-
øîì èëè ìàëîì îòíîñèòåëüíîì èçìåíåíèè ìàññû 
çàìåùàåìîãî àòîìà.  

Ïðè àíàëèçå èçîòîïè÷åñêèõ ýôôåêòîâ íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, íà-
ïðèìåð èçìåíåíèå ñèììåòðèè ìîëåêóëû ïðè èçî-
òîïîçàìåùåíèè. Òàê, â ìîëåêóëå ìåòàíà, èìåþùåé 
ñèììåòðèþ Td, êîëåáàòåëüíûå ÷àñòîòû òèïà E, F1, F2 
âûðîæäåíû. Ïðè çàìåùåíèè äâóõ àòîìîâ âîäîðîäà 
íà äåéòåðèé èçîòîïîçàìåùåííàÿ ìîëåêóëà CH2D2 
èìååò áîëåå íèçêóþ ãðóïïó ñèììåòðèè – C2V. Ïðè 
ýòîì ñíèìàþòñÿ âûðîæäåíèå êîëåáàòåëüíûõ ÷àñòîò 
è ñäâèãè êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé; âîëíîâûå ôóíê-
öèè äîëæíû îïèñûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîç-
ìóùåíèé äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Òàêæå íåîá-
õîäèìî çàìåòèòü, ÷òî è ïðè ñèììåòðè÷íîì èçîòîïî-
çàìåùåíèè, êîãäà ñèììåòðèÿ ìîëåêóëû íå ìåíÿåòñÿ, 
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íàëè÷èå áëèçêèõ êîëåáàòåëü-
íûõ ÷àñòîò – òàê íàçûâàåìûå ñëó÷àéíûå ðåçîíàí-
ñû. Ðåçîíàíñíîå ïåðåìåøèâàíèå ñîñòîÿíèé ïðèâî-
äèò ê ñèëüíîìó èçìåíåíèþ èçîòîïè÷åñêèõ ñäâèãîâ 
öåíòðîâ ïîëîñ è öåíòðîâ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëü-
íûõ ëèíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåõîäàìè ìåæäó 
íåâîçìóùåííûìè ñîñòîÿíèÿìè. 

 

1. Ïðîìåæóòî÷íûé ãàìèëüòîíèàí 
èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû 

 

Ãàìèëüòîíèàí (2) èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêó- 
ëû ìîæíî çàïèñàòü â óäîáíîì âèäå, èñïîëüçóÿ íîð-

ìàëüíûå êîëåáàòåëüíûå ïåðåìåííûå è ìîëåêóëÿð-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âûáðàííûå â ñîîòâåòñòâèè 
ñ óñëîâèÿìè Ýêêàðòà äëÿ îñíîâíîé ìîëåêóëû. 
Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (2) ãàìèëüòîíèàí ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå  
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– õîðîøî èçâåñòíûé ãàìèëüòîíèàí Âèëüñîíà–Ãî-
âàðäà–Åëüÿøåâè÷à–Óîòñîíà îñíîâíîé ìîëåêóëû, ãäå 
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äèíàòû îñíîâíîé ìîëåêóëû; Va(Q) – àíãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè; Jα – êîìïîíåíòû 
îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà; μαβ(Q) – ýëåìåíòû òåí-
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êîìïîíåíòû îïåðàòîðà êîëåáàòåëüíîãî ìîìåíòà, αξij – 

ïîñòîÿííûå Êîðèîëèñà. 
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð ΔH â (5) îïèñûâàåò âñå 

ýôôåêòû, âûçâàííûå èçîòîïîçàìåùåíèåì. Ãàìèëü-
òîíèàí (5) îáû÷íî íàçûâàþò «ïðîìåæóòî÷íûì» ãà-
ìèëüòîíèàíîì. Îïåðàòîð ΔH èìååò âèä [3, 9]: 
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Çäåñü lNαi – ýëåìåíòû ìàòðèöû ôîðì êîëåáàíèé; 
Δμαβ(Q) è θαi(Q) – ôóíêöèè íîðìàëüíûõ êîîðäè-
íàò. Ñîãëàñíî [4, 5, 8],  

 ( )αβ
′ −Δμ − ×

′=
2

N N

N
N

m m
Q

m
 

 ( ) ( ) ( )− −
γδ τ γ δαγ δβ

γδ τ

 
′′ ′′× δ − 

  
 

2
1 0 0 0 1

,N N N Nm r r rI I   (8) 

 ( ) ( )−
α βγδ γ δαβ

β γδ

′ − ′′θ − ε
′  

1 2 1 0= ,
2

N N
i N i NN

NN

m m
Q m l r

m
I  (9) 

ãäå 0

N
r τ – ðàâíîâåñíûå êîîðäèíàòû N-ãî àòîìà â ìî-

ëåêóëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; εβγδ – åäèíè÷íûé 
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð; ′′I – ìàòðèöà ìîìåíòîâ 
èíåðöèè [10].  

Ïðîèñõîæäåíèå è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñëàãàå-
ìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (7) î÷åâèäíû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå 
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îáóñëîâëåíî ðàçëè÷èåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êîëå-
áàíèé ÿäåð èçîòîïíîé è îñíîâíîé ìîëåêóë. Ýòî 
ñëàãàåìîå âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîîðäèíà-
òû Qi íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè êîëåáàòåëüíûìè 
êîîðäèíàòàìè äëÿ èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû,  
â ðåçóëüòàòå â ïðîìåæóòî÷íîì ãàìèëüòîíèàíå ïðè-
ñóòñòâóþò ïåðåêðåñòíûå ñëàãàåìûå ïî îïåðàòîðàì 
èìïóëüñà. Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñâÿçàíû  
ñ èçìåíåíèåì ìîìåíòîâ èíåðöèè ïðè èçîòîïîçà-
ìåùåíèè, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî èçìåíå-
íèåì ýíåðãèè êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà, 
ôèêñèðîâàííàÿ â ìîëåêóëå, íå óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèÿì Ýêêàðòà äëÿ èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû. 
 Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî  
â ïðèáëèæåíèè Áîðíà–Îïïåíãåéìåðà îïåðàòîð ΔH 
íå ñîäåðæèò ôóíêöèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè  
è ëþáûå èçîòîïè÷åñêèå ýôôåêòû ìîãóò áûòü îï-
ðåäåëåíû, åñëè èçâåñòíû ìàññû ÿäåð, ýëåìåíòû 
ìàòðèöû ôîðì êîëåáàíèé, ïàðàìåòðû ðàâíîâåñíîé 
ñòðóêòóðû ìîëåêóëû. Àíàëèçèðóÿ èçîòîïè÷åñêèå 
ýôôåêòû, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ΔH â ïðîìåæó-
òî÷íîì ãàìèëüòîíèàíå êàê âîçìóùåíèå, ýòîò îïåðà-
òîð ëèíåéíî çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé 
ìàññ àòîìîâ ïðè èçîòîïîçàìåùåíèè. Îäíàêî â âû-
÷èñëåíèÿõ ÒÂÐØ íåîáõîäèìî çíàòü òî÷íûå óðîâíè 
ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíêöèè îñíîâíîé ìîëåêóëû, 
òàê êàê â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ 
ãàìèëüòîíèàí (6). Òî÷íûå óðîâíè ýíåðãèè è âîëíî-
âûå ôóíêöèè êîëåáàòåëüíûõ èëè êîëåáàòåëüíî-âðà-
ùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóë îïðåäåëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ïîýòîìó 
òàêîå ðàçáèåíèå ãàìèëüòîíèàíà (5) íà íóëåâóþ ÷àñòü 
è âîçìóùåíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ íå óäîáíî, è ïðè âû-
÷èñëåíèè ðÿäîâ ÒÂÐØ íåîáõîäèìî âûáðàòü èíîå 
íóëåâîå ïðèáëèæåíèå. 

 

2. Âûáîð íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ  
è ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü 

 

Àíàëèçèðóÿ âëèÿíèå èçîòîïîçàìåùåíèÿ íà êî-
ëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóë, ìû èñïîëü-
çóåì ïîäõîä ÒÂÐØ è ïåðåãðóïïèðóåì ïðîìåæóòî÷-
íûé ãàìèëüòîíèàí (5)–(9). Â êà÷åñòâå íóëåâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé îñíîâíîé ìîëåêóëû ñ èçìåíåííûìè 
êîëåáàòåëüíûìè ÷àñòîòàìè 

 ( )ω + δ + 2 2

0 = ,
2

i i
i i

i

H p q   (10) 

ãäå qi – áåçðàçìåðíûå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû; pi – 
ñîîòâåòñòâóþùèå èìïóëüñû. Èçìåíåíèå êîëåáàòåëü-
íûõ ÷àñòîò ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ δi íåîáõîäèìî  
â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷àñòîòû êîëåáàíèé ωi îñíîâíîé 
ìîëåêóëû âûðîæäåíû èëè ïî÷òè âûðîæäåíû, ÷òî 
ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ïåðåìåøèâàíèþ â ñëó÷àå ïî-
íèæåíèÿ ñèììåòðèè ìîëåêóëû ïðè èçîòîïîçàìåùå-
íèè. Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàòåëüíóþ ÷àñòü ïðîìå-
æóòî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà èçîòîïîçàìåùåííîé ìî-
ëåêóëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 ′ = +0 .H H W    (11) 
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Çäåñü Bαβ(q) – ýëåìåíòû ìàòðèöû âðàùàòåëüíûõ 
ïîñòîÿííûõ; Ua(q) – àíãàðìîíè÷åñêàÿ ÷àñòü ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè; ââåäåíû äâà ôîðìàëüíûõ  
ïàðàìåòðà λ è μ. Íåîáõîäèìûé íàì ðåçóëüòàò ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè âûáîðå λ = μ = 1 â îêîí÷àòåëüíûõ ôîð-
ìóëàõ. Ñâÿçü ïàðàìåòðîâ , , , ...

ij kl
ijh h h  ñ ìîëåêóëÿð-

íûìè ïîñòîÿííûìè ïðèâåäåíà â òàáë. 1.  
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Ïàðàìåòðû ïðîìåæóòî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà (11) 
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ ñîäåðæèò äâà 

ïàðàìåòðà, òî è ðÿä ÒÂÐØ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî  
êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ V ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì äâóõ 
ïåðåìåííûõ  
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Çäåñü ( )
,
V

nme  – êîýôôèöèåíòû ðÿäà ÒÂÐØ äëÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà (11). Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ðÿäà ÒÂÐØ, 
âû÷èñëåííàÿ ïðè μ = 0, äàåò óðîâåíü ýíåðãèè EV 
îñíîâíîé ìîëåêóëû. Ïîýòîìó ñóììà â ïåðâûõ ñêîá-
êàõ â ïðàâîé ÷àñòè (13) ñîîòâåòñòâóåò EV. Êàê 
ñëåäñòâèå, èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã óðîâíåé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñóììîé ðÿäà  

 +
+
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 Δ = μ λ
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E e    (14) 

âû÷èñëåííîé ïðè λ = μ = 1. Îòìåòèì, ÷òî íå âñå êî-
ýôôèöèåíòû ðÿäà ÒÂÐØ èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû- 
÷èñëåíèè èçîòîïè÷åñêîãî ñäâèãà, êîýôôèöèåíòû  

( )
,0
V

ne  â (14) îòñóòñòâóþò. Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî  
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ñîîòíîøåíèÿ, êàê áóäåò âèäíî äàëåå, ðàñõîäèòñÿ. 
Îäíàêî ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ôîðìàëüíîå âûðàæå-
íèå èçîòîïè÷åñêîãî ñäâèãà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû 
ÒÂÐØ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü èçîòîïè÷åñêèå 
ñäâèãè áåç âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé  
è âîëíîâûõ ôóíêöèé îñíîâíîé ìîëåêóëû, ïðè÷åì 
óðîâíè ëþáûõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé îïðåäåëÿ-
þòñÿ (êðîìå ìàññ èçîòîïîâ) åäèíûì íàáîðîì ïàðà-
ìåòðîâ îñíîâíîé ìîëåêóëû.  

Ôîðìóëû (11)–(12) òàêæå ñîäåðæàò ïðîèçâîëü-
íûå ïàðàìåòðû δi – ñäâèãè êîëåáàòåëüíûõ ÷àñòîò, 
êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîá-
ðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â íàøåì ñëó÷àå ìû ìîæåì 
âûáðàòü ýòè âåëè÷èíû òàê, ÷òîáû ñäâèíóòûå ÷àñòî-
òû ñîâïàäàëè ñ ÷àñòîòàìè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 
èçîòîïîçàìåùåííîé ìîäèôèêàöèè: 

 ′ω + δ = ω .i i i    (15) 

Ãàðìîíè÷åñêèå ÷àñòîòû èçîòîïîçàìåùåííîé ìî-
ëåêóëû 

i
′ω  ëåãêî ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ èçî-

òîïè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå [3]:  

 { }′−det =0.AX X    (16) 

ãäå À, X, X′ – ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè Aij = 

α α
α

′= ,
N

N i N j
NN

m
l l

m
 = ω δ2 ,ij i ijX  ′ ′= ω δ2 .ij i ijX  

Òàêæå äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâî-

äÿùåå îïåðàòîð +0

,

ij
i j

i j

H h p p  ê ñóììå êâàäðàòîâ. 

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî 
íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü è îñòàëüíóþ ÷àñòü îïå-
ðàòîðà âîçìóùåíèÿ (12).  

 

3. Ðåêóððåíòíàÿ ñõåìà ÒÂÐØ 
 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê âûñîêèõ ïîðÿäêîâ 
ê ýíåðãèè ( )

,
V
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VVc  èñïîëü-

çóþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå-
íèÿ ÒÂÐØ. Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè, ïðèâåäåì ýòè 
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðÿäîâ äâóõ ïåðåìåííûõ:  
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Çäåñü = + μ(0) (1)
VS VS VSW W W  – ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïå-

ðàòîðà âîçìóùåíèÿ W (12); ( , )n p
VSc  – êîýôôèöèåíòû 

ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïî ôóíêöèÿì íóëå-

âîãî ïðèáëèæåíèÿ 
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V SVS
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Ñîîòíîøåíèÿ (17), (18) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êî-
ýôôèöèåíòû ðÿäà ÒÂ ëþáîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåé 
ðàáîòå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî 100-ãî ïîðÿäêà ÒÂÐØ. 

 

4. Àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû 
Ïàäå–Ýðìèòà 

 

Äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ÒÂÐØ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñäâèã óðîâíåé èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû, 
óäîáíî èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàí-
òû Ïàäå–Ýðìèòà. Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèé 
àïïðîêñèìàíò AN(λ) ñòåïåíè N äëÿ ôóíêöèè EV(λ), 

ïðåäñòàâëåííîé ðÿäîì ( )
=

λ = λ ( )

0

V k
V k

k

E e , îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê êîðåíü àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [11]:  
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P p  – ïîëèíîìû ñòåïåíåé q0, q1, …, qN. 

Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïîëèíîìîâ ïîëó÷àþòñÿ èç àñèìï-
òîòè÷åñêîãî óñëîâèÿ 
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Îíî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ( )

.

n

i
p  Ïðîñòåéøèé ñëó-

÷àé N = 1 ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàíòàì Ïàäå–Ýð-
ìèòà, îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåð-
âîé ñòåïåíè  

 ( ) ( ) ( )λ − λ λ1 0 1= .A P P    (21) 

Â ñëó÷àå N = 2 àïïðîêñèìàíòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê 
ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ  
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P P P P
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Äëÿ N = 3, 4 àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû 
ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå; 
àïïðîêñèìàíòû áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè ïîëó÷àþòñÿ 
ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (20).  

Àïïðîêñèìàíòû íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, 
åñëè ñòåïåíè âñåõ ïîëèíîìîâ â (20) îäèíàêîâûå: 
q0 = q1 = … = qN = q. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëü-
çîâàëèñü äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû 2–5-é ñòå-
ïåíåé; êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàíòû îïðåäåëÿëèñü  
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ïî ôîðìóëå (22), àïïðîêñèìàíòû áîëåå âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé – ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (20). 
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ, èìåþùóþ N âåòâåé. Íàïðèìåð, ïðè N = 2 
ñîîòíîøåíèå (22) îïðåäåëÿåò äâå âåòâè îäíîé 
ôóíêöèè, îáóñëîâëåííûå âûáîðîì çíàêà ïåðåä 
êâàäðàòíûì êîðíåì. Îäíà èç âåòâåé ÿâëÿåòñÿ «ôè-
çè÷åñêîé» – îíà äàåò çíà÷åíèå ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ, 
äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿëñÿ ðÿä ÒÂÐØ, âòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé – îíà ñîîòâåòñòâóåò äðóãîìó 
óðîâíþ òîé æå ñèììåòðèè.  

Ðàíåå àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–
Ýðìèòà óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ ñóììèðîâàíèÿ 
ðÿäîâ ÒÂÐØ ïðè âû÷èñëåíèè êîëåáàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè ðàçëè÷íûõ ìîëåêóë, îïðåäåëåíèè 
êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê ê ýëåêòðîííîé ýíåðãèè  
è ðåøåíèè íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ (ñì., íàïðè-
ìåð, [11–21]). 

 

5. Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè èçîòîïíûõ 

ìîäèôèêàöèé Í2
16Î 

 

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ ÒÂÐØ, 
ïðåäñòàâëÿþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè èçîòîïîçà-
ìåùåííûõ ìîëåêóë, ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü 
êâàðòè÷íîãî ñèëîâîãî ïîëÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè èñ-
ïîëüçóåì êîëåáàòåëüíûå ÷àñòîòû, àíãàðìîíè÷åñêèå 
ïîñòîÿííûå è äðóãèå ìîëåêóëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè 
ìîëåêóëû âîäû [22]. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé 
âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûìè ïðèáëèæåíèÿìè: â îïå-
ðàòîðå âîçìóùåíèÿ (12) ìû ïðåíåáðåãàåì ñëàãàå-
ìûì Êîðèîëèñà, äîáàâêîé Óîòñîíà, à òàêæå âêëà-
äàìè Δμαβ(Q) è θαi(Q). Äëÿ ìîëåêóëû âîäû âêëàä 
ýòèõ ñëàãàåìûõ ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ïî âåëè÷èíå 
âðàùàòåëüíîé ïîñòîÿííîé Ñ ∼ 8 ñì−1, è äëÿ íàøèõ 
öåëåé îí íåñóùåñòâåíåí, à äîáàâêà Óîòñîíà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ, äàþùàÿ îäèíàêî- 
âóþ ïîïðàâêó äëÿ âñåõ óðîâíåé. Â ýòîì ñëó÷àå 
îïåðàòîð (12), îïèñûâàþùèé ýôôåêò èçîòîïîçàìå- 
 

ùåíèÿ, óïðîùàåòñÿ è ñîäåðæèò êðîìå àíãàðìîíè-
÷åñêîé ÷àñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òîëüêî îäíî 

ñëàãàåìîå 
,

ij
i j

i j

h p p . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð 

äàåò íàèáîëüøèé âêëàä â êîëåáàòåëüíûå óðîâíè 
ýíåðãèè èçîòîïîëîãîâ. Äàëåå âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ 
ðÿäà (14), ïðåäñòàâëÿþùåãî èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã 
óðîâíåé, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ çà-
äà÷ó – âû÷èñëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòî-
ïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû èñõîäÿ èç ìîëåêóëÿðíûõ 
êîíñòàíò îñíîâíîé ìîëåêóëû, ò.å. ñóììèðîâàíèå 
«âñåãî» ðÿäà ÒÂÐØ. Êîýôôèöèåíòû ðÿäà âû÷èñ-
ëÿëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíîé ñõåìîé (17), 
(18), â êîòîðîé ïàðàìåòð μ áûë ïîëîæåí ðàâíûì 
åäèíèöå. 

Ðàñ÷åòû óðîâíåé ýíåðãèè ïðîâåäåíû äëÿ èçî-
òîïîëîãîâ HD16O, D2

16O, T2
16O, HT16O, DT16O. 

Òàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè ðàññ÷èòàíû óðîâíè 
H2

18O êàê òèïè÷íûé ïðèìåð çàìåùåíèÿ òÿæåëîãî 
àòîìà. Ïðîâîäèëîñü äâà âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé – 
ëèíåéíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì è ñ ïîìîùüþ 
ÒÂÐØ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàò âàðèàöèîííîãî 
ðàñ÷åòà ñ÷èòàëñÿ òî÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòà-
òîì ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ÒÂÐØ (ñðàâíåíèå ñ íèì 
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà). 
Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ÒÂÐØ ïðîâîäèëîñü ñ ïîìî- 
ùüþ äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà 

2–5-é ñòåïåíåé (19), (20). Ðàññ÷èòûâàëèñü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè àïïðîêñèìàíòîâ âîçðàñòàþùåãî ïîðÿä-
êà è àíàëèçèðîâàëàñü ñõîäèìîñòü ýòèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé. Â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà âû-
áèðàëèñü ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 
îáåñïå÷èâàþùåé íàèëó÷øóþ ñõîäèìîñòü. 

 

6. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå 
 

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. 
Äëÿ êàæäîãî ðàññìîòðåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïåð- 
âîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû êîëåáàòåëüíûå êâàíòîâûå 
÷èñëà ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿëñÿ ðÿä  
  

Ò à á ë è ö à  2  

Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé H2O  

v1, v2, v3  ÒÂÐØ 
Âàðèàöèîííûé 

ðàñ÷åò 
v1, v2, v3 ÒÂÐØ 

Âàðèàöèîííûé 
ðàñ÷åò 

HD16O D2
16O 

0, 1, 0 
1386,3790/1403,4837 

(2%)  
1386,3790 0, 1, 0 

1194,8309/1178,3710 
(1%) 

1194,8309 

0, 2, 0  
 

1, 0, 0  
 

2718,2236/2723,6797 
(3%) 

2796,9229/2782,0111 
(2%)  

2718,2237  
 

2796,9229  
 

0, 2, 0 
2372,2006/2336,8388 

(1%) 
2372,2006 

1, 0, 0  
 

0, 2, 0 
 

0, 0, 1  

2796,9220/2782,0111 
(2%) 

2718,2146/2723,6797 
(1%) 

3744,3424/3707,4667 
(1%) 

2796,9229  
 

2718,2237  
 

3744,3428  

1, 0, 0 
2735,7722/2671,6458 

(3%) 
2735,7722 

0, 0, 1 
 

1, 0, 0  
 

0, 2, 0  

3744,3428/3707,4667 
(1%) 

2796,9962/2782,0111 
(1%) 

2718,8083/2723,6797 
(1%) 

3744,3428 
 

2796,9229  
 

2718,2237 

0, 3, 0 
3622,4600/3474,3195 

(4%) 
3622,4600 
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Ò à á ë è ö à  2  ( Ï ð î ä î ë æ å í è å )  
 

v1, v2, v3  ÒÂÐØ 
Âàðèàöèîííûé 

ðàñ÷åò 
v1, v2, v3 ÒÂÐØ 

Âàðèàöèîííûé 
ðàñ÷åò 

HD16O D2
16O 

0, 3, 0 
 

1, 1, 0 
 

4039,1488/4099,9559 
(2%) 

4179,5794/4145,4731 
(1%)  

4039,1488  
 

4179,5795  
 

1, 1, 0 
3910,5702/3846,849 

(2%) 
3910,5703 

1, 0, 0 
 

0, 3, 0  
 

0, 1, 1 
 

4179,5784/4145,4731 
(1%) 

4039,1195/4099,9559 
(2%)  

5066,5927/5089,5398 
(1%)  

4179,5795  
 

4039,1488  
  

5066,5930 
 

0, 1, 1 
4131,4959/3956,0075 

(4%) 
4131,4959 

0, 1, 1  
 
 
 

5066,5933/5089,5398 
(1%) 

4179,5854/4145,4731 
(1%) 

5066,5930  
 

4179,5795  

  

0, 4, 0  
 

1, 2, 0 
 

4972,4569/4589,30 
(8%) 

5299,8122/4990,8276 
(6%) 

4972,4569  
 

5299,8122 

HT16O T2
16O 

0, 1, 0 
1318,7329/1332,480 

(1%) 
1318,7329 0, 1, 0 

1048,9045/995,3258 
(5%) 

1048,9045 

1, 0, 0  
 

0, 2, 0 

2344,9222/2299,8218 
(2%) 

2624,7646/2639,7866 
(1%) 

2344,9217  
 

2624,7647  
0, 2, 0 

2103,8471/1976,5698 
(6%) 

2103,8471 

0, 2, 0 
 

1, 0, 0  
 

2624,7673/2639,7866 
(1%) 

2344,9232/2299,8218 
(2%)  

2624,7647  
 

2344,9217  
 

1, 0, 0 
2374,1231/2237,2537 

(6%) 
2374,1231 

1, 1, 0  
3615,6598/3616,0289 

(1%) 
3615,6598  

 
0, 0, 1 

2798,3760/2366,6100 
(18%) 

2798,3760 

0, 3, 0  
3755,3811/3716,6 

(1%)  
3755,3748  0, 3, 0 

3157,9198/2943,2762 
(7%) 

3157,9198 

1, 1, 0  
3945,9739/3920,0778 

(1%) 
3945,9739  1, 1, 0 

3418,0375/3226,7610 
(6%) 

3418,0375 

0, 1, 1 
5019,2618/5032,3266 

(1%) 
5019,2919  0, 1, 1 

3816,7004/3354,6983 
(13%) 

3816,7002 

DT16O H2
18O 

0, 1, 0 
1117,8546/1091,1204 

(2%) 
1117,8546  
926,3178 

0, 1, 0 
1564,7501/1588,2759 

(2%) 
1564,7501 

0, 2, 0 
2222,8064/2164,3958 

(2%) 
2222,8064  0, 2, 0 

3097,2672/3139,0500 
(2%) 

3097,2672 

1, 0, 0  
2450,6040/2294,7420 

(6%)  
2450,6040  1, 0, 0 

3687,6025/3649,6854 
(1%) 

3687.6025 

0, 0, 1  
 

1, 0, 0 

2909,3626/2737,40463 
(6%)  

2450,8161/2294,7420 
(6%)  

2909,3626  
 

2450,6040 
 

0, 0, 1 
3756,8141/3741,5667 

(1%) 
3756,8141 

0, 3, 0  
 

1, 1, 0 

3442,5215/3219,85707 
(7%) 

3577,4916/3381,56148 
(6%) 

3442,5216  
 

3577,4747  
0, 3, 0 

4621,7511/4648,4778 
(1%) 

4621,7511 

1, 1, 0  
 

0, 3, 0  
 

0, 1, 1 
 

3577,4747/3381,56148 
(4%) 

3442,5208/3219,8570 
(7%) 

3978,6837/3817,5918 
(4%) 

3577,4747  
 

3442,5216  
 

3989,6865 
 

1, 1, 0 
5194,8620/5221,2433 

(1%) 
5194,8620 

0, 1, 1  
 

3989,6864/3817,5918 
(4%)  

3989,6865 0, 1, 1 
5246,6704/5310,4613 

(2%) 
5246,6704 

 

Ïðèìå÷àíèå .  Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè âçÿòû èç ðàáîò 
ãðóïïû IUPAC [23–26]. Óðîâíè ýíåðãèè äëÿ òðèòèåâûõ èçîòîïîëîãîâ âçÿòû èç èíôîðìàöèîííîé 
ñèñòåìû specta.iao.ru (òàêæå ñì. [27] è ññûëêè çäåñü). 
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(âûäåëåíû ïîëóæèðíûì), à òàêæå êâàíòîâûå ÷èñëà 
ñîñòîÿíèé, ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âåò-
âè àïïðîêñèìàíòîâ. Âî âòîðîì ñòîëáöå â ðàñ÷åòíûõ 
óðîâíÿõ ïîä÷åðêíóòû öèôðû, îòëè÷íûå îò ðåçóëü-
òàòà âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáë. 2 ïðèâîäÿòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé, ïîëó÷åííûå ïðè 
àíàëèçå ÈÊ-ñïåêòðîâ (÷åðåç êîñóþ ÷åðòó, ñ óêàçà-
íèåì ðàçíîñòè â ïðîöåíòàõ). Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî 
èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü óïðîùåííàÿ ôóíêöèÿ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñ-
ïðîèçâîäèò ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè íå òîëüêî îñ-
íîâíîé èçîòîïíîé ìîäèôèêàöèè – Í2

16Î, íî è èçî-
òîïîëîãîâ ïðè ñèììåòðè÷íîì è íåñèììåòðè÷íîì 
çàìåùåíèè âîäîðîäà íà äåéòåðèé è òðèòèé.  

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñóììèðîâàíèÿ ñ óðîâ-
íÿìè, ïîëó÷åííûìè âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, ïîêà-
çûâàåò èõ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå. Ìîæíî 
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñóììèðîâà-
íèÿ ðÿäîâ ÒÂÐØ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ýíåð- 
ãèè èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé ïðèìåíèì íå òîëüêî  
äëÿ ñëó÷àÿ çàìåùåíèÿ òÿæåëîãî àòîìà (16Î → 18Î),  
íî òàêæå è äëÿ ñëó÷àåâ çàìåùåíèÿ «ëåãêèõ» àòî- 
ìîâ – âîäîðîäà íà äåéòåðèé èëè òðèòèé. Çäåñü ïî-
ëåçíî îòìåòèòü ðÿä ìîìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäëà-
ãàåìûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà.  

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ 
ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè èçîòîïîçàìåùåííûõ ìîëå-
êóë ìû èñïîëüçîâàëè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ  
è âû÷èñëÿëè ïîïðàâêè ê ýíåðãèè äî 100-ãî ïîðÿä-
êà. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëÿëèñü ïîïðàâêè  
è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà – äî 140-ãî. Äëÿ âñåõ 
ðàññìîòðåííûõ óðîâíåé ýíåðãèè è âñåõ èçîòîïíûõ 
ìîäèôèêàöèé ïîïðàâêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îêà- 
çûâàþòñÿ áîëüøèìè ïî âåëè÷èíå, ÷òî óêàçûâàåò  
íà ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ ÒÂÐØ. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ 
ïîïðàâîê 100-ãî ïîðÿäêà – ∼ 109

 ñì−1 ïðè âûáîðå 
ãàìèëüòîíèàíà íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êàê è äëÿ îñ-
íîâíîé èçîòîïíîé ìîäèôèêàöèè Í2

16Î (δI = 0 â (15)). 
Åñëè ÷àñòîòû êîëåáàíèé âûáðàòü â ñîîòâåòñòâèè  
ñ (15), òî äëÿ ðÿäà óðîâíåé ïîïðàâêè âîçðàñòàþò 
äî 10100

 ñì−1 è áîëåå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïîÿâëåíèåì 
äîïîëíèòåëüíîãî âêëàäà â îïåðàòîðå âîçìóùåíèÿ 
(12). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðÿäû ðàñõîäÿò-
ñÿ ïðè ëþáîì èçîòîïîçàìåùåíèè äëÿ âñåõ èçîòîï-
íûõ ìîäèôèêàöèé, äàæå äëÿ íèæíèõ êîëåáàòåëü-
íûõ ñîñòîÿíèé H2

18O (μ = 0,11).  
Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ÒÂÐØ. Äëÿ ñóììèðîâà-

íèÿ ðÿäîâ ïðèìåíÿëèñü àïïðîêñèìàíòû 2–5-é ñòå-
ïåíåé, êîòîðûå èìåþò îò äâóõ äî ïÿòè âåòâåé ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðèìåíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ àïïðîêñè-
ìàíòîâ äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ îêàçàëîñü âåñüìà 
ýôôåêòèâíûì, îòëè÷èå îò âàðèàöèîííîãî ðàñ÷åòà 
äëÿ áîëüøèíñòâà óðîâíåé – ïîðÿäêà 10−7

 ñì−1. Äëÿ 
íåêîòîðûõ óðîâíåé ðàçíîñòü ñ âàðèàöèîííûì ðàñ-
÷åòîì îêàçàëàñü áîëüøå, äî 8 ⋅ 10−2 ñì−1. Óâåëè÷å-
íèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàíòîâ (q = 31 äëÿ êâàäðà-
òè÷íûõ àïïðîêñèìàíòîâ (22)) óâåëè÷èâàëî òî÷íîñòü 
âû÷èñëåíèÿ ýòèõ óðîâíåé äî âïîëíå ïðèåìëåìîãî 
çíà÷åíèÿ 10−3

 ñì−1.  

Ìíîæåñòâåííàÿ ñõîäèìîñòü. Â ñëó÷àå äîñòà-
òî÷íî ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ñîñòîÿíèé äîïîëíè-
òåëüíûå âåòâè àïïðîêñèìàíòîâ ñõîäÿòñÿ ê êàêîìó-
ëèáî ñîñòîÿíèþ, îòëè÷íîìó îò òîãî, äëÿ êîòîðîãî 
âû÷èñëÿëñÿ ðÿä. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå 
ìíîæåñòâåííîé ñõîäèìîñòè [13–17]. Â òàáë. 2 
ïðèâåäåíû êâàíòîâûå ÷èñëà è óðîâíè, ïîëó÷åííûå 
èç äîïîëíèòåëüíûõ âåòâåé àïïðîêñèìàíòîâ. Îòìå-
òèì, ÷òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ñ ïîìîùüþ 
äîïîëíèòåëüíûõ âåòâåé àïïðîêñèìàíòîâ íèæå, ÷åì 
äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåòâåé. Â ñëó÷àå, êîãäà èçîòîïîçà-
ìåùåíèå ïîíèæàåò ñèììåòðèþ ìîëåêóëû (C2V äëÿ 
Í2

16Î, Cs äëÿ HD16O, HT16O, DT16O), íàáëþäàåòñÿ 
ñâîåîáðàçíûé ýôôåêò, îáóñëîâëåííûé ñëàãàåìûì 


,

,

ij
i j

i j

h p p  – ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå 

ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ïåðåìåøèâàíèþ ñîñòîÿíèé, 
òèïè÷íîìó äëÿ ñëó÷àéíûõ ðåçîíàíñîâ. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé 
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ 
óðîâíåé èçîòîïè÷åñêèõ ìîäèôèêàöèé ìîëåêóë. Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ ìîäåëü êâàð-
òè÷íîãî ñèëîâîãî ïîëÿ, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùàÿ 
êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè èçîòîïíûõ ìîäèôè-
êàöèé âîäû (áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ èçîòîïè÷å-
ñêèõ ñäâèãîâ âîäû ïðè çàìåùåíèè âîäîðîäà íà äåé-
òåðèé è òðèòèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [28]). Äëÿ 
âñåõ ìîäèôèêàöèé âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû íà åäè-
íîé îñíîâå – ñ òàê íàçûâàåìûì ïðîìåæóòî÷íûì ãà-
ìèëüòîíèàíîì, ïîëó÷åííûì ðàíåå â [9]. Ïîêàçàíî, 
÷òî â óêàçàííîì ïîäõîäå ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé 
ðàñõîäÿòñÿ. Îäíàêî ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ 
àëãåáðàè÷åñêèõ àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷èòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòîïîçàìåùåííîé 
ìîëåêóëû.  

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé 
ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 18-02-00462). Ðàñ÷åòû 
äëÿ èçîòîïîëîãîâ âîäû âûïîëíåíû â ðàìêàõ ãîñ-
áþäæåòíîé òåìû ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ. 
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A.D. Bykov, B.A. Voronin, A.S. Dudaryonok, E.R. Polovtseva. Shift of vibrational bands upon isotope 
substitution in molecules. 

High-order Rayleigh–Schrödinger perturbation theory and series summation by the Padé–Hermit ap-
proximants are used to calculate the vibrational energy levels of isotopically substituted molecules. As an ex-
ample, the levels of water isotopologues are calculated. It is found that the perturbation series diverge in the 
cases of both hydrogen by deuterium or tritium substitution and "heavy" oxygen atom (16Î–18Î) substitution. 
However, the use of the Padé–Hermit approximants makes it possible to calculate the isotopic level shifts quite 
accurately for any isotope substitution, both preserving the symmetry of the molecule and reducing it. 


