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Рассмотрена одномерная динамическая задача теории больших упругопластических де-
формаций о взаимодействии волны разгрузки с упругопластической границей. Показа-
но, что до момента возникновения волны разгрузки упруговязкопластический материал,
заполняющий круглую трубу, под действием растущего перепада давления квазиста-
тически деформируется, удерживаясь в трубе за счет трения о ее стенку, при этом
образуются пристенное вязкопластическое течение и упругое ядро. Волна разгрузки
инициируется в момент начала проскальзывания материала на внутренней стенке тру-
бы. Проведены расчеты с использованием лучевого метода построения приближенных
решений за поверхностями сильных разрывов, получены лучевые разложения решений
за возникающими цилиндрическими поверхностями разрывов.
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Введение. Исследованию динамики упругопластических сред посвящено большое

количество работ. Хорошо изучены свойства поверхностей разрывов [1–5] и разработа-
ны численные методы решения динамических задач упругопластического деформирова-
ния [6–9]. Среди приближенных аналитических методов исследования динамики деформи-
рования и особенностей распространения граничных возмущений в деформируемых телах

следует отметить лучевой метод [10, 11], позволяющий построить разложение решения
за поверхностями разрывов в форме степенных рядов по времени [10] или лучевой ко-
ординате [11]. Для таких построений необходимы рекуррентные зависимости, связываю-
щие разрывы функций и их производных на движущихся в среде поверхностях разры-
вов. Формулировка таких ограничений, называемых геометрическими и кинематическими
условиями совместности разрывов, рассматривалась в работах [12–15]. Обзор работ, по-
священных исследованию лучевого метода приближенного решения динамических задач,
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приведен в [16]. В случае наличия ударных волн данный метод рассматривался в рабо-
тах [17, 18]. В [19, 20] лучевые прифронтовые асимптотики использовались для выявления
разрывов. Отметим также работу [21], в которой решена динамическая задача о разгруз-
ке упруговязкопластической среды при аналогичных граничных условиях, но для случая
плоской волны разгрузки.

В данной работе рассматривается одномерная динамическая задача теории больших

упругопластических деформаций о взаимодействии волны разгрузки с упругопластической

границей.
1. Модельные соотношения. При описании движения точек среды используется

способ Эйлера: ai = ai(x1, x2, x3, t). Здесь xi — пространственные криволинейные коорди-
наты; ai — материальные координаты точки деформируемой среды. Согласно [22] ковари-
антные компоненты обратимой (упругой) eij и необратимой (пластической) pij составля-
ющих тензора деформаций Альманси dij определяются дифференциальными уравнениями

изменения (переноса) в форме

Deij
Dt

= εij − εpij −
1

2
[(εim − εpim + zim)emj + emi (εmj − εpmj − zmj)],

Dpij

Dt
= εpij − pm

i ε
p
mj − εpmip

m
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Dnij

Dt
=
dnij

dt
− rimn

m
j + nm

i rmj ,
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2
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dt
=
∂ui
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2 +B(εmi emne
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(1.1)

A = 8− 8E1 + 3E2
1 − E2 − E3

1/3 + E3/3, B = 2− E1,

E1 = ekk, E2 = eije
j
i , E3 = eije

j
ke

k
i , rij = ωij + zij , ωij =

1

2

( ∂vi

∂xj
−
∂vj

∂xi

)
.

Здесь ui, vi — ковариантные компоненты векторов перемещения и скорости точек среды;
D/Dt — объективная производная по времени, записанная для произвольного тензора nij ;
εpij — ковариантные компоненты тензора скоростей пластических деформаций (источни-

ковый член в уравнении переноса для тензора необратимых деформаций); индекс после
запятой соответствует ковариантной производной по пространственной координате. За-
метим, что в случае равенства нулю нелинейной составляющей zij тензора вращений rij
производная D/Dt переходит в производную Яумана. Согласно уравнениям (1.1) в усло-
виях разгрузки (εpij = 0) компоненты тензора необратимых деформаций изменяются так

же, как при жестком перемещении тела. Из (1.1) следует представление тензора полных
деформаций Альманси dij через его составляющие eij и pij

dij = eij + pij − eine
n
j /2− einp

n
j − pine

n
j + einp

n
me

m
j .

Напряжения в среде полностью определяются обратимыми деформациями и соглас-
но законам термодинамики в случае несжимаемой среды связаны с ними зависимостями

(аналоги формулы Мурнагана)

σi
j =


−pδi

j +
∂W

∂dk
i

(δkj − 2dk
j ), pij ≡ 0,

−p1δ
i
j +

∂W

∂eki
(δkj − ekj ), pij 6= 0,

(1.2)
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где p, p1 — добавочные гидростатические давления; W — упругий потенциал. Полагая
среду изотропной, упругий потенциал W представим в виде [22, 23]

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + . . . ,

Jk =

{
Lk, pij ≡ 0,
Ik, pij 6= 0,

(1.3)
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(µ, b, χ — упругие постоянные среды). Выбор инвариантов I1, I2 тензора обратимых
деформаций в виде (1.3) обеспечивает предельный переход от второй зависимости в (1.2)
к первой при стремлении необратимых деформаций к нулю.

Будем полагать, что необратимые деформации в материале накапливаются при до-
стижении напряженным состоянием поверхности нагружения, которая в силу принципа
максимума Мизеса является пластическим потенциалом. В качестве такой поверхности
будем использовать условие пластичности Треска, обобщенное на случай деформирования
с учетом вязких свойств среды при ее пластическом течении [24], в виде

max |σi − σj | = 2k + 2ηmax |εpk|, (1.4)

где k — предел текучести; η — вязкость; σi — компоненты главных напряжений; εpk —
главные значения тензора скоростей пластических деформаций. Скорости необратимых
деформаций связаны с напряжениями ассоциированным законом пластического течения

εpij = λ
∂f

∂σij
, f(σij , εpij) = k, λ > 0. (1.5)

Под поверхностью сильного разрыва Σ(t) понимается предельный слой толщиной ∆S
при∆S → 0, в котором скорости и напряжения изменяются от значений v+

i , σ+
ij до значений

v−i , σ−ij монотонно и непрерывно [2–5]. Пластические деформации должны быть непрерыв-
ны на поверхности разрыва Σ, так как в противном случае скорости деформации неограни-
ченно возрастают внутри слоя при ∆S → 0 и в силу условия пластичности (1.4) неограни-
ченно увеличивается тензор напряжений. Однако напряжения внутри слоя должны быть
конечны. На поверхностях сильного разрыва дифференциальные законы сохранения не

выполняются, но остаются в силе интегральные законы сохранения массы, импульса и
энергии, которые принимают вид динамических условий совместности

[ρ(viνi −G)] = 0, [σij ]νj = ρ+(vj+νj −G)[vi],

σij+[vi]νj = ρ+(vj+νj −G)([vi][v
i]/2− [e])− [qj ]νj .

(1.6)

Здесь νi — ковариантные компоненты единичной нормали к поверхности разрывов Σ, на-
правление которой совпадает с направлением движения Σ; G — скорость движения Σ в

направлении нормали; qj — контравариантные компоненты вектора теплового потока; e —
плотность внутренней энергии; квадратные скобки обозначают скачок соответствующей
величины на Σ. Разрывы функций на Σ связаны соотношениями (1.6), а также геометри-
ческими и кинематическими условиями совместности

[f,i] =
[∂f
∂ν

]
νi + aαβ[f ],βxj,α, xj,α = gjkx

k
α, α = 1, 2, β = 1, 2,

[ḟ ] =
δ [f ]

δt
−

[∂f
∂ν

]
G,

∂f

∂ν
= f,iν

i, ḟ =
∂f

∂t
, [f,i] = f+

,i − f−,i , (1.7)[∂f
∂ν

]
=
∂f+

∂ν
− ∂f−

∂ν
, [f,α] = (f+ − f−),α = [f ],α,
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а разрывы их производных k-го порядка— рекуррентными соотношениями [14, 15]. В (1.7)
gij , a

αβ — компоненты пространственной и поверхностной метрик; векторы с координата-
ми ∂xi/∂yα = xi

α являются векторами, касательными к поверхности Σ; δ/δt — операция

дифференцирования по времени в данной точке Σ(t) (дельта-производная) [13].
2. Упругое деформирование. Полагаем, что цилиндрическая труба с круговым

сечением радиусом R и бесконечными образующими заполнена несжимаемым упруговяз-
копластическим материалом, свойства которого описаны выше. Стенки трубы считаем

недеформируемыми. Деформирование материала и его движение по трубе обусловлены
воздействием увеличивающегося со временем перепада давления:

∂p

∂z
= −ψ(t), ψ(0) = 0, ψ(t) = αt (α = const). (2.1)

Полагаем, что деформирование начинается из свободного состояния и сначала являет-
ся обратимым. Вследствие осевой симметрии задачи будем использовать цилиндрическую
систему координат (r, ϕ, z). В рассматриваемом случае отличными от нуля являются осе-
вое перемещение u = uz(r, t) и компоненты тензора деформаций

drr = −u2
,r/2, drz = u,r/2.

Компоненты тензора напряжений найдем из (1.2) при pij = 0:

σrr = σθθ = −s(z, r, t)− (b− µ)u2
,r/2 = −p(z, t),

σzz = −p(z, t) + µu2
,r, σrz = µu,r.

(2.2)

Здесь s(z, r, t) — неизвестная функция добавочного гидростатического давления. В со-
отношении (2.2) содержатся слагаемые до второго порядка включительно относительно
величины u,r. Таким образом, обратимые деформации полагаются малыми, учитываются
только старшие нелинейные слагаемые в зависимостях напряжений от обратимых дефор-
маций. Для упругопластических материалов такое ограничение является естественным.

Считаем, что, до тех пор пока среда удерживается в трубе за счет сухого трения,
определяемого условием

|σrz|r=R < f0 (f0 = const, f0 > k), (2.3)

на стенках трубы выполняется условие жесткого сцепления

u(R, t) = 0, v(R, t) = 0. (2.4)

На этом этапе движения силами инерции можно пренебречь, полагая скорости процесса
деформирования и течения достаточно малыми (квазистатическое приближение). Тогда
из уравнений равновесия следует, что среди диагональных компонент тензора напряжений
только σzz зависит от r, а σrr = σθθ = −p(z, t) от r не зависят.

Интегрируя уравнение равновесия с учетом (2.1), (2.4), получаем распределения на-
пряжений и перемещений в цилиндрическом слое

σrz = −ψ(t)r/2, p = −ψ(t)z + p0(t),

u = h(r, t), v =
∂h(r, t)

∂t
, h(r, t) =

αt

4µ
(R2 − r2),

(2.5)

где p0 — заданная функция контрольного давления в сечении трубы z = 0. Решение (2.5)
справедливо до момента времени t = t0, в который на стенке r = R выполняется условие

пластичности

σrz(R, t0) = −k, t0 = 2k/(αR).
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Согласно первой формуле в (1.1) через компоненты найденного поля перемещений

упругие деформации выражаются зависимостями

erz = −αtr
4µ

, err = −3

2
e2rz, ezz =

e2rz
2
.

3. Пластическое течение. Начиная с момента времени t0 в среде имеется две обла-
сти: упругое ядро V E : 0 6 r 6 m(t), где деформации являются обратимыми (упругими),
и область течения V P : m(t) 6 r 6 R. Поверхность r = m(t) является движущейся упруго-
пластической границей. В рассматриваемом случае условие пластического течения (1.4)
записывается в виде

f(σrz, ε
p
rz) = σ2

rz − (k − ηεprz)
2 = 0. (3.1)

В силу ассоциированного закона пластического течения (1.5) из условия (3.1) следует

σrz = −k + ηεprz, λ = εprz/(ηε
p
rz − k).

Параметры напряженно-деформированного состояния в любой момент времени t > t0
находятся путем интегрирования уравнений равновесия. Неизвестные функции, возника-
ющие при интегрировании, определяются из условий (2.1), (2.4), а также из условий ра-
венства компонент напряжений, перемещений и их производных на упругопластической
границе r = m(t). Таким образом, решением задачи являются следующие зависимости:

— в области вязкопластического течения V P

vP =
∂h(r, t)

∂t
+ g(r, t), g(r, t) =

2

η

(ψ(t)

4
(R2 − r2)− k(R− r)

)
,

prz =
1

η

(
kt− αt2r

4

)
− k2

αrη
, erz = −ψ(t)r

4µ
, (3.2)

uP = h(r, t) +
2

η

(k2

α
ln
R

r
+ kt(r −R) +

αt2

8
(R2 − r2)

)
;

— в области упругого ядра V E

vE =
∂h(r, t)

∂t
+ g(m(t), t),

uE = h(r, t)− 2

η

(k2

α
ln
t0
t

+ kR(t− t0)−
αR2

8
(t2 − t20)

)
.

(3.3)

Напряжение и гидростатическое давление для обеих областей определяются первыми

двумя соотношениями в (2.5), положение упругопластической границы r = m(t) — из

условия равенства на ней нулю скорости пластических деформаций εprz:

m(t) =
2k

ψ(t)
=

2k

αt
, εprz =

1

η

(
k − ψ(t)r

2

)
. (3.4)

Согласно (1.1) диагональные компоненты обратимых err, ezz и необратимых prr, pzz

деформаций, являющиеся малыми величинами более высокого порядка, чем erz, prz, в об-
ласти течения находятся численно из кинематических зависимостей

drr = err + prr − e2rz/2− 2erzprz,

dzz = ezz + pzz − e2rz/2− 2erzprz = 0, drz = erz + prz,

rzr = −rrz =
2εrz(1− ezz)

err + ezz − 2
, εrz =

v,r

2
= εerz + εprz =

∂erz
∂t

+
∂prz

∂t
,

(3.5)

εprr = ṗrr + 2prz(rzr + εprz), εpzz = ṗzz + 2prz(rrz + εprz).
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В момент времени t1 = 2f0/(αR) перепад давления становится таким, что неравен-
ство (2.3) обращается в равенство |σrz|r=R = f0 и материал начинает проскальзывать на

стенках трубы, при этом выполняется условие Прандтля

|σrz|r=R = fs (fs < k). (3.6)

4. Волна разгрузки. Скачкообразное изменение краевого условия на границе r = R
приводит к формированию поверхности сильного разрыва. В данном случае возникаю-
щая поверхность сильного разрыва Σ1(t) описывается уравнением rΣ1

= R − G(t − t1),

причем в силу предположения о малости необратимых деформаций величина G =
√
µ/ρ

является скоростью поперечных волн в линейно-упругой среде [3–5]. Поверхность Σ1 дви-
жется от границы r = R, догоняя упругопластическую границу r = m(t), при этом
течение за указанной поверхностью прекращается (волна разгрузки). Таким образом,
начиная с момента времени t1 в среде одновременно присутствуют три области: упру-
гое ядро V E : 0 6 r 6 m(t), область продолжающегося пластического течения V P :

m(t) 6 r 6 R−G(t− t1) и область разгрузки V
(1): R−G(t− t1) 6 r 6 R.

Согласно уравнению переноса для тензора необратимых деформаций (1.1) в условиях
разгрузки (εpij = 0) компоненты тензора необратимых деформаций изменяются так же,

как при жестком перемещении тела. Из кинематических зависимостей (3.5) следует, что
компонента необратимых деформаций prz в области разгрузки является функцией только

координаты. В каждой точке области V P величина prz изменяется в соответствии с (3.2).

В тот момент, когда через точку проходит поверхность Σ1, величина prz в области V
(1)

определяется зависимостью

p
(1)
rz =

1

η

( k
G

(R− r +Gt1)−
αr

4G2
(R− r +Gt1)

2
)
− k2

αrη
.

В работе [25] показано, что уравнения динамики упруговязкопластических сред при
больших деформациях могут быть записаны для областей разгрузки в перемещениях. Пе-
ремещения в областях V P и V E будем описывать зависимостями (3.2), (3.3), полученными
в квазистатической задаче в предположении, что решение в этих областях не успевает су-
щественно измениться за время прохождения волны. В [21, 26] получены точные решения
краевых задач теории больших деформаций о взаимодействии волны разгрузки с упру-
гопластической границей, движущейся в плоском тяжелом слое, находящемся на наклон-
ной плоскости и подвергнутом нагружению на свободной поверхности. В первом случае
разгрузка вызвана срывом слоя с жесткой шероховатой поверхности при преодолении си-
лы сухого трения, волна разгрузки движется от упругопластической границы, при этом
прекращается увеличение пластической области при продолжающемся нагружении. Во
втором случае разгрузка обусловлена мгновенным снятием нагрузки на границах слоя,
волна разгрузки догоняет упругопластическую границу, при этом происходит разгрузка
среды и прекращается ее течение. Поскольку в рассматриваемом случае цилиндрической
симметрии точное решение волнового уравнения не может быть получено, построим при-
ближенное решение за фронтом волны разгрузки Σ1 для напряжений σij , скоростей vi и

перемещений ui в виде лучевого ряда [10, 11, 17–20]:

f− = f−
∣∣
tΣ1

+ ḟ−
∣∣
tΣ1

(t− tΣ1
) +

1

2
f̈−

∣∣
tΣ1

(t− tΣ1
)2 + . . . =

= (f+ − [f ])
∣∣
tΣ1

+ (ḟ+ − [ḟ ])
∣∣
tΣ1

(t− tΣ1
) +

1

2
(f̈+ − [f̈ ])

∣∣
tΣ1

(t− tΣ1
)2 + . . . . (4.1)

Здесь ḟ , f̈ — первая и вторая частные производные по времени; tΣ1
— время прихода

волны в данную точку пространства; индекс “+” соответствует значению функции перед
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фронтом волны, индекс “−” — значению функции за фронтом волны. Ряд (4.1) можно
продолжить с требуемой степенью точности. В данной работе ограничимся линейными
по времени величинами для напряжений и квадратичными для перемещений. Достаточно
найти [v] и [v̇], остальные искомые величины выражаются через скачки скорости и ее

производных на волне Σ1, которые определяются следующими соотношениями:

δ [v]

δt
=
G[v]

2rΣ1

−G[εprz],

δ [v̇]

δt
=

1

2

δ2 [v]

δt2
+
G[v̇]

2rΣ1

− G

2rΣ1

δ [v]

δt
−G[ε̇prz] +G

δ [εprz]

δt
− G2[εprz]

rΣ1

.

(4.2)

Так как за волной разгрузки εprz = 0, то согласно (3.4) для произвольного момента вре-
мени [εprz] = k/η − ψ(t)rΣ1

/(2η). Неизвестные константы, возникающие при интегрирова-
нии (4.2), определяются из условия (3.6) на стенке трубы r = R. В результате в области
за волной Σ1 имеют место следующие соотношения:

u(1)(r, t) = h(r, tΣ1
) +

2

η

(k2

α
ln
R

r
+ ktΣ1

(r −R) +
α

8
t2Σ1

(R2 − r2)
)

+

+
( α

4µ
(R2 − r2) + g(r, tΣ1

)− [v(1)]
∣∣
tΣ1

)
(t− tΣ1

) +

+
( α

2η
(R2 − r2)− [v̇(1)]

∣∣
tΣ1

)
(t− tΣ1

)2 + . . . ,

σ
(1)
rz (r, t) = −

αrtΣ1

2
− µ

G
[v(1)]

∣∣
tΣ1

+

+
(
− αr

2
− µC1

Gr1/2
+

3µC

8r3/2
−
αµrtΣ1

5η
+

8αµr2

35ηG

)
(t− tΣ1

) + . . . ,

[v(1)] =
A(1)

r
1/2
Σ1

+
2krΣ1

3η
−
αr2Σ1

5η

(
t+

2rΣ1

7G

)
,

[v̇(1)] =
B(1)

r
1/2
Σ1

+
A(1)G

8r
3/2
Σ1

+
4kG

3η
−

2αtGrΣ1

5η
−

9αr2Σ1

35η
,

A(1) =
G(fs − f0)R

1/2

µ
− 2kR3/2

3η
+
αR5/2

5η

(
t1 +

2R

7G

)
,

B(1) = −αGR
3/2

2µ
+

3A(1)G

8R
− αGt1R

3/2

5η
+

8αR5/2

35η
,

tΣ1
= t1 + (R− r)/G.

5. Отражение волны разгрузки от упругопластической границы. Полученное
решение справедливо до момента времени t = t2, в который волна разгрузки сталкивается
с упругопластической границей r = m(t). С этого момента область V P с накопленными

необратимыми деформациями не увеличивается и ограничена поверхностями r = m(t2) =
m∗ и r = R, а от поверхности r = m∗ к стенке и оси трубы движутся две поверхности
разрывов с противоположно направленными скоростями: поверхность Σ2: rΣ2

= m∗+G(t−
t2) и поверхность Σ3: rΣ3

= m∗ −G(t− t2) соответственно (рис. 1).
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V (1) V (2) V (3) VE

S2 S3

m *R 0

Рис. 1. Волновая картина после отражения волны разгрузки от упругопласти-
ческой границы

Решение для искомой функции f(r, t) за волнами Σ2 и Σ3 представим в виде лучевых

рядов:

f (2) = (f (1) − [f (2)])
∣∣
tΣ2

+ (ḟ (1) − [ḟ (2)])
∣∣
tΣ2

(t− tΣ2
) +

1

2
(f̈ (1) − [f̈ (2)])

∣∣
tΣ2

(t− tΣ2
)2 + . . . ,

f (3) = (fE − [f (3)])
∣∣
tΣ3

+ (ḟE − [ḟ (3)])
∣∣
tΣ3

(t− tΣ3
) +

1

2
(f̈E − [f̈ (3)])

∣∣
tΣ3

(t− tΣ3
)2 + . . . ,

tΣ2
= t2 + (r −m∗)/G, tΣ3

= t2 + (m∗ − r)/G.

Уравнения лучевого метода для каждой волны выводятся в соответствии с алгорит-
мом, описанным в п. 4. Решениями этих уравнений являются зависимости

[v(n)] =
A(n)

r
1/2
Σn

, [v̇(n)] =
B(n)

r
1/2
Σn

+ (−1)n−1GA
(n)

8r
3/2
Σn

,

где n = 2 для волны Σ2 и n = 3 для волны Σ3. Для определения констант A
(n) и B(n)

используются краевые условия на упругопластической границе m∗, а именно условия ра-

венства перемещений u(2)
∣∣
m∗

= u(3)
∣∣
m∗
и их производных u

(2)
,r

∣∣
m∗

= u
(3)
,r

∣∣
m∗

, что в рассмат-

риваемом случае равносильно равенству σ
(2)
rz

∣∣
m∗

= σ
(3)
rz

∣∣
m∗

, поскольку в каждый момент
времени, следующий за t2, решение в области между Σ2 и Σ3 должно быть гладким. Таким
образом, получаем

u(2)(r, t) = u(1)
∣∣
tΣ2

+ (u̇(1) − [v(2)])
∣∣
tΣ2

(t− tΣ2
) +

1

2
(ü(1) − [v̇(2)])

∣∣
tΣ2

(t− tΣ2
)2 + . . . ,

σ
(2)
rz (r, t) = σ

(1)
rz (r, tΣ2

) +
(
σ̇

(1)
rz

∣∣
tΣ2

+
µB(2)

Gr1/2

)
(t− tΣ2

) + . . . ;

(5.1)

u(3)(r, t) = uE
∣∣
tΣ3

+ (u̇E − [v(3)])
∣∣
tΣ3

(t− tΣ3
) +

1

2
(üE − [v̇(3)])

∣∣
tΣ3

(t− tΣ3
)2 + . . . ,

σ
(3)
rz (r, t) = −

αrtΣ3

2
− µA(3)

Gr1/2
+

(
− αr

2
− µB(3)

Gr1/2
+

3µA(3)

8r3/2

)
(t− tΣ3

) + . . . ,

(5.2)

где

A(2) = 0, A(3) = A(1) +
2k

3η
m

3/2
∗ − αm

5/2
∗

5η

(
t2 +

2m∗
7G

)
,

B(2) =
Gm

1/2
∗

2η

(αt2m∗
2

− k
)
, B(3) = B(1) +

3kGm
1/2
∗

4η
− αt2Gm

3/2
∗

8η
− αm

5/2
∗

4η
.
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Распределение напряжения σrz(r, t) вдоль луча в моменты времени t′ =
t1 +(t2−t1)/2 (сплошная линия) и t′′ = t2 +(t3−t2)/2 (штрихпунктирная линия)
при 2m∗ −R 6 r 6 R

Рис. 3. Распределение перемещения вдоль луча в момент времени t3 при

2m∗ −R 6 r 6 R

Из (5.1) следует, что, так же как в случае плоских волн [26], Σ3 является поверхно-
стью разрывов скоростей (ударная волна), тогда как Σ2 является поверхностью разрывов

ускорений (слабая волна). Заметим, что для параметров задачи, близких к параметрам ре-
альных процессов, область вязкопластического течения оказывается существенно меньше
упругого ядра (пристенное течение). Следовательно, выражения (5.1), (5.2) справедливы
до момента времени t3 = t2 + (R−m∗)/G, в который волна Σ2 достигает стенки трубы и

отражается от нее в виде слабой волны Σ4: rΣ4
= R−G(t− t3). С учетом краевого условия

на R (3.6) для области V (4) за волной Σ4 получаем

u(4)(r, t) = u(2)
∣∣
Σ4

+ u̇(2)
∣∣
Σ4

(t− tΣ4
) +

1

2

(
ü(2)

∣∣
Σ4
− B(2)

r1/2

)
(t− tΣ4

)2 + . . . ,

σ
(4)
rz (r, t) = σ

(2)
rz

∣∣
Σ4

+
(
σ̇

(2)
rz

∣∣
Σ4
− µB(2)

Gr1/2

)
(t− tΣ4

) + . . . .

(5.3)

Решения (5.2), (5.3) справедливы до момента времени t4 = t3 +(R−m∗)/G, в который
поверхность Σ4 совпадет с поверхностью r = m∗. Начиная с этого момента от упругопла-
стической границы в направлении оси цилиндра движется поверхность разрывов ускоре-
ний Σ5: rΣ5

= m∗ − G(t − t4), в то время как в области V
(4) скорость и ускорение оста-

ются непрерывными и, следовательно, решение описывается зависимостями (5.3). Можно
предположить, что в этой области испытывает разрыв вторая производная по времени от
скорости [v̈].

На рис. 2, 3 представлены распределения касательного напряжения и перемещения

вдоль луча на отрезке 2m∗ − R 6 r 6 R. Расчет проводился для алюминиевого сплава
АМг6 при значениях постоянных материала [27] ρ0 = 2,7 · 103 кг/м3, µ = 27,7 · 109 Па, k =
1,7 ·108 Па, η = 7,5 ·103 Па · с и параметрах задачи f0 = 1,008k, fS = 0,58k, R = 1,5 ·10−2 м,
α = 2,099 · 106 Па/(м · с).

Следует отметить, что по мере приближения волнового фронта к оси цилиндра ин-
тенсивность волны Σ3 может неограниченно возрастать. Это приводит к появлению новой
пластической области. Полученные в данной работе лучевые аппроксимации решения мо-
гут служить для контроля расчетов при использовании численных схем.
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