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В статье решается задача об определении температуры на внутренней стенке полого цилиндра. При
помощи преобразования Фурье по времени задача сведена к обыкновенному дифференциальному урав-
нению, с помощью которого был найден Фурье-образ точного решения искомой обратной граничной
задачи. Для применения преобразования Фурье по времени искомое решение было умножено на e−t и
сведено к двум некорректным задачам. В работе рассмотрен метод проекционной регуляризации, позво-
ляющий получить устойчивое решение задачи, а также получена точная по порядку оценка погрешности
приближенного решения.

DOI: 10.15372/SJNM20230308
Ключевые слова: оценка погрешности, преобразование Фурье, некорректная задача.

Sidikova A.I., Sushkov A.S. Solution of the inverse boundary problem of heat exchange
for a hollow cylinder // Siberian J. Num. Math. / Sib. Branch of Russ. Acad. of Sci. ––
Novosibirsk, 2023. –– Vol. 26, N◦-- 3.–– P. 331–344.

The article solves the problem of determining the temperature on the inner wall of a hollow cylinder.
Using a time Fourier transform, the problem is reduced to an ordinary differential equation, with the help of
which the Fourier transform of an exact solution of the inverse boundary value problem is found. A projection
regularization method is considered, which makes it possible to obtain a stable solution to the problem and
an accurate in order of magnitude estimate of the error of the approximate solution. Since high accuracy
requirements are imposed on solutions of such problems in numerical calculations, an algorithm is developed
to improve the accuracy and reliability of processing the results of thermal test data. To check the performance
of the algorithm, test calculations are carried out.
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Введение

Среди задач тепловой диагностики, возникающих в технических конструкциях, осо-
бое место занимают задачи, в которых возникает необходимость непрерывной оценки
температуры внутренней поверхности объекта, на которой непосредственные измерения
невозможны. Например, это проблемы контроля температуры двигателей летательных
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аппаратов, температуры поверхности лопаток турбин, геофизические задачи. Постанов-
ке и исследованию подобных задач посвящены работы [1–7]. Для практического исполь-
зования решения этих задач необходимо знать оценки погрешности решений и, по воз-
можности, более точные. Разработка оптимальных методов решения обратных гранич-
ных задач и получение оценок погрешности этих методов началась сравнительно недавно
[8–13].

Целью данной работы является получение оценки точности приближенного решения
обратной граничной задачи для полого цилиндра. Основной трудностью при решении и
исследовании данной задачи является работа с бесселевыми функциями, что усложняет
технику получения оценки погрешности. При получении оценки погрешности важную
роль сыграло преобразование Фурье по времени. Для применения преобразования Фу-
рье искомое решение было умножено на экспоненту. Данный подход уже использовался
в работе [13] при решении обратной задачи тепловой диагностики с разрывным коэф-
фициентом. Обратная граничная задача в более общей постановке была исследована с
применением преобразования Фурье в работе [14].

В статье исследуется одномерная обратная задача теплообмена в полом цилиндре с
внутренним и внешним радиусами r0 и r2. При этом доступно измерение температуры
при r1, r0 ≤ r1 ≤ r2, и требуется определить граничное значение при r = r0. Методом
проекционной регуляризации получена точная по порядку оценка погрешности прибли-
женного решения исследуемой задачи. Метод проекционной регуляризации использует
преобразование Фурье по t, обрезая при этом высокочастотные гармоники, которые при-
водят к неустойчивости задачи. Усечение происходит за счет выбора параметра регуля-
ризации по схеме М.М. Лаврентьева [15].

1. Постановка обратной задачи

Пусть тепловой процесс описывается уравнением

∂u(r, t)

∂t
= a2

{
∂2u(r, t)

∂r2
+

1

r

∂u(r, t)

∂r

}
, r0 < r < r2, t > 0, (1)

решение u(r, t) ∈ C([0, 1] × [0,∞)) ∩ C2,1((0, 1) × (0,∞)) и удовлетворяет следующим
начальному и граничным условиям:

u(r, 0) = 0, r0 ≤ r ≤ r2, (2)

u(r0, t) = q(t), t ≥ 0, (3)

u(r2, t) = 0, t ≥ 0, (4)

где q(t) ∈ C2[0,+∞), q(0) = q′(0) = 0 и существуют числа b, b1, t0 и γ0 ∈ (0, 1] такие, что
для любого t ≥ t0:

|q(t)|2 ≤ b2/(1 + t2)
1
2
(1+γ0), sup

t≥0
{|q′(t)|, |q′′(t)|} ≤ b1. (5)

Отметим, что условия, наложенные на функцию q(t), использовались в работе [13].
Пусть функция q(t) нам не известна и подлежит определению, а вместо нее в точке

r1 ∈ (r0, r2) измеряется температура f(t), соответствующая данному процессу,
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u(r1, t) = f(t), t ≥ 0. (6)

Пусть C[0,∞) — множество непрерывных ограниченных на полупрямой [0,∞) функ-
ций. Предположим, что при f(t) ∈ C[0,∞) существует решение q(t) обратной задачи (1),
(2), (4), (6), удовлетворяющее условию (5), а при подстановке функции q(t) в условие
(3) прямой задачи (1)–(4) решение u(r, t) этой задачи будет удовлетворять условию (6),
но вместо функции f(t) нам даны некоторое приближение fδ(t) ∈ L2[0,∞) ∩ L1[0,∞) и
уровень погрешности δ > 0 такие, что

‖e−t ·
(
fδ(t)− f(t)

)
‖L2[0,∞) ≤ δ. (7)

Требуется, используя fδ, δ и условие (7), определить функцию qδ(t) и оценить величи-
ну погрешности ‖qδ(t)− q(t)‖L2[0,∞). Для этого необходимо введение класса равномерной
регуляризации и дополнительного условия о принадлежности точного решения этому
классу, а также при решении обратной задачи необходимо использовать семейство опе-
раторов, равномерно регуляризующих решение обратной задачи на данном классе кор-
ректности [16].

1.1. Сведение обратной граничной задачи (1), (2), (4), (6), (7) к
задаче, для которой применимо преобразование Фурье по t

Так как для решения поставленной задачи будет использовано преобразование Фурье
по t, то сделаем замену

v(r, t) = e−t · u(r, t), r0 ≤ r ≤ r2, t ≥ 0.

Отметим, что указанная замена использовалась ранее в работе [13] при решении обрат-
ной задачи теплопроводности для композиционных материалов. После замены задача
сведется к следующей:

∂v(r, t)

∂t
= a2

{
∂2v(r, t)

∂r2
+

1

r

∂v(r, t)

∂r

}
− v(r, t), r0 < r < r2, t > 0, (8)

v(r, 0) = 0, r0 ≤ r ≤ r2, (9)

v(r0, t) = h(t), h(t) = q(t) · e−t, t ≥ 0, (10)

v(r2, t) = 0, t ≥ 0. (11)

Из (5) будет следовать, что
h(t) ∈W 2

2 [0,∞), (12)

где W 2
2 [0,∞) — пространство Соболева:

W 2
2 [0,∞) =

{
h(t) : h(t), h′(t) ∈ C[0,∞), h′′(t) ∈ L2[0,∞), h(0) = lim

t→∞
h(t) = 0

}
,

‖ · ‖2W 2
0 [0,∞) =

∫ ∞
0

(|h(t)|2 + |h′′(t)|2)dt.

Поставим обратную задачу к преобразованной (8)–(11).
Введем класс равномерной регуляризации Md, определяемый формулой
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Md =

{
h(t) : h(t) ∈ L2[0,∞),

∫ +∞

0
|h(t)|2dt+

∫ +∞

0
|h′(t)|2dt ≤ d2

}
, d ≥ 1, (13)

h′(t) — обобщенная производная в смысле С.Л. Соболева.
Функцию h(t), определяемую формулой (10), будем считать неизвестной. Вместо нее

дана функция g(t):
g(t) = v(r1, t). (14)

Так же как в задаче (1), (2), (4), (6), эту функцию будем считать заданной прибли-
женно. В дальнейшем оценку погрешности приближенного решения обратной задачи (1),
(2), (4), (6) будем искать в образах Фурье:

‖gδ(t)− g(t)‖L2[0,∞) ≤ δ.

Пусть H = L2[0,∞) + iL2[0,∞) над полем комплексных чисел, а F — изометричный
оператор, отображающий L2[0;∞) в H и определяемый формулой

ĥ(τ) := F [h(t)] =
1√
2π

∫ ∞
0

h(t) · e−itτdt, h(t) ∈ L1[0;∞)
⋂
L2[0;∞).

Отметим, что введенное преобразование для функции h(t) совпадает со стандартным
преобразованием Фурье функции

h̃(t) =

{
h(t); t > 0,

0; t ≤ 0.

Тем самым все стандартные свойства введенного преобразования совпадают с аналогич-
ными свойствами преобразования Фурье.

После преобразования Фурье по t сведем эту задачу к следующей:

∂2v̂(r, τ)

∂r2
+

1

r

∂v̂(r, τ)

∂r
− 1 + iτ

a2
v̂(r, τ) = 0, r0 < r < r2; −∞ < τ <∞, (15)

v̂(r, τ) = F [v(r, t)],

v̂(r1, τ) = ĝ(τ), r1 ∈ (r0, r2), (16)

ĝ(τ) = F [g(t)],

v̂(r2, τ) = 0, −∞ < τ <∞. (17)

Решение уравнения (15) имеет вид

v̂(r, τ) = A(τ)I0

(
r
√

1 + iτ

a

)
+B(τ)K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
,

где I0
(
r
√

1 + iτ

a

)
, K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
— функции Бесселя мнимого аргумента [19, гл. 3, п. 3.7,

с. 91], A(τ), B(τ) — функции, определяемые формулами (16), (17).
Требуется определить функцию ĥ(τ) = v̂(r0, t).
Решая задачу (15)–(17), сведем ее к следующей формуле:

T [ĝ(τ)] = Q(τ)ĝ(τ) = ĥ(τ), τ ∈ (−∞,∞), (18)
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Q(τ) =

I0

(
r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r0
√
1+iτ
a

)
−K0

(
r2
√
1+iτ
a

)
I0

(
r0
√
1+iτ
a

)
I0

(
r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r1
√
1+iτ
a

)
− I0

(
r1
√
1+iτ
a

)
K0

(
r2
√
1+iτ
a

) . (19)

Пусть ĝδ(τ) = F [gδ(t)]. Тогда на основании теоремы Планшереля [18, гл. VIII, § 5]:

‖ĝδ(τ)− ĝ(τ)‖H ≤ δ. (20)

Множество Md при преобразовании F перейдет в множество M̂d, определяемое фор-
мулой

M̂d =

{
ĥ(τ) : ĥ(τ) ∈ L2[0,∞),

∫ ∞
0

(1 + τ2)|ĥ(τ)|2dτ ≤ 2d2
}
. (21)

Из того, что h(t) ∈Md, получаем

ĥ(τ) ∈ M̂d, M̂d ⊃ F [Md]. (22)

В следующей лемме получим двусторонние оценки для функций
∣∣∣I0(r√1 + iτ

a

)∣∣∣ и∣∣∣K0

(
r
√

1 + iτ

a

)∣∣∣.
Лемма 1. Существуют числа τ0 > 0 и c1(τ0), c2(τ0), c3(τ0), c4(τ0) > 0 такие, что для
любых τ, |τ | ≥ τ0, справедливы соотношения:

c2(τ0) · e
r

√√
1+τ2+1

2a2

√
2πr 8
√

1 + τ2
≤
∣∣∣∣I0(r√1 + iτ

a

)∣∣∣∣ ≤ c1(τ0) · e
r

√√
1+τ2+1

2a2

√
2πr 8
√

1 + τ2
. (23)

c4(τ0)
√
π · e−r

√√
1+τ2+1

2a2

√
2r 8
√

1 + τ2
≤
∣∣∣∣K0

(
r
√

1 + iτ

a

)∣∣∣∣ ≤ c3(τ0)
√
π · e−r

√√
1+τ2+1

2a2

√
2r 8
√

1 + τ2
. (24)

Доказательство. Для доказательства леммы воспользуемся формулой

√
1 + iτ

a
=

√√
1 + τ2 + 1

2a2
+ i

√√
1 + τ2 − 1

2a2
,

а также асимптотическим представлением функций I0(z) и K0(z) [20, гл. 5, § 3, с. 75]:

I0(z) =
1√
2πz
· exp

(
z +

1

8z
+

1

16z2
+

25

384z3
+ · · ·

)
,

K0(z) =

√
π

2z
exp

(
−z − 12

1!8z
+

1232

2!(8z)2
− 123252

3!(8z)3
+ · · ·

)
, z = x+ iy.

Пусть z(τ) = x(τ) + iy(τ), где x(τ) =

√√
1 + τ2 + 1

2a2
, y(τ) =

√√
1 + τ2 − 1

2a2
,

|z(τ)| =
√
x2(τ) + y2(τ) =

4
√

1 + τ2/a, ϕ = argz.
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cosϕ =

x(τ)

|z(τ)|
=

1√
2

√
1 +

1√
1 + τ2

,

sinϕ =
y(τ)

|z(τ)|
=

1√
2

√
1− 1√

1 + τ2
.

Из последних соотношений получим limτ→∞ tgϕ = 1, 0<ϕ<π/2, а
√
z(τ)=

8
√

1 + τ2√
a
· e

iπ
8 .

В результате асимптотическое разложение I0
(
r
√

1 + iτ

a

)
может быть записано в виде:

I0

(
r
√

1 + iτ

a

)
=

√
a√

2πr 8
√

1 + τ2
exp

(
r

√√
1 + τ2 + 1

2a2
+ ir

√√
1 + τ2 − 1

2a2
− iπ

8
+

a

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
+

1

1 + τ2
− ai

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
− 1

1 + τ2
+

a2

16r2(1 + τ2)
− a2i|τ |

16r2(1 + τ2)
+ · · ·

)

=

√
a · eβ√

2πr 8
√

1 + τ2
(cos θ + i sin θ),

где

β = r

√√
1 + τ2 + 1

2a2
+

a

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
+

1

1 + τ2
+

a2

16r2(1 + τ2)
+ · · · ,

θ = r

√√
1 + τ2 − 1

2a2
− π

8
− a

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
− 1

1 + τ2
− a2|τ |

16r2(1 + τ2)
− · · · .

Таким образом,

I0

(
r
√

1 + iτ

a

)
=

e
r

√√
1+τ2+1

2a2

√
2πr 8
√

1 + τ2
[1 +O(τ−1)], τ ∈ (−∞,∞). (25)

Аналогично асимптотическое выражение для K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
есть

K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
=

√
π√

2r 8
√

1 + τ2

(
−r

√√
1 + τ2 + 1

2a2
− ir

√√
1 + τ2 − 1

2a2
− iπ

8
−

a

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
+

1

1 + τ2
+

ai

8
√

2r

√
1√

1 + τ2
− 1

1 + τ2
+ · · ·

)
.

Откуда получим

K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
=

√
π√

2r 8
√

1 + τ2
· e−r

√√
1+τ2−1

2a2 [1 +O(τ−1)], τ ∈ (−∞,∞). (26)
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Из асимптотических представлений функций I0

(
r
√

1 + iτ

a

)
, K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
видно, что

I0

(
r
√

1 + iτ

a

)
растет неограниченно при τ → ∞, а функция K0

(
r
√

1 + iτ

a

)
стремится к

нулю при τ →∞.
Из (25), (26) получим, что существует τ0 > 0 и найдутся числа c1(τ0), c2(τ0), c3(τ0),

c4(τ0) > 0 такие, что для любых τ , |τ | ≥ τ0, справедливы соотношения (23) и (24).
Тем самым лемма доказана.

1.2. Решение задачи (18), (20)–(22)

Для решения задачи (18), (20)–(22) используем метод проекционной регуляризации,
применявшийся ранее в работах [9, 13]. В основе этого метода лежит регуляризующее
семейство операторов {Tα : α > 0}, определяемое формулой

Tα[ĝ(τ)] = Qα(τ)ĝ(τ), Tα : H → H, τ ∈ (−∞,∞), (27)

где

Qα(τ) =

{
Q(τ); |τ | ≤ α,
0; |τ | > α.

Замечание. Как правило, параметр регуляризации стремится к нулю, в данной задаче
удобней взять параметр регуляризации α, который стремится к бесконечности.

Регуляризующее семейство решений q̂αδ (τ) задачи (18) определим формулой

ĥαδ (τ) = Tα[ĝδ(τ)], τ ∈ (−∞,∞). (28)

Для выбора параметра регуляризации α = α(δ) в формуле (28) рассмотрим оценку

‖ĥαδ (τ)− ĥ(τ)‖H ≤ ‖ĥ
α
δ (τ)− ĥα(τ)‖H + ‖ĥα(τ)− ĥ(τ)‖H , (29)

где ĥα(τ) = Tα[ĝ(τ)].
Так как из (20), (27) и (28) следует, что

‖ĥαδ (τ)− ĥα(τ)‖H ≤ ‖Tα‖δ,

то перейдем к оценке ‖Tα‖.

Лемма 2. Пусть оператор Tα определен формулой (27), r0, a, r2 удовлетворяют усло-
вию

1− c1(τ0)c3(τ0)

c2(τ0)c4(τ0)
· e
−2(r2−r0)

a

√√
1+τ2+1

2a2 > 0.

Тогда существует число c7(α0) > 0 такое, что при α0 = τ0 для любых α, |α| ≥ α0,
справедлива оценка

‖Tα‖ ≤ c7(α0) · e
(r1−r0)

a

√
α
2 .

Доказательство. По определению, норма оператора
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‖Tα‖2 = sup
‖ĝ(τ)‖≤1

‖Tαĝ(τ)‖2
H
≤
∫ α

−α
|Qα(τ)|2|ĝ(τ)|2dτ ≤ sup

|τ |≤α
|Qα(τ)|2.

Из (19) следует

|Q(τ)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
I0

(
r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r0
√
1+iτ
a

)
−K0

(
r2
√
1+iτ
a

)
I0

(
r0
√
1+iτ
a

)
I0

(
r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r1
√
1+iτ
a

)
− I0

(
r1
√
1+iτ
a

)
K0

(
r2
√
1+iτ
a

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣I0( r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r0
√
1+iτ
a

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣K0

(
r2
√
1+iτ
a

)
I0

(
r0
√
1+iτ
a

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣I0( r2
√
1+iτ
a

)
K0

(
r1
√
1+iτ
a

)∣∣∣∣−∣∣∣∣I0( r1
√
1+iτ
a

)
K0

(
r2
√
1+iτ
a

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣ .
Из леммы 1 следует существование числа c5(τ0) > 0 такого, что для любого τ , |τ | ≥ τ0,
справедлива оценка

|Q(τ)| ≤
c1(τ0)√
r2
· er2

√√
1+τ2+1

2a2 c3(τ0)√
r0
· e−r0

√√
1+τ2+1

2a2 + c1(τ0)√
r2
· er0

√√
1+τ2+1

2a2 c3(τ0)√
r0
· e−r2

√√
1+τ2+1

2a2∣∣∣∣ c2(τ0)√
r2
· er2

√√
1+τ2+1

2a2 c4(τ0)√
r1
· e−r1

√√
1+τ2+1

2a2 − c1(τ0)√
r1
· er1

√√
1+τ2+1

2a2 c3(τ0)√
r2
· e−r2

√√
1+τ2+1

2a2

∣∣∣∣
≤
√
r1c1(τ0)c3(τ0)√
r0c2(τ0)c4(τ0)

· e(r1−r0)
√√

1+τ2+1

2a2
1 + e

−2(r2−r0)
√√

1+τ2+1

2a2

1− c1(τ0)c3(τ0)
c2(τ0)c4(τ0)

· e−2(r2−r0)
√√

1+τ2+1

2a2

≤ c5(τ0) · e
(r1−r0)

√√
1+τ2+1

2a2 . (30)

Из (30) следует, что при α0 = τ0 справедлива оценка

sup
α0≤|τ |≤α

|Q(τ)| ≤ c5(α0) · e
(r1−r0)

a

√
α
2 .

Пусть |α| ≥ α0, а c6(α0) := sup|τ |≤α0
|Q(τ)|. Тогда

sup
|τ |≤α

|Q(τ)| = max
{
c6(α0), sup

α0≤|τ |≤α
|Q(τ)|

}
≤ max

{
c6(α0), c5(α0) · e

(r1−r0)
a

√
α
2

}
= e

(r1−r0)
a

√
α
2 max

{
c6(α0) · e

−(r1−r0)
a

√
α
2 , c5(α0)

}
≤ e

(r1−r0)
a

√
α
2 max{c6(α0), c5(α0)}.

Положив c7(α0) = max{c6(α0), c5(α0)}, получим, что для любого α, |α| ≥ α0, будет спра-
ведливо соотношение

‖Tα‖ ≤ c7(α0) · e
(r1−r0)

a

√
α
2 .

Тем самым лемма доказана.

Теперь получим оценку для ‖ĥα(τ)− ĥ(τ)‖ в формуле (29).
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Пусть

∆2
1(α) = sup

{∫ α

−∞
|ĥ(τ)|2dτ +

∫ ∞
α
|ĥ(τ)|2dτ : ĥ0(τ) ∈ M̂d

}
. (31)

Из (21) получаем, что при условии ĥ0(τ) ∈ M̂d∫ ∞
α

(1 + τ2)|ĥ(τ)|2dτ ≤ 2d2. (32)

Из (31) и (32) следует, что ∆2
1(α) ≤ 2d2/(1 + α2).

Таким образом, из (29), (32), предыдущего соотношения и леммы 2 получим, что

‖ĥαδ (τ)− ĥ(τ)‖H ≤
√

2d
/√

1 + α2 + c7(α0) · e
(r1−r0)

a

√
α
2 δ. (33)

Параметр регуляризации α = α(δ) в формуле (28) выберем из условия√
1 + α2 · e

(r1−r0)
a

√
α
2 =

√
2d

c7(α0)δ
. (34)

Тогда из (33) и (34) следует, что

‖ĥα(δ)δ (τ)− ĥ(τ)‖H ≤ 2
√

2d
/√

1 + α2(δ). (35)

Так как функция
√

1 + α2 · e
(r1−r0)

a

√
α
2 строго возрастает по α и изменяется от

√
1 + α2

0×
e

(r1−r0)
a

√
α0
2 до ∞, то существует единственное решение α(δ) уравнения (34).

Поскольку уравнение (34) не имеет решения в элементарных функциях, то введем
два новых уравнения:

e
(r1−r0)

a

√
α
2 =

c8(α0)

δ
, (36)

e
2(r1−r0)

a

√
α
2 =

c8(α0)

δ
, (37)

где число c8(α0) =
√

2d/c7(α0).
Для существования и единственности решений уравнений (34), (36) потребуем вы-

полнения условия

e
(r1−r0)

a

√
α0
2 <

c8(α0)

δ
.

Решения уравнений (36), (37) обозначим через α1(δ) и α2(δ) соответственно.
Так как

√
1 + α2

0 > 1, то решение уравнения (36) больше, чем решение уравнения
(34), т. е. α1(δ) > α(δ).

Аналогично существует α1, α1 > α0, такое, что для любых α, |α| > α1, выполняются
соотношения: √

1 + α2 ≤ e
(r1−r0)

a

√
|α|
2 и e

2(r1−r0)
a

√
α1
2 <

c8(α0)

δ
. (38)

Из (38) получим, что решение уравнения (37) будет меньше решения уравнения (34),
т. е. α2(δ) < α(δ).

Таким образом, при достаточно малых значениях δ будет справедливо соотношение

α2(δ) < α(δ) < α1(δ). (39)
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Из (36), (37) будем иметь

α1(δ) =
2a2

(r1 − r0)2
ln2 c8(α0)

δ
и α2(δ) =

a2

2(r1 − r0)2
ln2 c8(α0)

δ
, (40)

а из (39) и (40) следует, что

1/α(δ, d) = O(ln−2 δ) при δ → 0. (41)

Решение задачи (18)–(21) определим формулой ĥδ(τ) = ĥ
α(δ,d)
δ (τ).

Тогда из соотношения (35) следует, что

‖ĥδ(τ)− ĥ(τ)‖H ≤
2d√

1 + α2(δ, d)
.

Окончательно, решение hδ(t) обратной задачи (8), (9), (11), (14) определим формулой

hδ(t) =

{
ReF−1[hδ(τ)]; t ≥ 0,

0; t < 0,
(42)

где F−1 — оператор, обратный F .
Учитывая вышесказанное, для функции hδ(t) будет справедлива оценка

‖hδ(t)− h(t)‖L2[0,∞) ≤
2d√

1 + α2(δ, d)
. (43)

Из (41) и (43) следует существование числа c > 0 такого, что для любого достаточно
малого δ справедлива оценка

‖hδ(t)− h(t)‖L2[0,∞) ≤ cd ln−2 δ.

2. Решение основной обратной задачи

Для определения приближенного решения qδ(t) основной обратной задачи (1), (2),
(4), (6), (7) по известной функции ψ(δ) = cd ln−2 δ:

‖hδ(t)− h0(t)‖L2[0,∞) ≤ ψ(δ), (44)

мы должны поставить и решить вспомогательную некорректную задачу. Эта задача за-
ключается в вычислении значения неограниченного оператора P :

Ph(t) = et · h(t) = q(t), (45)

где функции h(t) и Ph(t) ∈ L2[0,∞).
Предположим, что искомое точное значение q0(t) задачи (45), определяемое форму-

лой
q0(t) = Ph0(t), t ≥ 0,

принадлежит классу корректности Kb, определенному условием (5):

q0(t) ∈ Kb, (46)

где Kb определяется формулой
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Kb =
{
q(t) : q(t) ∈ L2[0,∞), |q(t)|2(1 + t2)1/2(1+γ0) ≤ b2

}
. (47)

Новая некорректная задача будет определяться формулами (44)–(47).
Для решения этой задачи методом проекционной регуляризации введем регуляризу-

ющее семейство операторов {Pβ : β > 0}, где

Pβhδ(t) =

{
h(t) · et; 0 ≤ t ≤ β,
0; t > β.

(48)

Таким образом, приближенное решение задачи будем искать в виде qβδ (t) = Pβhδ(t),
а параметр регуляризации β = β(δ) будем искать, используя схему М.М. Лаврентьева

‖qβδ (t)− q0(t)‖L2[0,∞) ≤ ‖q
β
δ (t)− qβ0 (t)‖L2[0,∞) + ‖qβ0 (t)− q0(t)‖L2[0,∞), 0 < δ ≤ δ0,

где qβ0 (t) = Pβh0(t).
Теперь перейдем к оценке каждого слагаемого в правой части предыдущей формулы

‖qβδ (t)−qβ0 (t)‖L2[0,∞) = ‖Pβhδ(t)−Pβh0(t)‖L2[0,∞) ≤ ‖Pβ‖ ‖hδ(t)−h0(t)‖L2[0,∞), 0 < δ ≤ δ0.

Из (48) следует, что

‖Pβ‖ = eβ. (49)

Из (44) и (49) получим

‖qβδ (t)− qβ0 (t)‖L2[0,∞) ≤ eβ · ψ(δ), 0 < δ ≤ δ0. (50)

Из (48) следует, что

‖qβ0 (t)− q0(t)‖2L2[0,∞) = ‖Pβh0(t)− q0(t)‖2L2[0,∞) =

∫ ∞
β
|q(t)|2dt,

а из (47) следует, что∫ ∞
β
|q(t)|2dt ≤ b2

∫ ∞
β

dt

(1 + t2)1/2(1+γ0)
≤ b2

∫ ∞
β

dt

t1+γ0
.

Из предыдущего соотношения имеем

‖qβ0 (t)− q0(t)‖L2[0,∞) ≤
b
√
γ0
β−γ0/2. (51)

Далее, используя схему М.М. Лаврентьева, с учетом (50), (51) запишем уравнение

eβψ(δ) =
b
√
γ0
β−γ0/2, 0 < δ ≤ δ0, (52)

определяющее зависимость β(δ).
Для существования и единственности решения уравнения (52) потребуем выполнения

условия ψ(δ0) <
b

γ0
.

Правая часть соотношения (52), непрерывно и монотонно убывая, стремится к нулю
при β → ∞, а при β = 0 правая часть равна b/γ0. Левая часть соотношения (52),
непрерывно возрастая, стремится к бесконечности, а при β = 0 она равна ψ(δ0).

Следовательно, если b/γ0 > ψ(δ0), то уравнение (52) имеет единственное решение
β = β(b, δ). При этом оценка погрешности приближенного решения будет определяться
функцией
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‖qδ(t)− q0(t)‖L2[0,∞) ≤
2b
√
γ0
β−γ0/2(b, δ).

Эту погрешность нетрудно аппроксимировать в классе элементарных функций. Для это-
го аппроксимируем (52) уравнениями:

eβ =
b

√
γ0 ψ(δ)

, e2β =
b

√
γ0 ψ(δ)

. (53)

Решение уравнений (53) обозначим через β1(δ, b) и β2(δ, b) соответственно.
Очевидно, что β2(δ, b) ≤ β(δ, b) ≤ β1(δ, b). Тогда

β(δ, b) = O

(
ln−1

b
√
γ0ψ(δ)

)
. (54)

С учетом вышесказанного для qδ(t) будет справедлива теорема.

Теорема. Пусть функция qδ(t) определена формулой (48) и постоянная величина
ψ(δ0) <

b

γ0
. Тогда для любого достаточно малого δ справедлива следующая оценка:

‖qδ(t)− q0(t)‖L2[0,∞) ≤
2b
√
γ0

ln−γ0/2
(

b
√
γ0 ψ(δ)

)
.

Доказательство следует из (51) и (54).
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