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Разработан и применен для решения задач оптимизации формы решеток профилей метод, на-
званный вариационно-градиентным и основанный на вычислении градиента функционала оптимизаци-
онной задачи с использованием значений вариаций параметров течения по переменным проектирова-
ния, определяемых из системы уравнений газовой динамики в вариациях. Проведено тестовое сравне-
ние его эффективности с аналогичным (градиентным) методом, в котором градиент функционала вы-
числяется с помощью конечных разностей при решении конкретных задач оптимизации профилей

решеток. Получено существенное ускорение процесса поиска экстремума. Приведены численные и

графические результаты решения задач оптимизации формы решеток профилей.

ВВЕДЕНИЕ

Гидродинамическая решетка является моделью рабочих колес различных тур-
бомашин (турбин, лопаточных компрессоров и насосов, вентиляторов), повышение

качества которых является актуальной проблемой. Поскольку именно характер гид-
родинамического взаимодействия решетки с потоком, зависящий в основном от их

геометрии, определяет качество турбомашин, то актуальными являются разработка

и совершенствование методов оптимизации формы решеток профилей.
Проектирование решеток, т. е. выбор их геометрических параметров, при ко-

торых выполняются предъявляемые к турбомашинам требования, в настоящее

время, как правило, проводится методом возмущения относительно известной

геометрии прототипа с использованием экспериментальных и теоретических аэро-
гидродинамических характеристик. Применение этого метода затрудняет совер-
шенствование решетки, т. к. для этого требуется перебор большого количества

комбинаций геометрических параметров.

Более эффективными являются два других подхода к решению поставленной

задачи. Первый подход предполагает разработку различных методов решения об-
ратных задач аэродинамики и оптимизацию форм обтекаемых тел при их проекти-
ровании. Эти методы имеют давнюю историю (см., например, [1 − 3] и библиогра-
фию в них) и продолжают активно совершенствоваться в настоящее время [4 − 6].
Несомненным достоинством этого подхода является высокая эффективность их

использования, являющаяся следствием развитого аналитического описания потен-
циальных течений, однако в большинстве случаев он применим лишь для двумерных

                                                
*  Работа выполнена при финансовой поддержке интеграционного проекта СО РАН (№ 27) и РФФИ

(грант № 03-01-00521а).

  Аульченко С.М., 2005



358

течений. Второй  использование различных методов численной оптимизации, ос-
нованных на решении прямых задач обтекания решетки с привлечением тех или

иных итерационных алгоритмов решения задач гидрогазодинамики [7 − 10]. Его
достоинство состоит в возможности использования более сложных моделей тече-
ний, поскольку современные программы численного моделирования трехмерных

течений в промышленных установках позволяют проводить расчеты характери-
стик потоков для заданной геометрии с учетом явлений турбулентности. При этом,

однако, требуются значительные временные затраты, что в немалой степени пре-
пятствует использованию итерационных алгоритмов для решения оптимизацион-
ных задач. К преодолению указанных трудностей с одной стороны ведет разработ-
ка новых и модификация существующих алгоритмов расчета течений, с другой 
разработка и модификация алгоритмов решения задач оптимизации в аэрогидро-
динамике. Последнему направлению и посвящена данная работа.

ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ

Постановка задачи автоматической оптимизации форм компонентов турбо-
машин в самом общем виде включает в себя:

1. Параметрическое описание геометрии решетки, корректное с точки зрения

гидродинамики при вариации значений параметров и приемлемое с инженерной

точки зрения;

2. Построение целевого функционала и функциональных ограничений опти-
мизационной задачи;

3. Расчет течения жидкости в проточной части турбомашины, включая тече-
ние во вращающемся рабочем колесе;

4. Решение экстремальной задачи, с выбором эффективной стратегии поиска

оптимального решения.

Поскольку целью данной работы является, в первую очередь, сравнительный

анализ эффективности различных стратегий решения оптимизационных задач аэ-
рогазодинамики, то в постановке конкретной задачи было целесообразно пойти по

пути максимально возможного ее упрощения, с сохранением специфики, оправды-
вающей применение разработанной методики.

Упрощающие предположения для сформулированных выше пунктов поста-
новки задачи:

1. Используется гипотеза плоских сечений и, как следствие, появляется воз-
можность применить стандартное параметрическое задание контура профиля с

помощью средней линии и функции толщин. Итого три варьируемых параметра 
стрела прогиба средней линии f, ее абсцисса xf и максимальная толщина профиля c.
Хорда профиля b и абсцисса его максимальной толщины xc считаются фиксиро-
ванными. Функция толщин выбирается из серии профилей NACA

( ) ( )1 2 2 3 40,2969 0,1260 0,3516 0, 2843 0,1036 ,hL x c x x x x x= − − + −

а средняя линия имеет параболическую форму;

2. Учет вязкости, вычисление коэффициента сопротивления профиля и значе-
ния критерия безотрывности проводятся по интегральным соотношениям двумерно-
го пограничного слоя, описание и обоснование которых см., например, в [11, 12], а

в качестве функционала берется отношение коэффициента подъемной силы к ко-
эффициенту сопротивления профиля, т. е. его аэродинамическое качество. Функ-
циональные ограничения состоят в требовании равенства коэффициента подъем-
ной силы заданной величине и выполнении критерия безотрывности;
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3. С учетом пунктов 1, 2 расчет течения в решетке производится на основе

плоских уравнений газовой динамики:

Ut + Fx + Gy = 0,

U = (ρ, ρu, ρv, e), F = (ρu, p + ρu
2, ρuv, u(p + e)),                       (1)

G = (ρv, ρuv, p + ρv
2, v(p + e)).

Здесь координаты x и y направлены соответственно вдоль и поперек хорды
профиля и отнесены к ее длине b, время t отнесено к b/a0, компоненты скорости

газа u, v и скорость звука a  к a0, плотность ρ  к ρ0; давление p и полная энер-

гия единицы объема газа e обезразмерены параметром ρ0
2
0a ; p0 и a0  размерные

давление и скорость звука в набегающем потоке; ρ0 определяется из условия

p0 = ρ0
2
0a . Для рассматриваемой модели газа:

p = (γ − 1)(e − ρ (u2 + v2)/2),  a2 = γp/ρ.

Краевая задача для системы (1) замыкается условиями непротекания на по-
верхности профилей решетки

( ), 0L x β =�

,                                                        (2)

где β  параметры геометрии, заданием вектора скорости на левой границе рас-
четной области, давления  на правой и условий периодичности на верхней и

нижней границах вне контуров профилей;

4. Решение экстремальной задачи осуществляется двумя способами – методом

наискорейшего спуска [13] и вариационно-градиентным (ВГ) методом, сформули-
рованным в [14] и разработанным в данной работе. Безусловно, последний также

является методом наискорейшего спуска, отличаясь от традиционного его приме-
нения способом вычисления градиента функционала.

Градиент функционала J оптимизационной задачи представляется в виде

J P
J

P
β β

∂ ∂∇ =
∂∂

�

� ,

где P =
�

(u, v, ρ, p), а значения вариаций параметров течения по параметрам гео-
метрии определяются из решения системы линейных дифференциальных уравне-
ний в вариациях:

( ) div( ) 0,t uβ βρ ρ+ =�

( ) ( )(( ) ) ( ) ( ) ( ) 0,tu u u u u pβ β β βρ ρ ρ+ ∇ + ∇ + ∇ =� � � � �

                         (3)

div[( ) )] 0,e p u β+ =�

где u
�

= (u, v).
Краевыми условиями для системы (2) являются на контуре профиля решетки

0L u L uβ β∇ + ∇ =� �

                                                 (4)

и очевидные вариации граничных условий на остальных границах расчетной об-
ласти.

При минимизации функционала для определения его градиента краевая зада-
ча (3) − (4) решается на каждом шаге этого алгоритма при постоянных (уже най-
денных при решении задачи (1) − (2)) значениях газодинамических характеристик
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течения. Повышение эффективности основано на том, что время решения задачи

(3) − (4) всегда меньше, чем в задаче (1) − (2). Отношение времени расчета гради-
ента с помощью односторонних конечных разностей к аналогичному времени в

предлагаемом методе равно ( ) ( )1 1P PN Nλ+ + , а для центральных разностей, по-

вышающих точность вычисления градиента, ( ) ( )1 1 2P PN Nλ+ + , где PN   число

варьируемых переменных, а 34 12T Tλ =   отношение времен в решениях задач

(3) − (4) и (1) − (2) соответственно. Предельные значения возможного ускорения
вычислений при расчете градиента функционала для этих случаев при PN → ∞
равны 1 λ  и 2 λ . Чем сложнее используемая физическая модель течения и соот-

ветствующая ей система дифференциальных уравнений, тем меньше значение λ и
тем эффективней алгоритм.

Для нахождения численных решений этих задач (1 ) − (2) и (3) − (4) исполь-
зуются конечно-объемные схемы, расчетная сетка в физической области геомет-
рически адаптивна к контуру профилей решетки и сгущена в их окрестности, в

канонической области  она прямоугольная; число расчетных узлов  272×40.
Интегрирование по времени проводится по методу Рунге  Кутты третьего по-
рядка. Подробное тестирование данного алгоритма при решении задач до- и транс-
звукового обтекания крыльевых профилей проведено в [15].

Задача оптимизации формулируется следующим образом.

Необходимо спроектировать форму профиля решетки, удовлетворяющую аэ-
рогазодинамическим ограничениям: constq∞ = , 0 ,y yc c=  0( )f s f≥ , геометриче-

ским  0
min ,c c≤  0

max ,c c≤ constb =  и доставляющую максимум целевого функ-

ционала ( , , )J gα β
�

�

. Здесь ( , , ) y xJ g c cα β =
�

�

, ( )0 0 0
0 min max, , , ,yg q c f c c∞=� , q∞  

модуль скорости набегающего потока (в нормированных переменных  число

Маха), α  угол атаки (в системе координат, связанной с направлением набегаю-

щего потока, α является одним из компонентов вектора параметров ,β
�

 задающих

геометрию контура, но выделен из-за его большого влияния на функционал), yc  

коэффициент подъемной силы, 
x

c   коэффициент сопротивления, 
0

f   констан-

та, входящая в выбранный критерий безотрывности, s  длина дуги вдоль верхне-
го и нижнего контуров профиля, 

0 0
min max,c c   нижняя и верхняя границы макси-

мальной толщины профиля.

РЕЗУЛЬТАТЫ  РАСЧЕТОВ

Следующие оптимизационные задачи:

1. ( , , ) maxJ gα β ⇒
�

�

, при ( )0,3, 0,5, 3, 4 %, 16 %g = −�

,

2. ( , , ) maxJ gα β ⇒
�

�

, при ( )0,3, 0,8, 3, 4 %, 16 %g = −�

 решались двумя

методами. Варьируемые переменные  ,α  f, xf , c.
Эффективность методов сравнивалась при одном и том же времени решения

оптимизационной задачи 
N

T , равном времени решения задач (1) − (2) N раз.

В расчетах N  равнялось 50 и 100.
В табл. 1  данные проведенных расчетов. Первая строка  номер задачи,

вторая  
N

T , третья−четвертая  метод и значение функционала. Видно, что во

всех рассмотренных вариантах ВГ-метод позволяет получить более глубокий экс-
тремум. В табл. 2 приведены начальное и оптимальные значения варьируемых
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переменных для ВГ-метода для различных 
N

T . Здесь можно отметить характер-

ную для поиска оптимальной формы профиля “игру” между углом атаки и кривиз-
ной профиля для уменьшения значения xc  при заданном ограничении на yc   на

временном отрезке между 
50

T  и 
100

T  происходит, например, увеличение α и
уменьшение f.

На рис. 1 и 2 представлены изолинии давлений в расчетной области, а на рис.

3 и 4  формы профилей и распределения коэффициентов давления по верхней и

нижней поверхностям оптимальных профилей решеток для задач № 1 и № 2 при

100T T= , полученных ВГ-методом.

Также необходимо отметить, что для сокращения времени решения оптими-
зационной задачи в обоих методах при решении уравнений в качестве начально-
го приближения для  2-го и всех последующих расчетов брались установившиеся

Таблица  1
Значения функционала J

Задачи
Методы

№ 1 (T
50

) № 1 (T
100

) № 2 (T
50

) № 2 (T
100

)

Наискорейшего спуска 34,4 41,9 20,3 63,0

Вариационно-градиентный 39,9 45,2 53,7 69,5

Таблица  2
Начальные и оптимальные значения варьируемых параметров и соответствующие им значения

коэффициента подъемной силы и функционала

Задачи T α xf f c cy J

№ 1−2 T
0

0,00 0,500 0,000 0,600 0,00 00,0

T
50

1,21 0,483 0,138 0,464 0,491 39,9
№ 1

T
100

2,48 0,479 0,126 0,455 0,498 45,2

T
50

14,8 0,532 0,187 0,600 0,802 53,7
№ 2

T
100

15,2 0,486 0,174 0,420 0,797 69,5

Рис. 1. Изолинии давления в межлопаточной области для решетки, являющейся решением

                                                           задачи № 1, N = 100.
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поля, полученные на предыдущем оптимизационном шаге. это позволило сэконо-
мить около 30 % времени счета.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан и применен для решения задач оптимизации формы решеток про-
филей метод, названный вариационно-градиентным и основанный на вычислении

градиента функционала оптимизационной задачи с использованием значений ва-
риаций параметров течения по переменным проектирования, определяемых из

системы уравнений газовой динамики в вариациях. Проведено тестовое сравнение

эффективности этого метода с традиционным (градиентным), в котором градиент

функционала вычисляется с помощью конечных разностей при решении конкрет-
ных задач оптимизации профилей решеток. Получено существенное ускорение

процесса поиска экстремума. С увеличением числа варьируемых переменных от-
меченная эффективность будет расти.

Рис. 2. Изолинии давления в межлопаточной области для решетки, являющейся решением

                                                              задачи № 2, N = 100.

Рис. 3. Распределение коэффициента дав-
ления по верхнему и нижнему контурам

профиля решетки, являющейся решением

                 задачи № 1, N = 100.

Рис. 4. Распределение коэффициента давле-
ния по верхнему и нижнему контурам профи-
ля решетки, являющейся решением задачи

                          № 2, N = 100.
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Необходимо отметить, что при сохранении характерной для градиентных ме-
тодов большой зависимости результата от выбора начальной точки и вероятности

схождения решения к локальному экстремуму для задач с большим числом пере-
менных предпочтительней оказываются недетерминированные методы, позво-
ляющие достичь глобального экстремума. Имеет смысл использовать предложен-
ный подход для быстрого получения предварительного решения с его последую-
щим уточнением, поскольку применение неградиентных методов поиска экстре-
мума из произвольной начальной точки, как правило, требует значительного коли-
чества вычислений функционала, что при итерационных методах решения уравне-
ний движения сопряжено с очень большими временными затратами.

Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность В.Б. Курзину

и А.Ф. Латыпову за полезные обсуждения данной тематики.
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