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Предложен способ анализа волновых полей в упругом слое с произвольно меняющимися
по глубине упругими свойствами, основанный на сведении краевой задачи к системе ин-
тегральных уравнений Фредгольма второго рода и ее численном анализе. Исследованы
некоторые особенности строения дисперсионных множеств, в частности, построены их
асимптоты.
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Введение. Задача о колебаниях неоднородных упругих волноводов имеет приложение
в различных областях: геофизике, механике слоистых композитов, нано- и биомеханике.
Особенности волновых полей в неоднородных слоистых структурах изучались в работах

[1–6]. При этом стандартная схема исследования приводит к системе дифференциальных
уравнений первого порядка, коэффициенты которой зависят не только от законов распре-
деления коэффициентов Ламе по поперечной координате, но и от их производных [3, 4]. При
таком подходе остаются неисследованными важные случаи кусочно-непрерывных законов
неоднородности. В работе [5] предложен иной подход, основанный на численном постро-
ении линейно независимых решений системы линейных дифференциальных уравнений с

переменными коэффициентами, что позволяет расширить класс изучаемых функций.
В данной работе изучаются волновые поля в упругом слое с произвольно меняющи-

мися по глубине упругими свойствами. Краевая задача сводится к системе интегральных
уравнений Фредгольма второго рода. Исследованы некоторые особенности строения дис-
персионных множеств, в частности, построены их асимптоты.

1. Постановка краевых задач. Рассмотрена задача об установившихся колебаниях
с частотой ω неоднородного по толщине слоя (|x1|, |x2| 6 ∞, 0 6 x3 6 h) с жесткозакреп-
ленным основанием (x3 = 0) под действием распределенной нагрузки, определяемой век-
тором p = (p1, p2, p3) e−iωt. Изучены два случая: плоский и антиплоский. Предполагается,
что параметры Ламе λ = λ(x3), µ = µ(x3) и плотность слоя ρ(x3) являются произвольными
кусочно-непрерывными функциями. Рассматриваются задачи установившихся колебаний.
Далее временной множитель e−iωt опускается.
Задача о плоской деформации. В случае плоской деформации компоненты вектора

перемещений u1, u3 зависят только от координат x1, x3 (u1 = u1(x1, x3), u3 = u3(x1, x3)),
а u2 = 0. Уравнения движения имеют вид

σ11,1 + σ13,3 + ρ(x3)ω
2u1 = 0, σ31,1 + σ33,3 + ρ(x3)ω

2u3 = 0. (1.1)
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Закон Гука представим в форме

σ11 = λ(x3)(u1,1 + u3,3) + 2µ(x3)u1,1, σ33 = λ(x3)(u1,1 + u3,3) + 2µ(x3)u3,3,

σ13 = µ(x3)(u1,3 + u3,1).
(1.2)

Граничные условия соответствуют жесткому защемлению нижней границы слоя:

u1

∣∣
x3=0

= 0, u3

∣∣
x3=0

= 0 (1.3)

и нагружению на верхней границе:

σ13

∣∣
x3=h

= p1(x1), σ33

∣∣
x3=h

= p3(x1). (1.4)

Задача об антиплоской деформации. Среди компонент вектора перемещений отлична
от нуля только компонента u2 = u2(x1, x3), а уравнение движения имеет вид

σ12,1 + σ23,3 + ρ(x3)ω
2u2 = 0, (1.5)

причем

σ12 = µ(x3)u2,1, σ23 = µ(x3)u2,3. (1.6)

Граничные условия соответствуют жесткому защемлению нижней границы слоя и нагру-
жению на верхней границе:

u2

∣∣
x3=0

= 0; (1.7)

σ23

∣∣
x3=h

= p2(x1).

Следует отметить, что сформулированные краевые задачи приводят к уравнениям в
частных производных с переменными коэффициентами.

2. Сведение краевых задач к интегральным уравнениям Фредгольма вто-
рого рода. В случае плоской деформации краевую задачу (1.1)–(1.4) сведем к системе
дифференциальных уравнений первого порядка. Для этого применим преобразование Фу-
рье по переменной x1:

ũ1(α, x3) =

∞∫
−∞

u1(x1, x3) eiαx1 dx1, ũ3(α, x3) =

∞∫
−∞

u3(x1, x3) eiαx1 dx1,

p̃1(α) =

∞∫
−∞

p1(x1) eiαx1 dx1, p̃3(α) =

∞∫
−∞

p3(x1) eiαx1 dx1.

В результате получим каноническую систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка относительно трансформант:

dũ1

dx3
= αũ3 +

1

µ
σ̃13,

dũ3

dx3
=

iαλ

λ + 2µ
ũ1 +

1

λ + 2µ
σ̃33,

dσ̃13

dx3
=

(4α2µ(λ + µ)

λ + 2µ
− ρω2

)
ũ1 +

iαλ

λ + 2µ
σ̃33,

dσ̃33

dx3
= −ρω2ũ3 + iασ̃31.

(2.1)

Перейдем к безразмерным параметрам, введя следующие обозначения:

z =
x3

h
(x3 ∈ [0, h] 7→ z ∈ [0, 1]), µ̂(z) =

µ(hz)

µ0
, λ̂(z) =

λ(hz)

µ0
, p̂1 =

p̃1

µ0
, p̂3 =

p̃3

µ0
,

W13(z) =
σ̃13(hz)

µ0
, W33(z) =

σ̃33(hz)

µ0
, V1(z) =

ũ1(hz)

h
, V3(z) =

ũ3(hz)

h
,
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ρ̂(z) =
ρ(hz)

ρ0
, β = αh, κ2 =

ρ0ω
2h2

µ0
.

Здесь ρ0, µ0 — характерные плотность и модуль сдвига. Тогда система (2.1) преобразуется
к виду

V ′
1 = iβV3 +

1

µ̂
W13, V ′

3 =
iβλ̂

λ̂ + 2µ̂
V1 +

1

λ̂ + 2µ̂
W33,

W ′
13 =

(4β2µ̂(λ̂ + µ̂)

λ̂ + 2µ̂
− κ2ρ̂

)
V1 +

iβλ̂

λ̂ + 2µ̂
W33, W ′

33 = −κ2ρ̂V3 + iβW31,

(2.2)

а граничные условия (1.3), (1.4) примут вид

V1

∣∣
z=0

= 0, V3

∣∣
z=0

= 0,

W13

∣∣
z=1

= p̂1(α), W33

∣∣
z=1

= p̂3(α).
(2.3)

Проинтегрировав систему дифференциальных уравнений (2.2) на отрезке [0, z] и найдя
постоянные интегрирования из граничных условий (2.3), получим

V1 =

z∫
0

(
iβV3 +

1

µ̂
W13

)
dξ, V3 =

z∫
0

( iβλ̂

λ̂ + 2µ̂
V1 +

1

λ̂ + 2µ̂
W33

)
dξ,

W13 = −
1∫

z

[(4β2µ̂(λ̂ + µ̂)

λ̂ + 2µ̂
− κ2ρ̂

)
V1 +

iβλ̂

λ̂ + 2µ̂
W33

]
dξ + p̂1,

W33 =

1∫
z

(
κ2ρ̂V3 − iβW31

)
dξ + p̂3.

Исключив из этой системы V3, W13, поменяв порядок интегрирования в двойных интегра-
лах и введя обозначения U = V1, T = iW33, получим систему интегральных уравнений
Фредгольма второго рода

U(z) =

1∫
0

M1(z, ξ)U(ξ) dξ +

1∫
0

M2(z, ξ)T (ξ) dξ + p̂1

z∫
0

1

µ̂(ξ)
dξ,

−T (z) =

1∫
0

M3(z, ξ)T (ξ) dξ +

1∫
0

M4(z, ξ)U(ξ) dξ − ip̂3 − βp̂1(1− z).

(2.4)

Ядра интегральных операторов можно представить в виде

M1(z, ξ) = − β2λ̂

λ̂ + 2µ̂
K1(z, ξ)−

(4β2µ̂(λ̂ + µ̂)

λ̂ + 2µ̂
− κ2ρ̂

)
K2(z, ξ),

M2(z, ξ) =
β

λ̂ + 2µ̂
K1(z, ξ)−

βλ̂

λ̂ + 2µ̂
K2(z, ξ),

M3(z, ξ) = − κ2ρ̂

λ̂ + 2µ̂
K3(z, ξ) +

β2λ̂

λ̂ + 2µ̂
K4(z, ξ),
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M4(z, ξ) = β
[ κ2ρ̂λ̂

λ̂ + 2µ̂
K3(z, ξ) +

(4β2µ̂(λ̂ + µ̂)

λ̂ + 2µ̂
− κ2ρ̂

)
K4(z, ξ)

]
,

K1(z, ξ) = (z − ξ)θ(z − ξ), K2(z, ξ) =

min {z;ξ}∫
0

1

µ̂(τ)
dτ,

K3(z, ξ) = min {1− z; 1− ξ}, K4(z, ξ) = K1(ξ, z),

θ(x) =

{
1, x > 0,
0, x 6 0.

Аналогично краевая задача об антиплоской деформации (1.5)–(1.7) приводится к си-
стеме дифференциальных уравнений первого порядка

W ′(z) = −F (z)V (z), V ′(z) = W (z)/µ̂(z) (2.5)

с граничными условиями

V
∣∣
z=0

= 0, W
∣∣
z=1

= p̂2(α), (2.6)

где

p̂2 =
p̃2

µ0
, W (z) =

σ̃23(z)

µ0
, V (z) =

ũ2(z)

h
, F (z) = κ2ρ̂(z)− β2µ̂(z).

Аналогично задаче о плоской деформации задача (2.5), (2.6) сводится к интегральному
уравнению Фредгольма второго рода

V (z) =

1∫
0

K(z, ξ)V (ξ) dξ + f(z), (2.7)

где

K(z, ξ) = F (ξ)

min {z;ξ}∫
0

dτ

µ̂(τ)
, f(z) = p̂2

z∫
0

dξ

µ̂(ξ)
.

Следует отметить, что построенные интегральные уравнения могут быть решены
численно, если заданы соответствующие законы неоднородности. При некоторых соче-
таниях параметров соответствующие уравнения могут оказаться неразрешимыми, что
характеризует точки дисперсионных множеств [1].

Для построения дисперсионных множеств необходимо проанализировать однородные

интегральные уравнения Фредгольма второго рода (2.4), (2.7) и найти сочетания парамет-
ров κ и β, при которых существуют ненулевые решения соответствующих интегральных
уравнений [3].

3. Численный анализ полей и дисперсионных множеств. В работе реализована
схема дискретизации интегрального уравнения Фредгольма второго рода, основанная на
разбиении отрезка [0, 1] на n−1 отрезков точками z1 = 0 < z2 < . . . < zn = 1, ∆zi = zi+1−zi.
Аппроксимируем неизвестную функцию V (z) на каждом отрезке линейной функцией Ṽ (z):

Ṽ (z) = Vi+1
z − zi

∆zi
− Vi

z − zi+1

∆zi
при z ∈ [zi, zi+1], i = 1, . . . , n− 1.

Тогда, удовлетворяя интегральному уравнению (2.7) в точках zi, получим линейную ал-
гебраическую систему относительно узловых неизвестных Vi = V (zi):

Vi +
n∑

j=1

CjiVj = f(zi), i = 1, . . . , n,
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C1i =

z2∫
z1

K(zi, ξ)
ξ − z2

∆z1
dξ, Cni = −

zn∫
zn−1

K(zi, ξ)
ξ − zn−1

∆zn−1
dξ, i = 1, . . . , n,

Cji =

zj+1∫
zj

K(zi, ξ)
ξ − zj+1

∆zj
dξ −

zj∫
zj−1

K(zi, ξ)
ξ − zj−1

∆zj−1
dξ, j = 2, . . . , n− 1.

В соответствии с принятой схемой дискретизации рассматриваемые задачи приво-
дятся к системам линейных уравнений, которые при некоторых сочетаниях параметров κ
и β оказываются неразрешимыми. Множество таких точек (κ, β) образует дисперсионное
множество в исходных задачах. Для нахождения точек дисперсионного множества необхо-
димо найти такие сочетания параметров κ и β, при которых соответствующая однородная
система линейных уравнений имеет ненулевое решение. Некоторые общие закономерности
строения этих множеств приведены в [1, 2]. Вещественная компонента дисперсионного
множества состоит из конечного числа гладких кривых, исходящих из некоторых точек
на оси β = 0, определяемых как собственные значения следующих независимых спектраль-
ных задач:

(µ̂V ′
1)
′ + κ2ρ̂V1 = 0, V1(0) = V ′

1(0) = 0,

W ′
33 +

κ2ρ̂

λ̂ + 2µ̂
W33 = 0, W33(1) = W ′

33(0) = 0.

Эти задачи определяют собственные значения κ2
k (k = 1, 2, . . . , N) положительных само-

сопряженных операторов, которые в случае однородной среды соответствуют частотам

запирания поперечных и продольных волн и порождают соответственно ветви дисперси-
онного множества. При этом существует критическое значение волнового числа κ∗ такое,
что в области κ < κ∗ точки дисперсионного множества отсутствуют [2].

Численно построены дисперсионные множества для различных законов неоднородно-
сти при n = 40. На рис. 1 представлены первые три ветви дисперсионного множества

задачи о плоской деформации для некоторых параметров среды. Законы неоднородности
выбраны таким образом, чтобы интегралы от всех рассмотренных функций были равны
единице.

Следует отметить, что аномальная дисперсия наблюдается на третьей ветви, причем
она наиболее ярко выражена для третьего закона неоднородности.

Результаты аналогичных расчетов для задачи об антиплоской деформации приведены

на рис. 2.
Отметим также, что при µ = µ0 = const, ρ = ρ0 = const дисперсионное множество

может быть построено аналитически и представляет собой семейство гипербол:

κ2 − β2 = π2(1/2 + n)2, n = 0, 1, 2, . . . , κ∗ = π/2.

4. Исследование строения дисперсионных множеств. Изучим некоторые общие
закономерности строения дисперсионных множеств.

Рассмотрим систему (2.5) с однородными граничными условиями в задаче об анти-
плоской деформации. Исключив из нее W (z), составим уравнение относительно V (z):

(µ̂(z)V ′(z))′ = −F (z)V (z), V ′(1) = 0.

Умножим его на V (z) и проинтегрируем на отрезке [0, 1]. После преобразований получим
основное тождество для дисперсионных кривых

κ2 = β2

1∫
0

µ̂(V 2 + V ′2) dz
/ 1∫

0

ρ̂V 2 dz. (4.1)
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Ветви дисперсионного множества задачи о плоской деформации:
а — первая ветвь; б — вторая ветвь; в — третья ветвь; 1 — λ̂ = 1, µ̂ = 1, ρ̂ = 1; 2 —
λ̂ = z + 1/2, µ̂ = z + 1/2, ρ̂ = 1; 3 — λ̂ = 3/2− z, µ̂ = 3/2− z, ρ̂ = 1

Рис. 2. Ветви дисперсионного множества задачи об антиплоской деформации:

4 — µ̂ =
{

1, z ∈ [0, 2/3],
10, z ∈ (2/3, 1], ρ̂ = 1; остальные обозначения те же, что на рис. 1
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Введя обозначения µmax = max
z∈[0,1]

µ̂(z), µmin = min
z∈[0,1]

µ̂(z), ρmax = max
z∈[0,1]

ρ̂(z), ρmin =

min
z∈[0,1]

ρ̂(z), из основного тождества (4.1) получим следующую оценку для волнового числа:

β2µmin/ρmax + C− 6 κ2 6 β2µmax/ρmin + C+,

причем для величин C− и C+ выполняются неравенства

C− 6

1∫
0

µ̂V ′2 dz
/ 1∫

0

ρ̂V 2 dz 6 C+.

Оценку C− легко получить, используя неравенство Коши — Буняковского:

C− = 1
/

ρmax

1∫
0

( t∫
0

dξ

µ̂(ξ)

)
dt.

Построим асимптотику V (1) при |β| → ∞. В этом случае систему (2.5) можно записать
в виде

W ′(z) = β2µ̂(z)V (z), W (z) = µ̂(z)V ′(z),

V (0) = 0, W (1) = p̂2.
(4.2)

Решение системы (4.2) будем искать в виде V (z) = A eβS(z), β > 0. Подставляя это пред-
ставление в исходное уравнение и сохраняя старшие по β слагаемые, находим S(z) = ±z.
Тогда V (z) = A1 eβz +A2 e−βz. Удовлетворяя граничным условиям, получаем

V (1) =
p̂2 sh β

βµ(1) ch β
∼ p̂2

βµ(1)
.

Получим асимптотику для дисперсионных кривых при |β| → ∞. Полагая κ = tβ,
систему (2.5) с однородными граничными условиями запишем в виде

W ′(z) = β2(µ̂(z)− ρ̂(z)t2)V (z), W (z) = µ̂(z)V ′(z),

V (0) = 0, W (1) = 0.

Будем искать ее решение в виде V (z) = A eβS(z). Тогда

S(z) = ±
z∫

0

√
1− ρ̂(ξ)t2

µ̂(ξ)
dξ.

Удовлетворяя граничным условиям, получим β ch (βS(1))S′(1) = 0, откуда следует t =√
µ̂(1)/ρ̂(1). Таким образом, асимптоту кривых дисперсионного множества определяет ско-

рость поперечных волн упругой среды с характеристиками на верхней границе.
Численные расчеты по построению точек дисперсионного множества показали, что

при β > 10 результаты расчетов и результаты асимптотического анализа различаются не
более чем на 2 % для всех видов неоднородности.

Построим асимптотику точек дисперсионных множеств при |β| → ∞ в задаче о плос-

кой деформации. Полагая κ = tβ, найдем решение системы (2.2) в виде V1 = A1 eβS(z),

V3 = A3 eβS(z). Из первых двух уравнений (2.2) получаем выражения для W13 и W33:

W13 = µ̂[A1S
′(z)− iA3]β eβS(z), W33 = (λ̂ + 2µ̂)

(
A3S

′(z)− i
λ̂

λ̂ + 2µ̂
A1

)
β eβS(z) .
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Сохраняя в оследних двух уравнениях (2.2) только главные члены асимптотических разло-
жений, составим систему для нахождения постоянных A1, A3. Приравнивая к нулю опре-
делитель этой системы, находим

S1 = ±
z∫

0

√
1− ρ̂(ξ)t2

λ̂(ξ) + 2µ̂(ξ)
dξ, S2 = ±

z∫
0

√
1− ρ̂(ξ)t2

µ̂(ξ)
dξ.

Удовлетворяя однородным граничным условиям на границах слоя, получим соответ-
ствующее уравнение вида

[1− S′2(0)S′1(0)] eβ(S1(1)+S2(1)){4S′1(1)S′2(1)− [1 + S′22 (1)]} = 0.

Следует отметить, что равенство нулю первого сомножителя дает значение для t,
лишенное физического смысла, а обращение в нуль третьего сомножителя приводит к из-
вестному уравнению Рэлея [5] с упругими постоянными на верхней границе слоя.
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