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Keywords: evolution p-bi-Laplace equation, mixed finite element method, inf–sup condition and mixed
formulation, existence and uniqueness.

1. Введение и предварительная информация

Пусть Ω — ограниченная открытая область Rd с границей ∂Ω, непрерывной по Лип-
шицу. Зафиксируем конечное время T > 0 и рассмотрим следующую гиперболическую
задачу:
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
∂2u

∂t2
−∆

(
div(|∆u|p−2∇u)

)
= f(x, t), в [0, T ]× Ω,

u = Ψ, ∇u = ∇Ψ, на [0, T ]× ∂Ω,

u(0, x) = u0,
∂u

∂t
(0, x) = U1, на Ω,

(1.1)

где 2 ≤ p <∞ , f(t) и Ψ(t) — функции, заданные в Lq(Ω) и W 2,∞(Ω) соответственно.
В последние годы был достигнут значительный прогресс в изучении задач четвертого

порядка, являющихся нелинейным обобщением бигармонических задач. Основной сти-
мул для изучения (1.1) связан с различными приложениями в теории упругости, которые
используются при моделировании бегущих волн в подвесных мостах (см. [2, 11]).

Уравнения в частных производных высокого порядка с постоянным показателем изу-
чались несколькими авторами при различных условиях на данные и различными метода-
ми (см., например, [1,3,10]). Отметим также некоторые работы, представляющие интерес
для изучения этого типа уравнений с переменным показателем, например [13,18].

Авторы работы [16] рассмотрели p-бигармоническую эллиптическую задачу:
∆
(
|∆u|p−2∆u

)
= f, в Ω,

u = 0, в ∂Ω,

∂u

∂n
= 0, в ∂Ω,

где ∂

∂n
— производная по внешней нормали. С помощью бессеточного web-сплайн метода

конечных элементов авторы обсудили существование и единственность слабого решения,
а затем вывели дискретную вариационную формулировку p-бигармонической задачи.

В работе [12] предложен метод дискретного времени и получены равномерные оценки
для следующего p-бигармонического параболического уравнения:

ut + ∆
(
|∆u|p−2∆u

)
= |u|q − 1

|Ω|

∫
Ω
|u|dx, x ∈ Ω,

где Ω ⊂ RN , p > 2 и λ > 0. Авторы установили существование и единственность слабых
решений.

Конечные элементы C1 и элемент Аргириса [4] — похожие подходы к таким задачам.
Но в трех измерениях мы находим препятствия в конструировании C1-конечных элемен-
тов, которые трудно преодолеть. Упомянем другие методы, которые могут применяться
к этому классу задач: разрывные методы Галеркина, которые представляют собой класс
неконформных методов конечных элементов; h-kdG-конечные элементы, используемые
для 2-билапласиана (см. [7, 9]).

Один из вариантов, предложенных для решения нашей проблемы, заключается в ис-
пользовании смешанных конечных элементов по пространству и неявного метода Эйлера
по времени.

Метод смешанных конечных элементов является одним из наиболее популярных ме-
тодов, используемых для изучения этого семейства задач. Этот метод позволяет решать
смешанные задачи, где неизвестными являются две функции (подробнее об этом мето-
де смотри в [2, 5, 6]). Более того, сходимость этого метода подчиняется условию inf–sup
из [8, 15].

Статья построена следующим образом: в пункте 1 мы устанавливаем некоторые необ-
ходимые из основных свойств p-билапласиана. Пункт 2 посвящен получению схемы полу-
дискретизации, основанной на неявном методе Эйлера, и доказательству существования
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и единственности решения для этой схемы. В п. 3 мы даем смешанную формулировку и
условие inf–sup для доказательства корректности постановки задачи смешанной аппрок-
симации. В п. 4 мы выводим полностью дискретную схему и получаем априорные оценки
ошибки с использованием проекционного оператора Ритца и свойств ортогональности
Галеркина. Наконец, в завершение статьи, в п. 5, мы приводим результаты численного
эксперимента.

Приведем некоторые определения и утверждения, необходимые для доказательства
наших результатов.

Для 1 ≤ p <∞ определим пространство Лебега

Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R измеримая :

∫
Ω
‖f(x)‖pdx <∞

}
(1.2)

с нормой

‖f‖Lp =

(∫
Ω
‖f(x)‖pdx

) 1
p

. (1.3)

Определение 1. Для 1 ≤ p <∞ и m ∈ N определим пространство Соболева

Wm,p(Ω) =
{
f ∈ Lp(Ω); Dαf ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ N таких, что |α| ≤ m

}
(1.4)

с нормой
‖f‖m,p =

∑
|α|≤m

‖Dαf‖Lp(Ω). (1.5)

Определение 2. Определим пространство W 2,p
Ψ (Ω):

W 2,p
Ψ (Ω) = Ψ +W 2,p

0 (Ω) =
{
f ∈W 2,p

Ψ (Ω); f\∂Ω = Ψ и ∇f\∂Ω = ∇Ψ
}
, (1.6)

здесь
W 2,p

0 (Ω) = C∞0 (Ω)
W 2,p(Ω)

. (1.7)

Замечание 1.
1) Пусть p, q ∈ [1,∞), такие что q сопряжено с p, т. е.

1

p
+

1

q
= 1,

тогда для u ∈ Lp(Ω) выполняется∥∥∥ |u|p−1
∥∥∥
LqΩ)

= ‖u‖p−1
Lp(Ω). (1.8)

2) Пусть для p, q и r ∈ [1,∞) выполняется

1

p
+

1

q
=

1

r
,

тогда для u ∈ Lp(Ω) и v ∈ Lq(Ω) имеем

fg ∈ Lr(Ω) и ‖uv‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω). (1.9)
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Определение 3. Функция u называется слабым решением (1.1), если

1) u ∈ L∞
(

[0, T ],W 2,p
0 (Ω)

)⋂
W 1,∞

(
[0, T ], L2(Ω)

)
такая, что

∀ v ∈ L∞
(

[0, T ],W 2,p
0 (Ω)

)⋂
W 1,∞

(
[0, T ], L2(Ω)

)
.

2)

∫ T

0

(
∂2u

∂t2
, v

)
dt+

∫ T

0

(
|∆u|p−2∆u,∆v

)
dt =

∫ T

0

(
f, v
)
.

(1.10)

2. Полудискретизация

Разделим интервал времени [0, T ] на n подинтервалов длины τ =
T

n
и обозначим при

помощи ui значения u при ti = iτ , i = 0, 1, . . . , n. Пусть

δui(x) =
ui − ui−1

τ
,

δ2ui(x) =
δui(x)− δui−1(x)

τ

и u−1 определено в виде u−1(x) = u0(x)− τu1(x).
Для i = 1, . . . , n схему рекуррентной аппроксимации можно записать следующим

образом: {
найти ui ∼= u(·, ti), i = 1, 2, . . . , n, такую что имеем уравнение(
δ2ui, v

)
+
(
|∆ui|p−2∆ui,∆v

)
=
(
f i, v

)
.

(2.1)

Это значит{
найти ui ∼= u(·, ti), i = 1, 2, . . . , n, такую что имеем уравнение(
δui − δui−1, v

)
+ τ
(
|∆ui|p−2∆ui,∆v

)
= τ(f i, v).

(2.2)

Теорема 1. Пусть f i ∈ Lq(Ω), задача (2.2) допускает единственное слабое решение
u ∈W 2,p

Ψ (Ω) для 1 ≤ i ≤ n.

Доказательство. Определим оператор

A : W 2,p
0 (Ω)→

(
W 2,p

0 (Ω)
)∗
,

такой что
Aui = δui + τ∆2

pu
i. (2.3)

Здесь
∆2
pu
i = ∆

(
|∆u|p−2∆u

)
. (2.4)

Применим теорию монотонных операторов. Таким образом, мы должны доказать, что A
является полунепрерывным коэрцитивным и монотонным оператором.

Введем функционал K на W 2,p
0 (Ω) следующим образом:

K(ui) =

∫
Ω

(
1

2

(
δui
)2

+
τ

p

∣∣∆ui∣∣p) dx, (2.5)
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(
K ′(ui), v

)
=

d

dt

{
A(ui + tv)

}
t=0

=
d

dt

{
1

2

∫
Ω

(
δui + tv

)2
dx+

τ

p

∫
Ω

∣∣∆(ui + tv)
∣∣p dx}

t=0

=

{∫
Ω

(
δui + tv

)
v dx+ τ

∫
Ω

∣∣∆(ui + tv)
∣∣p−1

∆v dx

}
t=0

=

∫
Ω
δuiv dx+ τ

∫
Ω

(
|∆ui|p−2∆ui

)
∆v dx

=

∫
Ω
δuiv dx+ τ

∫
Ω

∆
(
|∆ui|p−2∆ui

)
v dx

=
(
δui, v

)
+ τ
(
∆2
pu
i, v
)

=
(
Aui, v

)
∀u, v ∈W 2,p

0 (Ω). (2.6)

Это означает, что K ′ = A и K дифференцируем по Гато, т. е. полунепрерывен.
Используя неравенство из [14], для p ∈ [1,∞) и a, b ∈ Rn получаем

|b|p ≥ |a|p + p|a|p−2a(b− a) +
|b− a|p

2p−1 − 1
, (2.7)

и, согласно теореме о среднем значении, имеем(
A(ui)−A(v)

)
=
(
δ(ui − v), ui − v

)
+ τ
(
∆2
pu
i −∆2

pv, u
i − v

)
=

1

2
δ‖ui − v‖2 + τ

(
∆2
pu
i −∆2

pv, u
i − v

)
≥ C(τ)‖ui − v‖2 + τ

(
∆2
pu
i −∆2

pv, u
i − v

)
≥ τ

(
∆2
pu
i −∆2

pv, u
i − v

)
= τ

∫
Ω

∣∣∆ui∣∣p−2
∆ui

(
∆ui −∆v

)
dx− τ

∫
Ω
|∆v|p−2∆v

(
∆ui −∆v

)
dx

=
2

p(2p−1 − 1)

∫
Ω

∣∣∆ui −∆v
∣∣p dx. (2.8)

Поскольку норма ‖ · ‖
W 2,p

0 (Ω)
эквивалентна полунорме ‖∆(·)‖Lp(Ω) по пространству

W 2,p
0 (Ω) (согласно теории Кальдерона–Зигмунда и Пуанкаре), мы имеем(

A(ui)−Av, ui − v
)
≥ C(p) ‖ui − v‖p

W 2,p
0 (Ω)

. (2.9)

Это доказывает монотонность A. Тогда(
A(ui), ui

)
≥ C(p) ‖ui‖p

W 2,p
0 (Ω)

, (2.10)

откуда делаем вывод о коэрцитивности A.
Используя неравенство Гельдера, получим∣∣(f i, v)

∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ω
f iv dx

∣∣∣∣ ≤ C‖f i‖q ‖v‖p, (2.11)

и, используя W 2,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), имеем∣∣(f i, v)

∣∣ ≤ C‖f i‖q ‖v‖W 2,p
0 (Ω)

. (2.12)

Это означает, что f i ∈ (W 2,p
0

(
Ω)
)∗
.
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3. Смешанная формулировка

Пусть X = W 2,p
Ψ (Ω) и Y = Lq(Ω). Выберем вспомогательную переменную

wi = |∆ui|p−1∆ui. (3.1)

Согласно следующему замечанию ψ(z) = |z|p−2z, где обратное устанавливается как
ψ(z) = sgn(z)|z|

1
p−1 z = |z|q−2z, мы можем записать задачу (1.1) следующим образом:{

−∆ui = |wi|q−2wi,

−∆wi = f i − δ2ui.
(3.2)

Смешанную систему можно записать в виде{
a(wi, v) + c(ui, v) = 0 ∀ v ∈ X,
c(wi, η) = LY (η) ∀ η ∈ Y.

(3.3)

Здесь

a(wi, v) :=

∫
Ω
|wi|q−2wiv dx, (3.4)

c(wi, η) :=

∫
Ω
−∆wiη dx, (3.5)

LY (η) :=

∫
Ω

(
f i − δ2ui

)
η dx, (3.6)

где f i = f(ti, x).

Утверждение (Условие inf–sup). Для u ∈ X мы имеем

γ ≤ C inf
06=η ∈Y

sup
06=ui∈X

c(ui, η)

‖ui‖X‖ η‖Y
. (3.7)

Доказательство. Для ui ∈W 2,p
0 (Ω) и η = |∆ui|p−2∆ui выполняется

‖η‖Lq(Ω) =
∥∥ |∆ui|p−1

∥∥
Lq(Ω)

= ‖∆ui‖p−1
Lp(Ω) (3.8)

и
c(ui, η) = ‖∆ui‖pLp(Ω). (3.9)

Следовательно,
c(ui, η) = ‖∆ui‖pLp(Ω) = ‖∆ui‖p−1

Lp(Ω)‖∆u
i‖Lp(Ω)

= ‖∆ui‖Lp(Ω)‖η‖Lq(Ω). (3.10)

Это означает, что

‖∆ui‖Lp(Ω) ≤ C
c(ui, η)

‖η‖Lq(Ω)
. (3.11)

Таким образом, мы заключаем, что
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γ ≤ C inf
06=η ∈Y

sup
06=ui∈X

c(ui, η)

‖ui‖X ‖η‖Y
. (3.12)

Это завершает доказательство.

4. Полная дискретизация

Пусть ΥT — триангуляция из треугольников T такая, что пересечение двух различ-
ных элементов является либо вершиной, либо ребром, либо пустым. Будем считать эту
триангуляцию регулярной согласно определению Сьярле. Это означает

∃µ > 0, такое что
hT
ρT
≤ µ ∀T ∈ Υh, (4.1)

где hT — диаметр T , а ρT — диаметр самого большого шара, содержащегося внутри T .
Обозначим ребра символом e и определим оператор скачка для функции v через реб-
ро/грань в точке x:

[v(x)]e =

{
lim v(x+ αηe)− v(x+ αηe), если e ∈ ξint

h ,

v(x), если e ∈ ξh − ξint
h .

(4.2)

Размер ячейки h определяется следующим образом:

h = max
T∈ΥT

hT . (4.3)

Пусть Pk(Υh) означает пространство кусочных многочленов степени k над триангу-
ляцией Υh:

Pk(Υh) =
{
φ : φ\T ∈ Pk(T ) ∀T ∈ Υh

}
. (4.4)

Зададим дискретные конечные пространства в виде

Xh = Pk(Υh)
⋂
C0(Ω̄), (4.5)

и
Xh

Ψ =
{
φ ∈ Xh ; φ\∂Ω = RΨ

}
, (4.6)

Здесь R — проекционный оператор Ритца такой, что∫
Ω
∇(Rv)∇φ =

∫
Ω
∇v∇φdx ∀φ ∈ Xh

⋂
H1

0 (Ω). (4.7)

Определим дискретный оператор Лапласа как

(∆hv)\T := (∆hv)\T ∀T ∈ Υ. (4.8)

Полностью дискретная схема для (3.3) имеет следующий вид: найти пару (uih, w
i
h) ∈

Xh
Ψ ×Xh такую, что {

a(wih, v) + ch(uih, v) = 0,

ch(wih, η) = L(η) ∀ (v, η) ∈ Xh ×Xh
0 .

(4.9)



378 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2022. Т. 25, N◦-- 4

Из формулировки Грина мы имеем

ch(uh, v) =
∑
T∈Υh

∫
T
∇uh∇v dx−

∫
∂Ω
∇Ψρv dx =

∫
Ω
∇uh∇v dx−

∫
∂Ω
∇Ψρv dx. (4.10)

Путем подстановки (4.10) в (4.9) задачу (3.3) можно записать следующим образом: найти
пару (uih, w

i
h) ∈ Xh

Ψ ×Xh такую, что
∫

Ω
|wih|q−2wihv dx+

∫
Ω
∇uih∇vd x =

∫
∂Ω
∇Ψρv dx,∫

Ω
∇wih∇η dx =

∫
Ω

(
f i − δ2ui

)
ηdx ∀ (v, η) ∈ Xh ×Xh

0 .

(4.11)

Лемма 1 [9]. Для m ≥ 2, u ∈Wm+1,q(Ω) имеем

‖u−Ru‖Lq(Ω) + ‖h(∇u−∇(Ru))‖Lq(Ω) +

(∑
T∈Υ

‖h2(∆u−∆(Ru))‖qLq(T )

) 1
q

≤ Chm+1|u|Wm+1,q(Ω). (4.12)

Лемма 2 (Свойства a(·, ·), см. [17, св. 3.1]). Для wi ∈ Lq(Ω), wih, vh ∈ Xh и p ≥ 2
существуют положительные постоянные C1, C2 и C3 такие, что

C1

2

‖wi − wih‖2Lq(Ω)

‖wi‖2−qLq(Ω) + ‖wih‖Lq(Ω)

+
C2

2

∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx

≤ a(wi, wi − wih)− a(wih, w
i − wih), (4.13)

a(wi, wi − vh)− a(wih, w
i − vh)

≤ C3

(∫
Ω

∣∣ |wi|q−2wi − |wih|q−2wih
∣∣ |wi − wih| dx) 1

q

‖wi − vh‖Lq(Ω). (4.14)

Теорема 2. Для m ≥ 2 существует C ≥ 0 такое, что

‖ui − uih‖
p−1

W 2,p
h (Ω)

+ ‖wi − wih‖Lq(Ω) ≤ C
(
h

q
2

(m+1)|wi|
q
2

Wm+1,q(Ω)
+ hm+1|wi|Wm+1,q(Ω) +

hm−1|ui|Wm+1,p(Ω) + hm+1|δ2ui|Wm+1,q(Ω)

)
. (4.15)

Доказательство. Из неравенства треугольника имеем

‖ui − uih‖W 2,p
h (Ω)

≤ ‖Rui − uih‖W 2,p
h (Ω)

+ ‖ui −Ruih‖W 2,p
h (Ω)

. (4.16)

Согласно дискретному условию inf–sup в утверждении из п. 3, получим

‖Rui − uih‖W 2,p
h (Ω)

≤ sup
η∈Xh

0 (Ω); η 6=0

ch
(
Rui − uih, η

)
‖η‖Lq

h(Ω)

≤ sup
η∈Xh

0 (Ω); η 6=0

a(wi, η)− a(wih, η)

‖η‖Lq
h(Ω)
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≤ C3

(∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx) 1

p

‖η‖Lq(Ω)

‖η‖Lq
h(Ω)

≤ C3C

(∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx) 1

p

. (4.17)

Используя лемму 2 и неравенства Юнга, получаем

C2

∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi −|wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih|dx ≤ a(wi, wi − wih)− a(wih, w

i − wih)

≤
(∫

Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx) 1

p

‖wi − wih‖Lq(Ω)

≤ Cq3
qεq
‖wi − wih‖

q
Lq(Ω) +

εp

p

∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx. (4.18)

Взяв ε достаточно малым, чтобы εp

p
< 1, имеем∫

Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx ≤ C‖wi − wih‖qLq(Ω). (4.19)

Подставив (4.19) в (4.17), получим

‖Rui − uih‖W 2,p
h (Ω)

< C‖wi − wih‖
q
p

Lq(Ω). (4.20)

Вычитая (4.9) из (3.3), получаем{
a(wi, v)− a(wih, v) + ch(ui − uih, v) = 0,

ch(wi − wih, η) = 0.
(4.21)

Вследствие полулинейности a(·, ·) делаем следующий вывод:

a(wi, wi − wih)− a(wih, w
i − wih) = a(wi, wi − v)− a(wih, w

i − v) +

a(wi, v − wih)− a(wih, v − wih)

= a(wi, wi−v)− a(wih, w
i−v)︸ ︷︷ ︸

I1

+ ch(ui−uih, wih−v)︸ ︷︷ ︸
I2

. (4.22)

Применяя лемму 2, имеем

C1

2

‖wi − wih‖2Lq(Ω)

‖wi‖2−qLq(Ω) + ‖wih‖
2−q
Lq(Ω)

+
C2

2

∫
Ω

∣∣ |wi|p−2wi − |wih|p−2wih
∣∣ |wi − wih| dx ≤ I1 + I2. (4.23)

Теперь, используя ε-неравенства Юнга и лемму 2, находим

I1 ≤ C3

(∫
Ω

∣∣ |wi|q−2wi − |wih|q−2wih
∣∣ |wi − wih| dx) 1

p

‖wi − vh)‖Lq(Ω)

≤ εp

p

∫
Ω

∣∣ |wi|q−2wi − |wih|q−2wih
∣∣ |wi − wih| dx+

Cq3
εqq
‖wi − vh)‖qLq(Ω). (4.24)

Взяв ε такое, что εp

p
=

C2

2
, выводим
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I1 ≤
C2

2

∫
Ω

∣∣ |wi|q−2wi − |wih|q−2wih
∣∣ |wi − wih| dx+ C(q)‖wi − vh)‖qLq(Ω). (4.25)

С другой стороны,

I2 = ch(ui − uih, wih − v)

= ch
(
ui − uih −R(ui − uih), wih − v

)
+ ch

(
R(ui − uih), wih − v

)
= ch(ui −Rui, wih − v) + ch(Rui − uih, wih − v)

= ch(ui −Rui, wih − v) +

∫
Ω
δ2(ui − uih)(Rui − uih) dx. (4.26)

Далее, используя непрерывность ch, получим

ch
(
ui −Rui, wih − v

)
≤ C ‖ui −Rui‖

W 2,p
h
‖wih − v‖Lq(Ω)

=
C

2ε2
‖ui −Rui‖2

W 2,p
h

+
Cε2

2
‖wih − v‖2Lq(Ω)

=
C

2ε2
‖ui −Rui‖2

W 2,p
h

+
Cε2

2

(
‖wih − wi‖2Lq(Ω) + ‖wi − v‖2Lq(Ω)

)
, (4.27)

∫
Ω
δ2(ui − uih)(Rui − uih) dx ≤

(
1

p
+

1

p

)
‖δ2(ui − uih)‖Lq(Ω) ‖Rui − uih‖Lq(Ω)

≤ C ‖δ2(uih − ui)‖Lq(Ω) ‖Rui − uih‖W 2,p
h (Ω)

≤ C

2ε
‖δ2(uih − ui)‖2Lq(Ω) +

ε

2
‖Rui − uih‖2W 2,p

h (Ω)
. (4.28)

Используем неравенство треугольника и (4.20) в правой части (4.28). Подставив (4.25)–
(4.28) в (4.23) и взяв достаточно малое ε, находим

‖wih − wi‖2Lq(Ω) ≤ C
(
‖wi − v‖qLq(Ω) + ‖Rui − ui‖2

W 2,p
h (Ω)

+

‖wi − v‖2Lq(Ω) + ‖δ2ui −Rδ2(ui)‖2Lq(Ω)

)
. (4.29)

Из свойств проекции Ритца и леммы 1 получим оценку для wi − wih. Чтобы оценить
ui−uih, подставим (4.29) в (4.20) с учетом неравенства (4.16). Это завершает доказатель-
ство.

5. Численный эксперимент

В данном пункте мы рассмотрим численный эксперимент для различных значений
степени p, иллюстрирующий точность и эффективность метода для полностью дискрет-
ной схемы. Сначала зададим расчетную область Ω = (0, 1) × (0, 1) и временной интер-
вал (0, 1). Используем метод Ньютона–Рафсона для решения полученной нелинейной
системы и зададим начальные значения w0, w1, u0 и u1. Исходная функция f и вспомо-
гательная переменная w выбираются в соответствии с точным решением

u(x, t) =
1

π2
sin(πx) sin(πy) sin(t)3.
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В этом эксперименте неизвестная функция u(x, y, t) и вспомогательная переменная
w(x, y, t) аппроксимируются линейным полиномом, т. е. k = 1. Для этого тестового при-
мера возьмем длину шага h ∈ {1/3, 1/6, 1/12, 1/24, 1/48, 1/96} и p = 3, 4, 5. Численные
ошибки вычисляются на конечном временном уровне ti = 23τ при τ = 25.

На рисунке 1 представлены ошибки для u и w, а на рис. 2 показаны поверхности
uih и wih на (0, 1)× (0, 1).

Рис. 1. Ошибки для u и w в логарифмической шкале при t = 23τ для p = 3, 4, 5 соответственно
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Рис. 2. Поверхности uih и wi
h на (0, 1)× (0, 1) для 4-билапласиана
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