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В статье рассматриваются три вида обозримости: глобальная, локальная и «ме-
зоскопическая». Обсуждение обозримости связывается с компьютерными доказа-
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схватывание элементарных шагов доказательства в группе и опирается на геометри-
ческую интуицию. Также геометрическая интуиция играет важную роль в концепции
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OF MATHEMATICAL PROOF

The article examines three types of surveyability: global, local and “mesoscopic”.
The discussion of surveyability relates to computer proofs. The third type of surveyability,
viz. “mesoscopic” surveyability, involves grasping the elementary steps of a proof in
a group and relies on geometric intuition. Also, geometric intuition plays an important role
in the concept of rigor as local validity. The article compares “mesoscopic” surveyability
and the concept of rigor as local validity.
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I

Обозримость математических доказательств является одной из
наиболее обсуждаемых характеристик, внимание к которым было
привлечено распространением компьютерных доказательств. В со-
временном контексте вопросы характеристик математического до-
казательства начинают активно обсуждаться с 1970-х годов, когда
было публично представлено и опубликовано в научной литературе
компьютерное доказательство теоремы о четырех красках [7; 9].
Особое внимание на характеристики доказательства (и в частности,
на обозримость) обратил Т. Тимошко [19]. С точки зрения Т. Ти-
мошко, математическое доказательство в его традиционном пони-
мании обладает следующими характеристиками [19, p. 59]: 1) оно
убедительно (т.е. служит средством формирования убеждения
у когнитивного агента); 2) оно обозримо (т.е. когнитивный агент
может проверить доказательство, как бы построив его заново);
3) оно формализуемо (т.е. может быть представлено в строгом виде
на формальном языке) [6].

Между указанными характеристиками доказательства имеется
определенная зависимость [5]. Убедительность доказательства зави-
сит от его обозримости и формализуемости, правда, в разной степе-
ни. Другими словами, если доказательство необозримо, то оно вряд
ли может быть убедительным. Если доказательство необозримо, то
когнитивный агент не имеет возможности его проверить, а значит,
может лишь принять на веру (например, если доказательство при-
нимается авторитетным сообществом). В меньшей степени убеди-
тельность доказательства зависит от его формализуемости, так как,
во-первых, для формализации могут потребоваться специфические
формальные средства, недоступные когнитивному агенту в некото-
рый текущий момент времени, а во-вторых, формализованное дока-
зательство [4] может оказаться слишком длинным в силу своей под-
робности и недостаточной выразительности средств формализации.

Теорема о четырех красках (в ее упрощенной формулировке)
утверждает, что для раскрашивания любой (нормальной) карты так,
чтобы любые две соседние страны, имеющие общую границу, были
раскрашены разными цветами, достаточно четырех разных цветов.
Доказательство теоремы К. Аппеля и В. Хакена, полученное при
содействии Дж. Коха [7; 9], не является обозримым. В доказательст-
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ве определяются понятие нормальной карты (может быть преобра-
зована в граф) и неизбежный набор ее конфигураций. Далее дается
доказательство сводимости карты с произвольным числом стран
к такому набору с меньшим числом стран, для которого необходимо
то же количество разных цветов. В своем доказательстве К. Аппель
и В. Хакен выделили и проанализировали около 2000 конфигураций
(в дальнейшем их число было снижено до 1482). Доказательство
дается индукцией по числу вершин графа («столиц» политической
карты; ребра графа проводятся между «столицами» соседних
«стран»), показывается, что некоторая конфигурация является неиз-
бежной (любая карта содержит хотя бы одну неизбежную конфигу-
рацию). Для машинной части доказательства потребовалось более
1200 часов машинного времени (на трех разных машинах), ручная
ее проверка, согласно авторам, невозможна [8, p. 121].

Ситуацию с теоремой о четырех красках Т. Тимошко [19] срав-
нивает с предлагаемым им мысленным экспериментом с марсиан-
ской математикой и гениальным марсианином Саймоном. Саймон
заработал себе достаточно высокий авторитет в марсианском мате-
матическом сообществе и теперь может просто пророчествовать по
поводу математических истин. Все, что бы он ни говорил о матема-
тике, воспринимается марсианами как абсолютная истина. Если
Саймон сказал, что гипотеза Гольдбаха верна, то она принимается
в качестве верной без какого-либо доказательства. Сам Саймон об-
ладает, может быть, особым чувством, позволяющим распознавать
математические истины, и в доказательствах не нуждается. Выпол-
няя роль оракула, в контексте убедительности математических ре-
зультатов Саймон мало чем отличается от вычислительной машины.
Машине, получающей доказательство некоторого математического
утверждения, превосходящее границы обозримости человеческих
математиков, можно только слепо доверять. Это доказательство
нелья обозреть, проверить на правильность, поэтому такая машина
играет роль математического оракула. Тем не менее компьютеры
созданы людьми, и их работа вполне объяснима, а поскольку ком-
пьютерные доказательства структурно от математических доказа-
тельств не отличаются, постольку они не являются пророчествами.
Проверка компьютерных доказательств возможна, но требует слиш-
ком больших ресурсов, способностей и времени, а потому людям
недоступна. Кроме того, доказательства даже в неформализованном
виде могут быть слишком длинными: например, доказательство
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теоремы Робертсона – Сеймура [15; 16] из теории графов опублико-
вано в виде серии из 20 статей общим объемом почти в 600 страниц.

В случае компьютерных доказательств можно либо принять
необозримые доказательства как вполне математические, утвер-
ждая, что обозримость не является необходимой характеристикой
доказательства, либо сохранить обозримость как необходимую ха-
рактеристику доказательства и отказать компьютерным (необозри-
мым) доказательствам в статусе математических доказательств.
С одной стороны, кажется, что доказательства должны обладать
обозримостью, так как она обеспечивает возможность проверки,
что, собственно, и делает доказательства убедительными в тех слу-
чаях, когда используемые в них рассуждения понятны и не вызыва-
ют сомнений, а проверка не выявляет ошибок. С другой стороны,
математики, как и вообще любые люди, обладают ограниченными
когнитивными способностями, ограничения которых просто не по-
зволяют выполнить проверку слишком обширных или сложных (на-
пример, в смысле количества несводимых друг к другу правил вы-
вода) доказательств. Безусловно, можно вслед за П. Теллером [18]
утверждать, что обозримость свойственна человеческой математике,
но не математике вообще. В таком случае компьютерные доказа-
тельства следовало бы принять в качестве вполне математических,
однако насколько адекватно можем мы, будучи людьми, оценить,
какова математика вообще, безотносительно к людям с их огран-
ченными когнитивными способностями?

II

Рассматривая понятие промежуточного шага доказательства
и идею непрерывности мышления у новоевропейских философов
(Ф. Бэкона, Р. Декарта и Дж. Локка), Б. Бэсслер [10] предлагает вы-
делять два вида обозримости математического доказательства: гло-
бальную обозримость и локальную обозримость. Первый вид соот-
ветствует пониманию доказательства в целом, его структуры и об-
щей идеи, а второй – пониманию переходов между отдельными ша-
гами, интуитивному постижению и распознаванию случаев приме-
нения правил вывода. Что касается уже упомянутой теоремы о че-
тырех красках, необходимо отметить, что ее доказательство облада-
ет глобальной обозримостью. Общая идея доказательства понятна,
в нем можно выделить (довольно обширные) составные части, связи
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между этими частями тоже вполне ясны. Однако это доказательство
не обладает локальной обозримостью, так как проследить (и, соот-
ветственно, понять) каждый переход от одного элементарного шага
к другому для человека не представляется возможным. Количество
шагов слишком велико, а количество применяемых правил вывода
(около 500 разных правил) кажется чрезмерным, для того чтобы ка-
кой-то отдельно взятый человек мог ими эффективно оперировать.

Помимо указанных двух видов обозримости, глобальной и ло-
кальной, можно выделить еще «мезоскопическую» обозримость [3;
17]. Этот вид обозримости предполагает понимание элементарных
шагов в группе. Такое понимание является чем-то сродни геометри-
ческой интуиции [2] и обеспечивается в случае гомотопической
теории типов и ее реализации в виде интерактивного средства для
доказательства теорем. Запись доказательства и его проверка с по-
мощью такого компьютерного средства приводят к тому, что код
доказательства тесно ассоциируется с соответствующими ему про-
странственными интуициями. При условии использования таких
формализмов (в частности, гомотопической теории типов) у запи-
сывающего и читающего доказательство появляется возможность
рассмотреть «скрытые» при других подходах части доказательства.
К примеру, доказательство теоремы о четырех красках, полученное
Ж. Гонтье даже без обращения к гомотопической теории типов, но
в рамках системы Coq, реализующей исчисление коиндуктивных
построений, позволяет перевести часть вычислений (деревья комби-
наторного поиска) в явные фрагменты доказательства [14]. Соответ-
ственно, эти части перестают быть «черным ящиком» и оказывают-
ся обозримыми. Однако обращение к гомотопической теории типов
(например, к еще только развивающейся системе hCoq) позволит сде-
лать вычисления не только явными, но и интуитивно понятными
в смысле геометризма (т.е. с опорой на пространственную интуицию).

III.

Косвенным образом наблюдение относительно «мезоскопиче-
ской» обозримости можно подтвердить путем обращения к концеп-
ции строгости как локальной общезначимости [1]. Традиционно
строгость понимается как абсолютная строгость в смысле логиче-
ского следования, когда мы говорим, что доказательство необходи-
мо по той причине, что оно сформулировано на формальном языке
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и представляет собой доказательство в логическом смысле, т.е. оно
общезначимо. В случае же строгости как локальной общезначимо-
сти предполагается, что доказательство не является полностью
формализованным, а пробелы в нем заполняются благодаря интуи-
тивным манипуляциям с математическими объектами. Это в первую
очередь характерно для топологии и проясняется авторами концеп-
ции строгости как локальной общезначимости на примере теории
узлов [12].

Благодаря способности к «манипулятивному воображению»
строящий или читающий доказательство может представлять себе
различные манипуляции. Например, манипуляции над объектами из
теории узлов могут быть представлены как действия по оборачива-
нию веревок вокруг своего тела. Доказательство при таком подходе
являет собой упорядоченный набор «рисунков», переход между ко-
торыми осуществляется в соответствии со строго определенным
набором разрешенных эпистемических действий. Рассматривая
в качестве примера доказательство теоремы Александера (всякий
узел или любое зацепление могут быть представлены как замкнутая
коса), С. Де Тоффоли и В. Джардино обосновывают вывод, что
«суть доказательства состоит в определении правильных трансфор-
маций, позволяющих нам найти ось, вокруг которой узел вращается
только в одном направлении… лишь с помощью визуализации нам
известно, что эта трансформация дает нам изотопический узел,
а нашей интуиции остается доказать, что эта трансформация всегда
возможна и что это не бесконечный процесс» [12, p. 44].

При этом проводимые над представляемыми образами матема-
тических объектов операции подчиняются правилам, которые пред-
варительно должны быть усвоены путем работы с формальным ап-
паратом. Другими словами, формальные преобразования, выпол-
няемые в рамках построения формализованного доказательства,
соответствуют правилам «манипулятивного воображения», выраба-
тываемым путем особого рода математической тренировки и заме-
щающим в воображении манипуляции над формализованными кон-
струкциями. Действия, составляющие такое топологическое доказа-
тельство, «основываются на некоторой форме воображения, исполь-
зующей уже имеющиеся когнитивные способности, связанные
с манипуляцией над конкретными пространственно-временными
объектами и усиленные специальными математическими знаниями»
[12, p. 44]. Таким образом, доказательства оказываются контекстно
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зависимыми, так как они связываются со стандартами текущей ма-
тематической практики.

Иногда доказательства принимаются сообществом даже в том
случае, когда они содержат ошибки или пробелы. К примеру, дока-
зательство основной теоремы алгебры [13] К.Ф. Гауссом было дано
несколько раз (другие математики тоже давали свои варианты дока-
зательства этой теоремы), причем первое принятое математическим
сообществом доказательство было опубликовано им в 1799 г. и со-
держало пробелы и ошибки. В качестве другого примера можно
указать лемму Дена из трехмерной топологии, доказательство кото-
рой, опубликованное в 1910 г., было принято сообществом, но
в итоге оказалось, что оно содержит пробел (этот пробел был вос-
полнен только в 1957 г.). Также Б. Дэйвис [11] описывает ситуацию,
когда во время лекции у одного из присутствующих студентов воз-
никли сомнения в обобщенной теореме Мерсера, для которой дей-
ствительно не было опубликованного доказательства, но математи-
ки, являющиеся специалистами в этой области, понимали, как это
доказательство может быть тривиальным образом получено.

Другими словами, концепция строгости как локальной обще-
значимости позволяет объяснить, каким образом контекстно (исто-
рически) зависимые стандарты и практики построения доказа-
тельств могут определять интуиции исследователей.

IV

В концепции строгости как локальной общезначимости речь
идет об обычных неформальных доказательствах. В них, безуслов-
но, большую роль играет интуиция. В обычной практике доказа-
тельства в большинстве случаев не строятся в формализованном
виде, такие доказательства содержат пробелы, заполнение которых
является задачей интуиции. Как указано выше, в случае топологии
(и конкретно – теории узлов) интуиция опирается на специально
вырабатываемые компетенции и является пространственной интуи-
цией, основывающейся на способности к пространственному мыш-
лению и визуализации. Наличие соответствующих компетенций
обеспечивает возможность конструировать и проверять неформаль-
ные доказательства, а так как выработка релевантных компетенций
предполагает строгий процесс обучения и коммуникации внутри
сообщества и соответствует целым группам формальных манипуля-
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ций, опора на такого рода интуицию вполне может быть формали-
зована. Однако формализованное доказательство будет полным, оно
не будет содержать пробелов, и нечего будет заполнять с помощью
интуиции.

Тем не менее формализованные доказательства, построенные
с помощью интерактивных средств для доказательства теорем в рамках
гомотопической теории типов, в силу используемых в формализме
геометрических интуиций вполне сохраняют «место» для интуиции.
В этом смысле интуиция является не столько средством для запол-
нения пробелов (так как пробелы в формализованном доказательст-
ве уже заполнены соответствующими группами элементарных ша-
гов в соответствии с правилами вывода), сколько средством, обес-
печивающим «мезоскопическую» обозримость и (опосредованно)
убедительность. Однако связи между рассмотренными понятиями:
строгостью как локальной общезначимостью, «мезоскопической»
обозримостью, геометрической интуицией – требуют дальнейшего
рассмотрения и, вероятно, эмпирического исследования.
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