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Методом многомасштабных разложений выведены амплитудные уравнения для системы
с термохалинной конвекцией в окрестности точек бифуркации Хопфа, Тейлора, а так-
же точки двойного нуля дисперсионного соотношения. При этом получены комплексное
уравнение Гинзбурга — Ландау, уравнение типа Ньюэла — Уайтхеда и уравнение ти-
па ϕ4 соответственно. Приведены аналитические выражения для коэффициентов урав-
нений и их различные асимптотики. В случае бифуркации Хопфа для малых и больших
частот амплитудное уравнение сводится к возмущенному нелинейному уравнению Шре-
дингера. В высокочастотном пределе для исследуемой физической системы характерны
структуры типа «темных» солитонов.

Введение. В 80–90-е гг. в литературе, посвященной бидиффузионной конвекции, по-
явился ряд работ, в которых изучается процесс формирования структур в окрестности точ-
ки бифуркации Хопфа для трансляционно-инвариантных по горизонтали систем. Осцилля-
ции в таких системах могут привести к возникновению различных типов волн (например,
стоячих, бегущих, модулированных, хаотических), удобным методом исследования кото-
рых является построение амплитудных уравнений [1]. Впервые амплитудное уравнение
для системы с конвекцией получено в работе [2]. Оно описывает двумерную тепловую

конвекцию и имеет вид обобщенного уравнения Гинзбурга — Ландау. В [3] предложена
система уравнений типа Гинзбурга — Ландау, описывающая бегущие волны двойной диф-
фузии, распространяющиеся в обе стороны в бесконечной по горизонтали полосе жидкости:

(∂t + s∂x)AR = (c0 + ic1)AR + (c2 + ic3)∂2
xAR − (c4 + ic5)|AR|2AR − (c6 + ic7)|AL|2AR,

(1)
(∂t − s∂x)AL = (c0 + ic1)AL + (c2 + ic3)∂2

xAL − (c4 + ic5)|AL|2AL − (c6 + ic7)|AR|2AL.

Вид этих уравнений постулируется из общих соображений (типа соображений симмет-
рии); предполагается, что коэффициенты в них должны быть выведены асимптотическими
методами из уравнений в частных производных, описывающих конкретную физическую

систему.
Однако полный и обоснованный вывод амплитудных уравнений для систем с двойной

диффузией отсутствует. Во многих работах вид коэффициентов в уравнениях (1) не об-
суждается. В некоторых работах эти коэффициенты получаются на основе тех или иных
физических соображений. Так, автор работы [4], рассматривая систему с конвекцией би-
нарных смесей в пределе малых частот Хопфа, в качестве первого, самого грубого прибли-
жения коэффициенты c1, c3, c5, c7 в (1) положил равными нулю, мотивируя это эмпири-
ческими данными об аналогии рассматриваемого случая со случаем чисто температурной

конвекции. Понятно, что строго обосновать подобные предположения о виде коэффициен-
тов можно только при строгом математическом выводе амплитудных уравнений.

В работах по бидиффузионной конвекции, посвященных конвекции бинарных смесей
в объемных и пористых средах, частота Хопфа при изучении колебательной конвекции
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оказывается порядка единицы. В случае же термохалинной конвекции имеет смысл рас-
смотреть асимптотику, когда частота Хопфа стремится к бесконечности. В этом пределе
амплитудное уравнение должно принимать вид нелинейного уравнения Шредингера, опи-
сывающего внутренние волны в двумерной геометрии.

В данной работе методом разложения производной, являющимся разновидностью ме-
тода многомасштабных разложений, выводятся амплитудные уравнения для волн двойной
диффузии в двумерной, бесконечной по горизонтали геометрии в окрестности точек бифур-
кации Хопфа, Тейлора и точки двойного нуля дисперсионного соотношения. Рассмотрен
простейший случай идеализированных граничных условий. В случае бифуркации Хопфа
рассматривается амплитудное уравнение для волн, распространяющихся только в одну
сторону. Получены аналитические выражения для коэффициентов уравнений. Исследова-
ны их различные асимптотики, обсуждаются асимптотические формы, которые принима-
ют амплитудные уравнения при различных значениях параметров.

1. Постановка задачи и основные уравнения. Исходные уравнения описывают
двумерную термохалинную конвекцию в слое жидкости толщиной h, ограниченном двумя
бесконечными плоскими горизонтальными границами. Движение жидкости происходит
в вертикальной плоскости и описывается функцией тока ψ(t, x, z). Используются гори-
зонтальная x и вертикальная z пространственные переменные; время обозначено через t.
Предполагается, что распределенные источники тепла и соли отсутствуют, а на верхней и
нижней границах области поддерживаются постоянные значения этих величин, что соот-
ветствует линейному по вертикали и не зависящему от времени основному распределению

температуры и солености. Переменные θ(t, x, z) и ξ(t, x, z) описывают вариации темпе-
ратуры и солености относительно этого основного распределения. Существует два типа
термохалинной конвекции: пальцевая, когда более теплая и соленая жидкость находится
у верхней границы области, и диффузионная, когда температура и соленость больше у
нижней границы. В настоящей работе рассматривается второй тип.

Эволюционные уравнения в приближении Буссинеска в безразмерном виде предста-
вляют собой систему нелинейных уравнений в частных производных первого порядка

по времени, зависящих от четырех параметров: числа Прандтля σ, числа Льюиса τ
(0 < τ < 1), температурного RT и соленостного RS чисел Рэлея [5, 6]:

(∂t − σ∆)∆ψ + σ(RS∂xξ − RT∂xθ) = −J(ψ,∆ψ),
(2)

(∂t −∆)θ − ∂xψ = −J(ψ, θ), (∂t − τ∆)ξ − ∂xψ = −J(ψ, ξ).

Здесь введен якобиан J(f, g) = ∂xf ∂zg− ∂xg ∂zf . Граничные условия для зависимых пере-
менных выберем нулевыми, что означает постоянную температуру и соленость на грани-
цах области, обращение в нуль вихря на границах, а также непроницаемость границ:

ψ = ∂2
zψ = θ = ξ = 0 при z = 0, 1. (3)

Эти граничные условия в литературе обычно называются условиями со свободным сколь-
жением или просто свободными, так как горизонтальная компонента скорости на границе
не обращается в нуль.

Обезразмеривание по пространственным переменным осуществлено по отношению к

толщине слоя жидкости h. В качестве масштаба времени взята величина t0 = h2/χ, где
χ — коэффициент температуропроводности жидкости. Вертикальная и горизонтальная
компоненты поля скорости жидкости определяются по формулам

vz =
χ

h
∂xψ, vx = −χ

h
∂zψ.

Размерные температура T и соленость S находятся из соотношений

T (t, x, z) = T− + δT [1− z + θ(t, x, z)], S(t, x, z) = S− + δS[1− z + ξ(t, x, z)].
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Здесь δT = T+−T−, δS = S+−S−; T+, T− и S+, S− — значения температуры и солености

на нижней и верхней границах области соответственно. Температурное и соленостное
числа Рэлея можно выразить через параметры задачи:

RT =
gαh3

χν
δT, RS =

gγh3

χν
δS,

где g — ускорение свободного падения; ν — коэффициент вязкости жидкости; α, γ —
температурный и соленостный коэффициенты объемного расширения.

2. Дисперсионное соотношение и его следствия. Рассмотрим систему уравне-
ний в частных производных, которая получается линеаризацией исходной системы (2) в
окрестности нулевого решения:

(∂t − σ∆)∆ψ + σ(RS∂xξ − RT∂xθ) = 0, (∂t −∆)θ − ∂xψ = 0, (∂t − τ∆)ξ − ∂xψ = 0. (4)

Решение этих уравнений с граничными условиями (3) можно получить методом разделения
переменных. Выберем анзац следующего вида:

ϕ = [A1 exp (λt− iβx) +Ā1 exp (λ̄t+ iβx)] sin (πz). (5)

Здесь чертой сверху обозначено комплексное сопряжение; ϕ = (ψ, θ, ξ) — вектор основных

зависимых величин; β — горизонтальное волновое число; A1 = (aA1, aT1, aS1) — вектор

амплитуд. Для aA1 далее будем использовать обозначение A ≡ aA1.
Подстановка (5) в (4) дает систему алгебраических уравнений для переменных aA1,

aT1, aS1, условие существования решений которой принимает форму алгебраического урав-
нения третьего порядка по λ [6]

λ3 + (1 + τ + σ)k2λ2 + [(τ + σ + τσ) + σ(rS − rT )]k4λ+ σ(rS − τrT + τ)k6 = 0. (6)

Здесь введено волновое число k2 = π2 + β2, а также нормализованные числа Рэлея rT =
RT /R

∗ и rS = RS/R
∗, где R∗ = k4(k/β)2 — число Рэлея, при котором происходит потеря

устойчивости стационарного состояния для чисто температурной конвекции.
Уравнение (6) имеет три корня, два из которых могут быть комплексно-сопряжен-

ными. В рассматриваемой физической системе происходит потеря устойчивости, когда
при изменении бифуркационных параметров rT и rS один или несколько корней переходят
через нуль либо приобретают положительную вещественную часть, если они комплексные.

На плоскости параметров rT и rS (см. рисунок) можно выделить области I и II, на
границе которых происходит потеря устойчивости. Сама граница состоит из двух прямо-
линейных участков. На участке 1 наблюдается бифуркация Тейлора, когда один из корней
дисперсионного соотношения переходит через нуль, что приводит к возникновению ста-
ционарной валиковой конвекции. На участке 2 имеет место бифуркация Хопфа, когда у
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двух комплексно-сопряженных корней становится положительной действительная часть.
В результате возникает колебательная конвекция. Участки соединяются в точке C, в ко-
торой дисперсионное соотношение (6) имеет двойной корень. Значения параметров в этой
точке определяются следующим образом:

rT1 =
1

σ

τ + σ

1− τ
, rS1 =

τ2

σ

1 + σ

1− τ
.

Уравнения прямых, на которых наблюдаются бифуркации Тейлора и Хопфа, соответствен-
но имеют вид

rT =
1

τ
rS + 1, rT = 1 +

τ

σ
(1 + τ + σ) +

τ + σ

1 + σ
rS .

Частота колебаний осцилляторной конвекции определяется мнимой частью λ и выража-
ется через приведенную частоту Ω как Im (λ) = Ωk2, а Ω в свою очередь вычисляется по

формуле

Ω2 = −τ2 +
1− τ
1 + σ

σ rS , λ = iΩk2.

Далее приведенную частоту Ω будем называть частотой Хопфа.
3. Медленные переменные и разложение решений. Рассмотрим уравнения кон-

векции с двойной диффузией в окрестности некоторой точки бифуркации, температурное и
соленостное числа Рэлея для которой обозначены R∗T и R∗S соответственно. В этом случае
числа Рэлея можно представить в виде

RT = R∗T (1 + ε2η), RS = R∗S(1 + ε2ηS).

Значения η и ηS порядка единицы, а малый параметр ε показывает, насколько далеко от
точки бифуркации находится рассматриваемая система. Для вывода амплитудных урав-
нений будем использовать метод разложения производной [7, 8]. Введем медленные пере-
менные

T1 = εt, T2 = ε2t, X1 = εx.

Далее в основные уравнения (2) введем продолженные производные по правилам

∂t → ∂t + ε∂T1
+ ε2∂T2

, ∂x → ∂x + ε∂X1
. (7)

Зависимые переменные представим в виде рядов по малому параметру:

ϕ =
3∑

n=1

εnϕn(x, z, t,X1, T1, T2) +O(ε4).

Подставив эти выражения в уравнения (2) c удлиненными согласно (7) производными и
собрав члены при различных степенях ε, получим

O(ε): L∗ϕ1 = 0,

O(ε2): L∗ϕ2 = −(L1∂T1
− L2∂X1

)ϕ1 −M1ϕ1,

O(ε3): L∗ϕ3 = −(L1∂T1
− L2∂X1

)ϕ2 − (L1∂T2
+ L3∂

2
X1

+ L4∂X1
∂T1

+ L5)ϕ1−M2(ϕ1,ϕ2).

Здесь операторы L1, L3, L4 имеют диагональный вид: diagL1 = (∆, 1, 1), diagL3 = (∂t −
2σ∆ − 4σ∂2

x,−1,−1), diagL4 = (2∂x, 0, 0); операторы L∗, L2 можно записать следующим

образом:

L∗ =

 (∂t − σ∆)∆ −σR∗T∂x σR∗S∂x

−∂x ∂t −∆ 0

−∂x 0 ∂t − τ∆

 , L2 =

 −2(∂t − 2σ∆)∂x σR∗T −σR∗S

1 2∂x 0

1 0 2τ∂x

 .
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У оператора L5 отлична от нуля только верхняя строка: (0, −σR∗T η∂x, σR∗SηS∂x). Векторы
M i = (MAi,MTi,MSi) с нелинейными членами имеют компоненты

MA1 = J(ψ1,∆ψ1), MT1 = J(ψ1, θ1), MS1 = J(ψ1, ξ1),

MA2 = J(ψ2,∆ψ1) + J(ψ1,∆ψ2) + J(ψ1, 2∂x∂X1
ψ1) + ∂z∆ψ1 ∂X1

ψ1 − ∂zψ1 ∂X1
∆ψ1,

MT2 = J(ψ1, θ2) + J(ψ2, θ1) + ∂zθ1 ∂X1
ψ1 − ∂zψ1 ∂X1

θ1,

MS2 = J(ψ1, ξ2) + J(ψ2, ξ1) + ∂zξ1 ∂X1
ψ1 − ∂zψ1 ∂X1

ξ1.

Полученные системы можно записать в общем виде:

L∗ϕi = Q′i + P i.

Здесь функции Q′i состоят из членов, резонирующих с левой частью уравнений. Усло-
вие отсутствия секулярных членов в решении подобных систем уравнений, как известно
(см. [7, 8]), сводится к требованию ортогональности функций Q′i и решения сопряженного
однородного уравнения (L∗)×ϕ×i = 0. Теперь выведем соотношение, к которому в данном
случае сводится условие отсутствия секулярных членов и которое в дальнейшем будет

использовано при выводе амплитудных уравнений. Рассмотрим неоднородную систему

алгебраических уравнений, получающуюся из (4) путем выбора одномодового анзаца (5)
и подстановки в правую часть однородной системы функций Qi = (QAi, QTi, QSi) таких,
что Q′i = Qi exp (λt− iβx) + Q̄i exp (λ̄t+ iβx):

(λ+ σk2)(−k2)aAi + σR∗T iβaTi − σR∗SiβaSi = QAi,
(8)

(λ+ k2)aTi + iβaAi = QTi, (λ+ τk2)aSi + iβaAi = QSi.

Условие разрешимости для этой системы уравнений формулируется как требование орто-
гональности правой части решению сопряженной однородной системы [9] (1, −iβσR∗T /(λ+
k2), iβσR∗S/(λ+ τk2)) и сводится к следующему уравнению:

(λ+ k2)k6σr∗SQSi − (λ+ τk2)k6σr∗TQTi − (λ+ k2)(λ+ τk2)iβQAi = 0. (9)

При λ = 0 это соотношение имеет более простой вид

1

τ
r∗SQSi − r∗TQTi −

iβ

σk4
QAi = 0.

4. Вывод амплитудных уравнений. Положим, что решение уравнений для ϕ1
имеет вид (5), причем амплитуда этого решения теперь зависит от медленных переменных:
A = A(T1, X1, T2). Подставив его в уравнения для ϕ2, получим систему уравнений вида (8),
функции Q2 в которой записываются следующим образом:

QA2 = k2∂T1
A+ iβσ

( R∗S
λ+ τk2

− R∗T
λ+ k2

+ 4k2 +
2λ

σ

)
∂X1

A,

QT2 =
iβ

λ+ k2
∂T1

A+
(

1− 2β2

λ+ k2

)
∂X1

A, QS2 =
iβ

λ+ τk2
∂T1

A+
(

1− 2τβ2

λ+ τk2

)
∂X1

A.

Для того чтобы эта алгебраическая система была разрешима, необходимо, чтобы выпол-
нялось условие (9). В различных точках бифуркации это условие будет формулировать-
ся в виде различных уравнений. Рассмотрим последовательно уравнения, получаемые из
условия разрешимости указанной системы в точках бифуркации, характерных для рас-
сматриваемой физической системы.

В последние соотношения подставим значение λ в точке бифуркации Хопфа λ = iΩk2

и положим k2/β2 = 3 и β = π/
√

2, что справедливо для первой теряющей устойчивость
моды колебаний [5]. Учтем также соотношения

r∗T =
1

σ

σ + τ

1− τ
(Ω2 + 1), r∗S =

1

σ

σ + 1

1− τ
(Ω2 + τ2).



С. Б. Козицкий 61

Тогда уравнение (9) можно преобразовать следующим образом:

∂T1
A+
√

2πΩ ∂X1
A = 0

и решить в общем виде, введя новую медленную переменную X = X1 −
√

2πΩT1. Если
принять, что амплитуда A(X,T2) зависит от X1 и T1 только через X, то это уравнение
становится тождеством.

В других случаях, когда мы рассматриваем систему в точке бифуркации Тейлора или
в точке двойного нуля, условие разрешимости (9) имеет вид

1

τ
(1− τ)

(
r∗T −

σ + τ

σ(1− τ)

)
∂T1

A+ 2iβ
(k2

β2
− 3
)
∂X1

A = 0. (10)

Если в этом уравнении, как и выше, k2/β2 = 3, т. е. рассматривается наименее устойчивая
мода колебаний, то для случая бифуркации Тейлора справедливо ∂T1

A = 0. В случае же
точки двойного нуля уравнение (10) удовлетворяется тождественно.

5. Амплитудное уравнение в точке бифуркации Хопфа. Выпишем теперь ре-
шение для ϕ2 с волновым числом, при котором происходит потеря устойчивости стацио-
нарного состояния:

ϕ2 = [A2 exp (iΩk2t− iβx) +Ā2 exp (−iΩk2t+ iβx)] sin (πz) +B2 sin (2πz).

Здесь A2 = (aA2, aT2, aS2) и B2 = (0, bT2, bS2) — векторы, зависящие от медленных пере-
менных. Компоненты этих векторов имеют следующие значения:

bT2 = − 1

6π

|A|2

1 + Ω2
, bS2 = − 1

6π

|A|2

τ2 + Ω2
,

aT2 =
2

9π2

1

1 + iΩ

(
∂XA−

3iπ√
2
aA2

)
, aS2 =

2

9π2

1

τ + iΩ

(
∂XA−

3iπ√
2
aA2

)
.

Используя приведенные решения, составим систему уравнений, из которой можно най-
ти ϕ3. Эта система уравнений, так же как система для ϕ2, имеет вид (8). Тогда функ-
ции Q3 можно записать следующим образом, оставив в них только члены с A(X,T2):

QA3 =
3

2
π2
{
∂T2

A− 1

3
(4iΩ + 7σ)∂2

XA+
3π2

2(1− τ)
[(σ + 1)(τ − iΩ)ηS − (σ + τ)(1 + iΩ)η]A

}
,

QT3 =
i
√

2

3π

1

1 + iΩ

[
∂T2

A− 1

3
(2iΩ + 5)∂2

XA+
π2

4

1

1− iΩ
A|A|2

]
,

QS3 =
i
√

2

3π

1

τ + iΩ

[
∂T2

A− 1

3
(2iΩ + 5τ)∂2

XA+
π2

4

1

τ − iΩ
A|A|2

]
.

Условие (9) для рассматриваемой системы уравнений типа (8) имеет следующий вид:

(σ + 1)(τ − iΩ)QS3 − (σ + τ)(1− iΩ)QT3 − (1− τ)(iβ/k4)QA3 = 0.

Проведя необходимые преобразования, получим, что амплитуда A(X,T2) должна удовле-
творять комплексному уравнению Гинзбурга — Ландау

∂T2
A = α1A+ β1A|A|2 + γ1∂

2
XA. (11)

Коэффициенты в этом уравнении выражаются формулами

α1 =
3iπ2[ηS(σ + 1)(Ω2 + τ2)(iΩ + 1)− η(σ + τ)(Ω2 + 1)(iΩ + τ)]

4Ω[iΩ + (1 + σ + τ)](1− τ)
,

β1 = −iπ
2

8Ω
, γ1 = iΩ + 2

(σ + στ + τ)Ω− iστ
Ω[iΩ + (1 + σ + τ)]

.
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6. Уравнение в форме возмущенного нелинейного уравнения Шредингера.
Полученное уравнение можно преобразовать к более удобному для дальнейших исследо-
ваний виду. Положим ηS = 0. Это значит, что поведением системы можно управлять,
изменяя градиент температуры в слое, градиент же солености остается постоянным, рав-
ным своему критическому значению. Исключим из уравнения коэффициент αR (iα1/η =
αR + iαI), осуществив замену зависимой переменной по формуле A = A′ exp (−iαRηT2).
Тогда уравнение (11) примет вид

i∂T2
A′ + γR∂

2
XA
′ − βRA′|A′|2 = iαIηA

′ + iγI∂
2
XA
′. (12)

Здесь

αR =
3

4
π2 σ + τ

1− τ
Ω2 + 1

Ω2 + (1 + τ + σ)2

(
Ω +

τ(1 + τ + σ)

Ω

)
,

αI =
3

4
π2 (σ + τ)(σ + 1)

1− τ
Ω2 + 1

Ω2 + (1 + τ + σ)2
, βR =

π2

8Ω
,

γR = Ω− 2
(σ + στ + τ)Ω2 + στ(1 + τ + σ)

Ω[Ω2 + (1 + τ + σ)2]
, γI = 2

(σ + τ)(1 + τ + σ + τσ)

Ω2 + (1 + τ + σ)2
.

Таким образом, амплитудное уравнение приобрело вид нелинейного уравнения Шре-
дингера (НУШ) с возмущением в правой части. Отметим, что значения коэффициентов в
этом уравнении не совпадают с приведенными в работе [10], где рассматривается уравне-
ние типа (11), полученное методом разложения линейного дисперсионного соотношения в
окрестности критического волнового числа.

Известно [11], что для диссипативно возмущенного НУШ возмущение слабо меняет

вид решений, в силу чего при стремлении возмущающих членов к нулю эти решения пе-
реходят в решения НУШ без возмущенной правой части, которое можно решить в общем
виде, используя метод обратной задачи рассеяния [7]. Если для НУШ характерны солитон-
ные решения (как солитоны огибающей, так и солитоны над полем конечной плотности),
то решения такого же вида будет иметь уравнение (12) при достаточно малых возмуща-
ющих членах. Тип НУШ определяется знаком при второй производной. В данном случае
знак коэффициента γR меняется с изменением Ω от нуля до бесконечности. Следовательно,
НУШ в рассматриваемой задаче может быть двух типов:

— при Ω→ 0

γR = − 2στ

1 + τ + σ
Ω−1 +

(
1− 2(τ + σ + τσ)

(1 + τ + σ)2
+

2τσ

(1 + τ + σ)3

)
Ω +O(Ω3),

γI = 2 +
2

1 + τ + σ

(
τσ − 1− τσ

1 + τ + σ

)
+O(Ω2);

— при Ω→∞
γR = Ω− 2(τ + σ + τσ)Ω−1 +O(Ω−3), γI = 2(τ + σ)(1 + τ + σ + τσ)Ω−2 +O(Ω−4).

В пределе Ω = 0 коэффициент γR обращается в бесконечность и уравнение (12) теряет
смысл. Этот предельный случай соответствует точке двойного нуля дисперсионного со-
отношения, амплитудное уравнение в ε2-окрестности которой будет выведено ниже. При
возрастании Ω от нуля до бесконечности γR меняет знак, тогда как γI монотонно убы-
вает, оставаясь всегда положительным. Частота Ω0, при которой γR обращается в нуль,
определяется по формуле

Ω2
0 =

1

2
(1 + σ2 + τ2)

(√
1 +

8στ(1 + τ + σ)

(1 + σ2 + τ2)2
− 1

)
.
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При достаточно больших σ или малых τ эта формула имеет асимптотику Ω2
0 ≈ 2τσ(1 +

τ + σ)/(1 + τ2 + σ2).
7. Преобразование к нелинейному уравнению Шредингера. Рассмотрим два

случая, когда выведенное амплитудное уравнение переходит в НУШ. Используя подста-
новку

A =
√
αI/βR exp [−i(αR + αIρ

2)T2]F (αIT2,
√
αI/γRX),

где ρ — положительная константа, преобразуем уравнение (12) к виду

iFT + FXX − F (|F |2 − ρ2) = iηF + iµFXX , (13)

где µ = γI/γR. Здесь и далее нижними индексами T и X обозначены частные производные

по медленному времени T2 и координате X соответственно. Коэффициент µ стремится к
нулю при увеличении Ω в соответствии с асимптотикой µ ≈ 2(τ + σ)(1 + τ + σ + τσ)Ω−3.
Кроме того, в непосредственной близости от точки бифуркации Хопфа (в ε3-окрестности)
первый член в правой части уравнения (13) можно исключить. Вторым членом также мож-
но пренебречь, если частота Ω достаточно велика. В результате уравнение (12) принимает
вид НУШ

iFT + FXX − F (|F |2 − ρ2) = 0.

Это уравнение имеет решения, известные как солитоны конечной плотности или «темные»
солитоны [12]:

F = ρ
exp(iζ) + exp Φ

1 + exp Φ
, |F |2 = ρ2

(
1− sin2 (ζ/2)

ch2 Φ

)
,

(14)

Φ = −ρT sin ζ ± (X −X0)
√

2ρ sin (ζ/2).

Параметры ζ и X0 характеризуют ширину и начальное положение солитона соответствен-
но.

Таким образом, в настоящей работе обнаружено, что в рассматриваемой физической
системе наряду с другими могут существовать решения типа «темных» солитонов, что
справедливо в пределе больших частот Хопфа. По-видимому, конвекция с двойной диффу-
зией при больших частотах Хопфа может встречаться в океанологических системах.Одной
из таких систем является так называемая TERMOHALINNAQ LESTNICA [13]. Инверсии тер-
мохалинной лестницы нередко имеют параметры стратификации, которые соответствуют
началу диффузионной конвекции, причем частота Хопфа Ω оказывается порядка 103–105.

Когда частота Хопфа стремится к нулю, уравнение (12) принимает иную асимптоти-
ческую форму. В этом случае положим

A =
√
αI/βR exp (−iαRT2)F (αIT2,

√
−αI/γRX).

Тогда
iFT − FXX − F |F |2 = iηF + iµFXX ,

где µ имеет следующую низкочастотную асимптотику:

µ ≈ −Ω
(

1 +
τ + σ

τσ
− 1

1 + τ + σ

)
.

Таким образом, µ→ 0 при Ω→ 0. Как и в предыдущем случае, в правой части уравнения
можно исключить первый член, предположив, что система находится в непосредственной
близости (в ε3-окрестности) от точки бифуркации Хопфа. Тогда уравнение (12) вновь
принимает вид НУШ

iFT = FXX + F |F |2.
Это уравнение имеет известные решения в виде солитонов огибающей.
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Интересно отметить, что локализованные волновые пакеты, с которыми можно срав-
нить солитонные решения, наблюдались экспериментально в ряде работ, касающихся кон-
векции бинарных смесей при достаточно низких частотах Хопфа (см., например, [14, 15]).

8. Уравнения в точках бифуркации Тейлора и двойного нуля. Рассмотрим
случай бифуркации Тейлора или бифуркации к стационарной валиковой конвекции. На
прямой, где происходит эта бифуркация, дисперсионное соотношение имеет корень первого
порядка. При членах порядка O(ε2) уравнение имеет вид ∂T1

A = 0, т. е. амплитуда не

зависит от медленной переменной T1. Для членов порядка O(ε3) функций Q3 получаем

следующие выражения:

QA3 =
9

4
σπ4[r∗T (ηS − η)− ηS ]A+

3π√
2
∂T2

A− 7σπ2

2
∂2
X1
A,

QT3 =
iπ

6
√

2

(
A|A|2 +

4

π2
∂T2

A− 20

3π2
∂2
X1
A
)
, QS3 =

iπ

6τ2
√

2

(
A|A|2 +

4τ

π2
∂T2

A− 20τ2

3π2
∂2
X1
A
)
.

При подстановке этих формул в условие совместимости имеем амплитудное уравнение

∂T2
A = α3A− β3A|A|2 − γ3∂

2
X1
A, (15)

где

α3 =
3

2
π2τ

r∗T (ηS − η)− ηS
r∗T (1− τ)− (1 + τ/σ)

, β3 =
π2

4τ

r∗T (1− τ2)− 1

r∗T (1− τ)− (1 + τ/σ)
,

γ3 =
4τ

r∗T (1− τ)− (1 + τ/σ)
.

Данное уравнение по виду аналогично уравнению, выведенному в работе [2], и в случае
отсутствия градиента солености сводится к нему.

Рассмотрим ε2-окрестность точки, в которой пересекаются прямые, где наблюдаются
бифуркации Хопфа и Тейлора соответственно. В этой точке дисперсионное соотношение
имеет корень второго порядка (бифуркация Такенса — Богданова). Как отмечено выше,
для случая наиболее нестабильной конвективной моды уравнение, получающееся при чле-
нах порядка O(ε2) удовлетворяется тождественно, поэтому отсутствует необходимость
использовать переменную T2 либо вводить другие медленные переменные. Для членов по-
рядка O(ε3) функций Q3 получим следующие выражения:

QA3 =
9π4

4(1− τ)
[(σ + 1)ηS − (1 + σ/τ)η]A− iπ√

2
∂X1

∂T1
A− 7σπ2

2
∂2
X1
A,

QT3 =
iπ

6
√

2

(
A|A|2 − 8

3π4
∂2
T1
A− 20

3π2
∂2
X1
A
)

+
2

9π2
∂X1

∂T1
A,

QS3 =
iπ

6τ2
√

2

(
A|A|2 − 8

3π4
∂2
T1
A− 20τ

3π2
∂2
X1
A
)

+
2

9π2τ
∂X1

∂T1
A.

После подстановки этих выражений в условие отсутствия секулярных членов получаем

уравнение

∂2
T1
A− c2∂2

X1
A = α2A+ β2A|A|2, (16)

где

c2 =
6π2στ

1 + τ + σ
, β2 =

3

8
π4, α2 =

9

4
π4τ2 (1 + σ/τ)η − (1 + σ)ηS

(1− τ)(1 + τ + σ)
.
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Уравнения такого типа известны как ϕ4-уравнения, и их нельзя точно проинтегриро-
вать методом обратной задачи рассеяния [7]. В ряде работ рассматриваются амплитудные
уравнения в двойной точке для случая конвекции бинарных смесей [16–18]. Согласно [19]
результаты, полученные для термохалинной конвекции, распространяются на случай кон-
векции бинарных смесей, где необходимо учитывать эффект термодиффузии. Поэтому для
последнего случая справедливы все выведенные в настоящей статье уравнения в точках

бифуркации с преобразованными соответственно параметрами задачи (числами Пранд-
тля, Льюиса и Рэлея). В работе [18] получено амплитудное уравнение в точке двойного
нуля, имеющее вид ∂2

T1
A = C1A + C2A|A|2 в главном порядке по ε (C1 и C2 — констан-

ты). Уравнение (16) можно рассматривать как его обобщение на случай пространственных
модуляций. В работе [16] представлено амплитудное уравнение в точке двойного нуля дру-
гого типа, содержащее член с третьей производной вида ∂t∂

2
xA. Поэтому оно отличается

от уравнений, выведенных в рамках использованного в данной работе метода многомас-
штабных разложений.

9. Выводы. Подводя основные итоги исследования, можно отметить следующее.
1. В работе методом разложения производной выведены амплитудные уравнения для

системы с термохалинной конвекцией в окрестности основных точек бифуркации, харак-
терных для этой системы. В частности, в рамках единого подхода получено комплексное
уравнение Гинзбурга — Ландау (11) в случае бифуркации Хопфа, уравнение (15) типа
Ньюэла — Уайтхеда в случае бифуркации Тейлора и уравнение (16) типа ϕ4 в окрестно-
сти точки двойного нуля дисперсионного соотношения.

2. Приведены аналитические выражения для коэффициентов рассматриваемых урав-
нений. Для уравнения в окрестности точек бифуркации Хопфа формулы, определяющие
его коэффициенты, уточняют полученные ранее в работе [10] результаты. Для двух других
уравнений такие формулы, насколько известно автору, ранее в литературе не приводились.

3. Показано, что амплитудное уравнение в окрестности точек бифуркации Хопфа в
случае малых и больших частот сводится к возмущенному нелинейному уравнению Шре-
дингера (12) с характерными для него решениями в виде солитонов огибающей. В высоко-
частотном пределе исследуемой физической системе присущи структуры типа «темных»

солитонов (14).
4. Выведенное в точке двойного нуля дисперсионного соотношения уравнение типа ϕ4

можно рассматривать как обобщение уравнения, полученного в работе [18], на случай
медленных пространственных модуляций амплитуды.
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